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揭示具有悬垂和 T形几何结构的微悬臂梁在扭转振动中的模态形状复杂性和敏感性
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原子力显微镜（AFM）悬臂梁的扭转振动对于高灵敏度测量至关重要，但现有的宽度可变悬臂
梁模型通常依赖于会导致与实验数据显著差异的近似值。与先前的研究不同，本工作引入了一
个改进的分析框架，以精确计算外伸式和T形微悬臂梁的共振频率和模态形状——包括高阶模
式，并通过有针对性的实验比较进行了验证。通过对外伸长度影响的系统分析，我们揭示了之
前未报告的多峰模态形状，并展示了如何通过几何调节可控地改变谐振频率。此外，我们建立
了模态灵敏度与悬臂梁-表面耦合强度之间的定量关系，为优化 AFM悬臂性能提供了可操作的
设计原则。我们的结果不仅调和了理论预测与实验观察之间的差异，还为调整悬臂几何形状以
实现特定的频率响应在纳米机械成像和表面特性映射等应用中提供了实用指南。本工作通过弥
合分析模型与实际操作需求之间的差距，推进了下一代 AFM探针的设计。
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I. 介绍

原子力显微镜（AFM）已经成为一种强大的高分辨率表面特性分析和单分子力谱工具，在各种环
境中提供了卓越的灵敏度和多功能性（例如，空气、液体和真空）1,2,5。通过监测悬臂梁偏转或共振频
率变化，AFM能够量化纳米尺度下的结构、热学和力学性质 3,4。悬臂动力学的最新进展进一步扩展了
其应用范围，从生物分子相互作用图谱绘制到纳米力学性能成像 6。
虽然弯曲振动模式主导了传统的 AFM操作，扭转模式因其在特定场景中的独特优势而变得突出。

例如，扭转振动对于刚性材料和横向刚度测量表现出更高的灵敏度 7,9，这使得诸如侧壁探针成像 10等
新技术成为可能。Sharos等人证明了扭转模式比弯曲模式具有更高的质量敏感度 11，而 Turner等人
则强调了它们在高阶模式应用中的有效性 9。尽管有这些优点，现有的宽度变化悬臂（例如，悬伸或 T
形几何结构）扭转动力学模型仍然受限于近似值，导致理论与实验之间的差异。这种差距对于下一代
AFM探针尤为重要，在这些探针中，几何调整可以解锁定制的频率响应和增强灵敏度。

图 1. 一个包括长度为 l0 和宽度为 w0 的悬挑部分的悬臂梁结构在点 x = 0处固定于基座（黑色区域）。对于 w0 < w，
我们有一个 T形悬臂。通过有效相互作用刚度 κl（图中插图），检查了扭转载荷下的模态与样本之间的相互作用。

超越简单的矩形梁，倒 T形或 V形悬臂 12,13由于其增强的性能引起了显著的兴趣。然而，准确确
定它们的共振频率和模态形状仍然具有挑战性，因为宽度和厚度分布不均匀。张等人。14 使用多项式
逼近研究了变宽悬臂梁以规避求解欧拉-伯努利方程时遇到的分析难题。尽管他们的方法揭示了共振频
率的几何依赖性，但解决方案计算繁琐且对多项式假设敏感。普拉萨等人。12 证明微悬臂阵列可以减
轻初始挠度，但仍需依赖实验校准来精确确定频率。这些限制强调了需要一个稳健的分析框架来预测
非均匀悬臂梁的振动特性——这是本研究旨在解决的问题。
悬挑区域，特别是，在悬臂动力学中起着关键作用，影响着单个性能和耦合阵列行为。最近的研究

表明，阵列中悬臂之间的耦合强度与悬挑长度成线性关系，并与悬挑宽度的三次方成反比 15。这种几
何灵敏度强调了准确建模的重要性，特别是在需要高分辨率表面形貌或同步阵列测量的应用中 16–18。
我们的工作通过提供悬臂梁类型的精确解析解，缩小了理论与实验之间的差距，减少了频率预测

中的不一致。对梁几何形状的修改，如悬挑长度和宽度，可以显著改变动态行为，包括更高谐波模式 4

的出现。虽然先前的研究已经探讨了各种几何结构——例如 Payam等人。研究流体中的弯曲弹簧常数
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19,20和 Plaza等人。优化 T 形结构 12——但没有一项系统地解决了悬挑设计特有的扭转振动问题。本
研究填补了这一空白，为单探针和阵列应用的悬臂性能优化提供了一种统一的方法。

在这项工作中，我们全面分析了悬臂梁的几何修改如何改变其扭转模态形状、共振频率以及——
关键的是——测量灵敏度。与以往仅关注频率调节的研究不同，我们系统地量化了悬挑部分和 T形截
面尺寸对动态响应和模态灵敏度的影响，填补了 AFM悬臂设计中的一个重要空白。
在第 II节中，我们推导了 T形悬臂梁（不包括外部相互作用）的精确频率方程，并建立了悬挑长

度、宽度和 T形连接几何形状的变化如何重塑模态形状和谐波谱。
第 III节展示了验证结果，突出了两项关键进展：(i) 高阶模式的几何控制：我们展示了如何通过

调整悬挑来选择性地增强或抑制特定谐波，从而实现定制化的频率响应。(ii) 灵敏度-刚度耦合：在第
III C节中，我们引入了一种模态灵敏度的广义模型，该模型通过有效刚度参数纳入样本间的相互作用，
解决了理论和实验灵敏度趋势之间的先前差异。

我们的研究结果为设计下一代AFM探针提供了可操作的指南，特别是在需要高横向分辨率（例如
纳米级摩擦映射）或同步阵列测量的应用中。第 IV节中的结论总结了这些见解并概述了未来实验验证
的路径。

II. 材料与方法

悬臂梁假设由氮化硅 8 制成，这与传统的 AFM实验一致，其长度为 L= 200–500µ米，宽度 w=
35µ米，厚度 t= 1.5µ米。基于非均匀悬臂梁弯曲振动的分析框架 15,21，我们扩展这种方法以建模溢
出结构和 T形结构中的扭转振动 [见图 1]。我们的分析系统地研究了悬挑部分和 T形截面尺寸的变化
如何影响悬臂梁的共振频率和模态形状。因此，需要对悬臂梁的多模态行为进行详细分析。我们发现：
(i)多模态扭转行为：观察到高阶扭转模式在振动动力学中起着重要作用，需要对其贡献进行详细分析。
(ii) 几何敏感性：悬挑部分和 T形部分的尺寸对频率谱和模态形状分布有关键影响，突显了精确几何
控制对于最佳性能的重要性。基于梁的欧拉-伯努利理论 22,23，扭转振动模式的动力方程如下：

∂

∂x

[
GJ(x)

∂φ(x, t)

∂x

]
− ρIp(x)

∂2φ(x, t)

∂t2
= 0, (1)

其中 φ(x, t)是位置 x和时间 t处的偏转角。G是剪切模量，ρ是梁的密度。J(x) 并且 Ip(x)分别是梁
截面和极惯性矩的几何函数。这里，梁的截面为矩形，因此，J(x) = w(x)t3/3和 Ip(x) = w3(x)t/12。
表明梁的宽度依赖于 x。因此，方程 (1) 的通解是 φ(x, t) = φ(x)eiωt。将其重新输入到公式（1）中，即
可得到模态形状（与 x相关）和频率的方程。模态形状方程为，

d

dx

[
GJ(x)

dφ(x)

dx

]
+ ρIp(x)ω

2φ(x) = 0. (2)

对于当前梁的横截面，假设悬臂部分和外悬臂部分的厚度相同，而宽度呈阶跃状，用 x表示，

w(x) =

w0, if 0 < x ≤ l0,

w, if l0 < x ≤ L.
(3)

基于公式（3），将公式（2）分为两个方程。第一个方程描述了悬臂部分，

φ
(2)
0 (x) + γ2

0φ0(x) = 0, (4)
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第二个方程是用于悬挑部分，
φ(2)
c (x) + γ2

cφc(x) = 0. (5)

这里，γ0,c = ω
√

ρIp,0,c
GJ0,c

是特征频率。现在，频率比是

γc
γ0

=
w

w0

=
1

κ
, (6)

或者，可以使用 γ = γc =
1
κ
γ0来简化表达。解 方程 (4) 和 (5) 可以写成如下形式，

φ0(x) = A sin(κγx) +B cos(κγx), (7)

和
φc(x) = C sin(γx) +D cos(γx). (8)

边界条件是

φ0(0) =
dφc(x)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 0. (9)

在 l0处写出的连续条件是
φ0(l0) = φc(l0), (10)

和

GJ0
dφ0(x)

dx

∣∣∣∣
x=l0

= GJc
dφc(x)

dx

∣∣∣∣
x=l0

. (11)

从这些条件中，得到了如下矩阵方程，
K ·X = 0, (12)

其中K 写作

K =


0 1 0 0

0 0 cos γ − sin γ

sinκηγ cosκηγ − sin ηγ − cos ηγ
κ2 cosκηγ −κ2 sinκηγ − cos ηγ sin ηγ

 , (13)

其中，γ = γL，η = l0/L和 X = [A B C D]T。可以证明，如果存在特征值和特征向量，则矩阵
K 将产生悬臂频率和模态形状的解。因此，从 detK = 0中，我们得到一个频率方程，

κ2 cos(γ − γη) cos(γηκ)− sin(γ − γη) sin(γηκ) = 0, (14)

用于通过 γ 推导梁的频率，

ω =
γ

L

√
GJc

ρIp,c
. (15)

获得四个系数 A、B、C 和 D后，模态形状表示为，

φ0(x) = A sin(κγx), (16)

φc(x) = A cos [(1− x) γ] sec [(1− η) γ] sin (κηγ) (17)

在弯曲振动的情况下，更新的模态形状已被证明显著修改了均匀横截面悬臂梁的模态形状 21。对于扭
转模式，预期会有类似的行为。
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III. 结果

典型微悬臂梁的尺寸范围如下：长度（L）= 50–500µ米，宽度（w）= 10–50µ米，厚度（t）=
0.5–5µ米。这些范围与实验研究一致，例如由 24（硅悬臂梁：L= 100–500µ米，w= 20–50µ米，t=
0.3–2µ米）和 25（L '500µ米，W= 97.2µ米，t= 0.8µ米）的研究。在这项工作中，我们分析了氮化
硅微悬臂梁（材料属性见表 I），重点关注其模态形状和共振频率如何随几何修改而演变。

表 I. 悬挑部分的参数。
Parameters Symbol (Unit) Value

Length L (µm) 350
Width w (µm) 35

Thickness t (µm) 1.5
Young’s modulus E (GPa) 169

Density ρ (kg/m3) 2300

A. 模态形状的变化
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图 2. 悬臂梁前两种模态的振型，随着悬臂宽度通过 κ增加。这里，η=0.5。κ的增加意味着悬臂更宽。

模态形状已在图 2中表示，(a)表示第一模态，(b)表示第二模态。图 2(a)和 2(b)展示了 η = l0/L =

0.5以及不同挑出宽度值的情况，挑出宽度为 κ = w0/w=1.0时用黑色实线表示，0.5时用红色点线表
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图 3. 在 L,x(L)/x(l0)处的前四种模式的偏转角具有若干极大值。极大值的数量与模式数成正比，并且存在于 κ > 1。

示，0.8时用蓝色虚线表示，1.5时用绿色点划线表示，3.0时用粉色长短线表示。在 L处的偏转角度
x(L)/x(l0)已被显示随着悬臂宽度的增加而倾向于增大。
特别地，对于第二种模式，模态形状的 κ= 0.5–0.8 偏离了 κ = 1在 0< x < L处的最大值然后减

少并接近在 x = L处的值 -1，而那些 κ > 1则大幅减少（绿色虚线和粉色虚线）。
图 3总结了前四种扭转模式的行为，说明了悬臂如何影响梁自由端的偏转角度。颜色强度表示偏

转幅度，揭示了每种模式的不同最大值分布：

• 模式 1：单峰最大值（未明确指出但可在颜色梯度中观察到）

• 模式 2：在 l0/L '0.05 和 0.4（红色区域）有两个极大值

• 模式 3：在 l0/L '0.025, 0.2 和 0.6 处有三个极大值

• 模式 4：在 l0/L '0.01, 0.15, 0.3 和 0.65 处有四个极大值。

最大值的数量始终等于模式数量，证明了模态顺序与空间振荡模式之间的明确相关性。这种系统行为
证实了悬臂几何形状对扭转振动特性可预测的影响。
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B. 频率的变化

检查悬臂频率 f = ω/2π 的变化，我们观察到 f 对于悬挑长度 η 的依赖关系中存在一种有趣的非
单调行为。第一模态的频率最初增加 [图 4(a)]，在 η ' 0.2达到最大值，然后随着 η继续增加而迅速下
降。在接近最大值的区域（从橙色到红色），频率随 κ增加，即悬臂梁的伸出部分更大时，意味着刚度
更高。
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图 4. 前四种模式的频率。(a) 悬臂形（κ > 1）的第一模态在 0≤ η ≤0.25时呈现最大频率，而 T形（κ < 1）悬臂则有
最小值。(b)–(d) 高阶模态倾向于随着 η减少频率，并且出现了一些小的极值。

另一方面，第 2到第 4模式不再明显表现出最大值。所有频率随着 η的增加而迅速下降。例如，在
范围 η = 0–0.5内，第二模式 f2[图 4(b)]从 1.0显著降低到 ' 0.5(1000至 500千赫)。第 3和第 4模式
[图 4(c)和 (d)]在下降到更低频率之前显示出一个小峰值。
这些发现值得注意有几个原因。首先，频率响应中有一个几乎平坦的平台，随后是快速下降。这

一特征可能有利于通过调整悬臂过梁部分的长度来控制和调节悬臂频率，从而增强高谐波频率 4,26。其
次，由结构几何形状决定的高阶模式的有效调制可能使在测量中使用多个模式成为可能，改善模态间
的耦合，甚至支持高次谐波的出现（因为高阶模式频率可以是低阶频率的整数倍）。因此，适当调节过
梁参数可以促进对更高阶模式的控制。

我们的方法也与之前关于悬臂梁频率的研究有很好的一致性。例如，Sadewasser等人研究了带有
伸出部分的悬臂梁的动力学特性 30。与 Sadewasser的结果相比，在相同的几何条件下，我们方法中扭
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转（fT）和弯曲（fF）频率之间的比率表现出极好的一致性，如图所示 5。

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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/f F

This study
Sadewasser et al. (2006)

图 5. 悬挑梁（过悬式）的扭转频率与弯曲频率之比来自 Sadewasser等人（实心蓝圈，30）和本研究（实黑线）。

C. 扭转载敏感性

弯曲模态在悬伸梁和 T形悬臂梁中的敏感性最近已被研究 20，表明悬臂部分的尺寸可以显著影响
悬臂梁的频率。对于扭转模态，Abbasi等人。27 进行了几项调查，重点关注矩形几何形状中带有侧壁
探针的悬臂梁。然而，悬伸或 T形悬臂梁的扭转振动尚未被探索。
在这项工作中，我们分析了一个悬臂梁的扭转模态敏感性，假设尖端-样本相互作用被建模为一个

横向线性弹簧，其刚度为 κl。这种相互作用施加在悬臂梁的末端位置 x = L处。边界条件在 x = L处
表示为 φ′(L) = −(κld

2/(GJ))φ(L) = −βlφ(L)，其中 βl = (κld
2/(GJ))。这导致矩阵K中出现附加项，

在公式 (13)中。修改后的矩阵K 表示如下 [式.(18)]，

Kl =


0 1 0 0

0 0 γ cos γ + βl sin γ −γ sin γ + βl cos γ
sinκηγ cosκηγ − sin ηγ − cos ηγ

κ2 cosκηγ −κ2 sinκηγ − cos ηγ sin ηγ

 . (18)

类似地，使用更新后的矩阵Kl，通过计算矩阵的行列式 C 得到了特征方程。最终，得到了频率的
特征方程，

C =C0(κ, η, γ) + Cint(κ, η, βl, γ), (19)

其中

C0 =γ{κ2 cos [γ(1− η)] cos(γηκ)− sin [γ(1− η)] sin(γηκ)}, (20)

Cint =βl{κ2 sin [γ(1− η)] cos(γηκ) + cos(γ(1− η) sin(γηκ)}. (21)

C0和 Cint分别代表非接触和接触贡献。频率随 η和耦合刚度 β的变化如图 6所示，分别为第一模态和
第二模态。观察到对于 κ < 1，频率 f 先减小后增大随 η变化，而对于 κ > 1，趋势则相反。值得注意
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(c) mode 2, l = 0.1
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图 6. 第 1模式 [(a)和 (b)]和第 2模式 [(c)和 (d)]考虑了针尖-样品的相互作用。在某些值的 κ处进行了截取，并展示
了 T形和悬臂形的不同趋势。具有 κ < 1的 T形悬臂的频率随 η显著增加（红色区域和红色虚线），而悬臂形 (κ < 1)
的频率则随着 η减少（紫色长虚线和绿色点划线）。

的是，在 f/fL = 1处存在一个平衡点，对于 κ的每一个值都是如此。这特别有趣是因为人们可以选择
悬臂或 T形悬臂的长度和宽度，使其扭转频率与矩形悬臂相同。换句话说，这些点可以作为设计变宽
悬臂的参考。
增加耦合刚度 β会导致频率变化得更快。例如，在第一模式 [见图 6(b)]中，曲线较早地与 f/fL = 1

线相交，然后要么增加（对于 κ < 1）达到最大值（如红色虚线和蓝色点线所示），或者减少（对于 κ > 1）
以达到最小值（紫色长虚线和绿色点划线）。对于更高模式，可能会出现额外的极值，趋势类似于图 4
中所示的情况。
灵敏度定义为频率随相互作用强度 9 的变化。

S =
∂ω

∂βl

=
∂ω

∂γ

∂γ

∂βl

=
∂ω

∂γ

(
−∂C/∂βl

∂C/∂γ

)
. (22)

这里，通过

ω = γ

√
GJ

ρIp
. (23)

计算光束的频率。然后，得到归一化的扭转灵敏度。

σT =
κ2 sin [γ(1− η)] cos(γηκ) + cos [γ(1− η)] sin(γηκ)

D
, (24)

其中

D = cos [γ(1− η)]
{
κ [−βlη + (−1 + βl(−1 + η))κ] cos(γηκ) + γ

[
1 + η(−1 + κ3)

]
sin(γηκ)

}
+

+ sin [γ(1− η)]
{
γκ [η + κ− ηκ] cos(γηκ) +

[
1 + βl + βlη(−1 + κ3)

]}
sin(γηκ). (25)
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图 7. 灵敏度 σT 的前四种扭转模式对于各种值的 κ。(a)κ= 1（矩形悬臂）。(b)κ= 0.5（T型悬臂）。(c) 和 (d)κ >1（伸
出式悬臂）。对于悬挑形状的悬臂，σT 随着 βl 更快地减小，当悬挑宽度 κ较宽时。这里使用了 η = 0.2。

归一化的扭转模态灵敏度如图 7 所示：(a) 长方形的 κ = 1，(b) T 形的 κ = 0.5，(c) 悬臂形的
κ = 2.0，以及 (d) 较宽悬臂形的 κ = 3。这里使用了 η = 0.2。已知，当几何比设置为 κ = 1或 η = 0

时，矩形悬臂的灵敏度公式已被得出，并且 Turner的等。解析计算得以实现 9。首先，在矩形悬臂梁的
模态灵敏度（σT）方面，如 Turner等人。9 所报道的行为在图 7(a)中得到了重现，需要注意的是，这
里的 σT 值略高是因为使用了长度为 L = 350 µ米的悬臂梁 [Turner 使用了一根 200µ米长的悬臂梁]。
对于 T形悬臂梁 [图 7(b)]，σT 略有修改，而对于悬垂形悬臂梁 [图 7(c)–(d)]，它则发生了显著变

化。第一模态（黑色实线）的 σT 下降速度比高阶模态更快，而第四模态的 σT 在较宽范围的 βl内（绿色
点划线）保持相对稳定。值得注意的是，在低 βl条件下，第三模态（蓝色虚线）显示出增加的敏感度，
超过了第二模态——这与矩形和 T形悬臂中常见的敏感度顺序 σmode 1

T > σmode 2
T > σmode 3

T > σmode 4
T

相反。

此外，仅在范围 βl = 1–10 内观察到灵敏度的增加。这与典型的趋势不同，在典型情况下，灵敏度
会在更宽的范围内增加，通常是从 βl = 1–100，具体取决于模式数，然后迅速降至零如 βl → 103，如
在扭转模式中的 Ref.9 所示以及在弯曲模式中的 Refs.20,28 所示。

为进一步提高扭转模式的动态响应和灵敏度，可以采用配备有扩展侧壁探针的悬臂梁，如参考文
献 29 所示。这些悬臂显示出有趣的依赖于扩展探针几何形状的行为 10。我们打算在未来的研究中探索
这个主题。
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IV. 结论

在本研究中，我们分析推导了外伸式和 T形悬臂扭转模式的频率特征方程和模态灵敏度。我们的
结果揭示了模式形状和频率随外伸长度的变化有显著且有效的改变，为选择尺寸参数以实现特定性能
特性提供了一个灵活的框架。值得注意的是，我们首次详细分析了这些悬臂的模态灵敏度。

通过将尖端-样品相互作用建模为线性横向弹簧，我们引入了一个可调耦合刚度参数 βl，它直接影
响扭转响应。我们展示了增加 βl 会导致模态频率发生非单调偏移，在关键平衡点处宽度变化的悬臂梁
的扭转频率与矩形悬臂梁匹配——为悬臂设计提供了实用基准。发现 βl 对模态灵敏度的影响强烈依赖
于几何形状，特别是在悬挑形悬臂梁中出现了非常规的灵敏度排序。这种行为表明可以通过战略性地
修改几何结构来增强或抑制特定模式的灵敏度。

我们的分析结果不仅与矩形悬臂梁 9 的先前研究一致，还将分析扩展到了之前未在扭转模式背景
下探索的几何形状。这些见解为实验人员设计具有定制频率和灵敏度的悬臂结构提供了宝贵的指导，使
高灵敏度测量能够在各种应用中实现。未来的工作可以考虑结合扩展现侧面探针，这种探针已在改善
动态行为和灵敏度 10,29 方面显示出有希望的结果。
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