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摘要. 不确定性原理保证了位置不确定性
〈
∆x2

〉
> 0 的非零值，即使在没有热涨落

的情况下也是如此。这表明量子涨落在绝对零度下本质上增强了位置不确定性。一个

自然的问题随之而来：在有限温度下会发生什么情况，在这种情况下，量子和热涨落

之间的相互作用可能导致复杂且引人入胜的行为？为了解决这个问题，我们系统地研

究了被限制在一个非线性势能 V (x) ∝ xn 形式的粒子的位置不确定性
〈
∆x2

〉
，其中

n = 2, 4, 6, . . . 表示一个偶数指数。通过路径积分蒙特卡罗模拟，我们将
〈
∆x2

〉
作为

热德布罗意波长 Λ的函数来计算其在平衡状态下的值。有趣的是，对于较大的 n值，〈
∆x2

〉
对 Λ表现出非单调依赖性：它在小 Λ下随 Λ的增加而减小，但在更大的 Λ下则

增加。为了进一步理解这种行为，我们采用了一种半经典近似方法，这表明当势能的

非线性足够强时，量子涨落可以减少小 Λ的位置不确定性。最后，我们讨论了这一结

果对于强非线性相互作用驱动的多体现象（如玻璃转变）的潜在影响，在这些现象中，

过渡密度表现出类似的非单调依赖于 Λ。

1. 介绍

在一个经典系统中，位置是一个确定性的变量，在没有热波动的情况下，即。，位置的

不确定性为零，〈∆x2〉 ≡ 〈x2〉 − 〈x〉2 = 0。相比之下，对于一个量子系统，不确定性原

理保证了 〈∆x2〉 > 0 [1]，这表明量子波动本质上增加了位置的不确定性。在有限温度

下的平衡状态下会发生什么？这项研究系统地调查了使用数值和理论方法在平衡状态

下量子波动对 〈∆x2〉的影响。为了测量量子涨落的相对强度，我们使用系统线性尺寸

单位下的热德布罗意波长 L：

Λ =

√
βh̄2

mL2
, (1)

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2501.16822v2
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其中 h̄表示约化普朗克常数，β 表示逆温度，m表示粒子的质量，而 L表示系统的线

性尺寸。

一种朴素的直觉认为，在固定温度下，由于隧道效应和零点能 [1]，〈∆x2〉 应随

着 Λ 的增加而增加。这种直觉在最简单的情况下是正确的：一个被限制在谐振子势

V (x) ∝ x2中的粒子，其中 〈∆x2〉会随着 Λ的增加单调增加 [2]。然而，并非所有系统

都表现出这种行为，这一点可以从另一个可解析求解的例子中看出：一个被限制在硬

壁之间的粒子。对于有限温度下的经典粒子，在墙壁之间的位置分布是均匀的。相比

之下，对于有限的 Λ，量子效应变得显著。边界条件和波函数的连续性抑制了在墙壁

附近找到粒子的概率。因此，〈∆x2〉变得小于其经典对应值（Λ = 0），表明量子波动可

以抑制位置不确定性。

量子涨落可以抑制位置不确定性这一观察结果相当违反直觉。有趣的是，在许多

体量子系统中也报道了类似的行为。例如，量子涨落在固相氢分子的旋转自由度上

经常减少不确定性，这稳定了所谓的 II 相（部分冻结相）[3, 4, 5] 。相关现象在结

晶化 [6, 7, 8, 9, 10, 11] 、玻璃转变 [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] 和自旋玻璃转

变 [20, 21, 22, 23] 中也被观察到，在这些过程中，量子涨落降低了过渡密度。对这些

现象的一种直观解释是，量子涨落有效地增加了粒子的半径，从而减少了可访问体积

并降低了过渡密度 [12, 13] 。这种情况类似于一个被硬壁限制的单个粒子的情况，正

如前面描述的那样，量子涨落阻止了粒子占据靠近墙壁的区域。这实际上减少了可访

问体积。

一个重要且自然的问题是：在什么条件下量子波动会抑制位置不确定性？为了解

答这个问题，我们系统地研究了一个被限制在一个非线性势场中的粒子，V (x) ∝ xn，

其中 n = 2, 4, . . . 表示一个偶数。通过改变 n，我们可以系统地将函数形式从谐振子

（n = 2）变为硬壁（n → ∞）。

我们研究了使用路径积分蒙特卡罗模拟的 2 < n < ∞模型 [24, 25, 26, 27]。对于

弱非线性势（即。，小 n），〈∆x2〉随着 Λ的增加单调递增，类似于在谐振子势情况下观

察到的行为。有趣的是，对于较大的 n，〈∆x2〉在中等的 Λ处从其经典值下降，表明

量子波动抑制了位置不确定性。这种效应在硬壁极限（n → ∞）下最为明显，在那里

〈∆x2〉随 Λ单调递减。为进一步理解这种行为，我们进行了半经典计算 [24, 28]以确定

量子涨落抑制 〈∆x2〉的条件。半经典分析预测，当 Λ很小时，〈∆x2〉对 n = 2, 4增加

而对 n > 4减少，这与数值结果一致。这些发现表明，当势能强烈非线性时，量子涨

落通常可以在小的 Λ下抑制位置不确定性。

论文的结构如下。在第 2节中，我们介绍了模型。在第 3节，我们简要回顾了两个
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可以解析求解的情况：谐振子势能和硬壁。在第 4节中，我们展示了通过路径积分蒙

特卡罗模拟获得的数值结果。在第 5节中，我们提供了从半经典计算得出的分析见解。

最后，第 6节致力于总结和讨论，强调了我们的发现对玻璃转变研究的一些潜在影响。

2. 设置

在本节中，我们介绍模型并定义关键物理量。

2.1. 模型

我们考虑一个在一维中被限制在势能 V (x) 内的粒子。系统的哈密顿量由以下给出：

H =
p2

2m
+ V (x), (2)

其中势能 V (x)定义为：

V (x) = k
(x
L

)n
, (3)

这里 n = 2, 4, 6, . . . 表示一个偶数。位置 x 和动量 p满足正则对易关系 [1]:

[x, p] = ih̄. (4)

对于 n = 2，V (x)对应于谐振子势，而在极限 n → ∞下，它接近硬壁的情况，如图 1

所示。

为了量化位置不确定性，我们观察平衡时 x的方差：

〈
∆x2

〉
≡ 1

Z
tr
(
e−βHx2

)
, Z = tr e−βH , (5)

其中 β = 1/(kBT )是逆温度，kB 是玻尔兹曼常数。

2.2. 无量纲化

我们引入无量纲变量：

x̃ = L−1x, p̃ =
L

h̄
p, (6)

它们满足交换关系：

[x̃, p̃] = i. (7)
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图 1. 几个 n值的势能。当 n = 2时，势能是谐振的，在极限 n → ∞下它变得等同于
硬壁。为了简单起见，我们在图中设定了 k = 1和 L = 1。

利用这些无量纲量，配分函数可以重写为：

Z = tr exp
[
−Λ2 p̃

2

2
− β̃Ṽ (x̃)

]
, (8)

其中：

Λ =

√
βh̄2

mL2
, β̃ = kβ, Ṽ (x̃) = |x̃|n . (9)

无量纲化后，系统由两个控制参数决定：约化的逆温度 β̃ 和热德布罗意波长 Λ [2]。

3. 可解情形

这里我们简要回顾一些众所周知的可解情形。

3.1. n = 2（谐振子势）的解析结果

该模型可以解析地求解 n = 2，其中 V (x)是一个谐振子势。在这种情况下，平衡分布

x̃ 服从高斯分布 [2, 29]：

ρ(x̃) =
1

Z
〈x̃|e−βH |x̃〉 = 1√

2π 〈∆x̃2〉
e
− x̃2

2
〈
∆x̃2

〉
, (10)

其中方差由下式给出：

〈
∆x̃2

〉
=

Λ

2

√
2β̃

coth

Λ

√
β̃

2

 . (11)
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图 2. 平衡分布 ρ(x̃)对于 β̃ = 1。(a)ρ(x̃)对于 n = 2（谐振子势）。实线表示各种德布

罗意波长 Λ =
√

βh̄2

mL2 的 ρ(x̃)，而黑色虚线表示势 V (x̃) = x̃n。分布 ρ(x̃)随着 Λ的增

加而变宽。(b) 对于极限 n → ∞（硬壁）的相同图。在这种情况下，分布随 Λ增加而

变窄。

如图 2 (a)所示，随着 Λ的增加，分布 ρ(x̃)变宽，表明量子涨落增强了位置不确定性。

这一结果是意料之中的，因为隧道效应和零点能削弱了势阱施加的约束。在图 3中，我

们用蓝色实线绘制了 〈∆x̃2〉，显示出它随 Λ单调增加。

3.2. 分析结果对于 n → ∞（硬壁）

在极限 n → ∞下，该模型对应于粒子被限制在 x̃ = ±1处的硬壁之间。对于经典情况

Λ = 0，平衡分布是均匀的：

lim
Λ→0

ρ(x̃) =

1/2 |x̃| < 1,

0 |x̃| ≥ 1,
(12)

这导致了位置不确定性：

〈
∆x̃2

〉
0
=

1

3
. (13)

对于 Λ > 0，平衡分布表示为：

ρ(x̃) =
1

Z

∞∑
n=1

e−
(nπΛ)2

8 |φn(x̃)|2 , Z =
∞∑
n=1

e−
(nπΛ)2

8 , (14)

其中 φn(x̃)表示第 n个本征函数：

φn(x̃) = sin
(
nπ

x̃− 1

2

)
. (15)
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由于边界条件 φn(x̃ = ±1) = 0和波函数的连续性，本征函数的振幅在墙壁附近显著减

弱，对于 |x̃| ≈ 1，|φn(x̃)| � 1。这导致了与经典情况下相比，ρ(x̃)的分布更窄，如图

2(b) 所示。在极限 Λ → ∞下，该分布收敛到基态的分布：

lim
Λ→∞

ρ(x̃) =

∣∣∣∣sin(π x̃− 1

2

)∣∣∣∣2 , (16)

这导致了位置不确定性： 〈
∆x̃2

〉
∞ =

1

3
− 2

π2
. (17)

在图 3中，我们将 〈∆x̃2〉 =
∫
dx̃, ρ(x̃)x̃2绘制为红色实线。位置不确定性 〈∆x̃2〉随着 Λ

从 〈∆x̃2〉0到 〈∆x̃2〉∞单调递减。

4. 数值模拟

对于 2 < n < ∞，该模型不能解析求解。在本节中，我们展示了这些情况的数值结果。

4.1. 路径积分表述

为了数值上研究该模型，我们使用路径积分形式重新表述划分函数 Z[24, 25, 27, 30]:

Z = lim
N→∞

(
N

2πΛ2

)N/2
(

N∏
i=1

∫
dx̃i

)
exp

[
−β̃Φ(x̃1, · · · , x̃N)

]
, (18)

其中引入了有效势:

Φ(x̃1, · · · , x̃N) =
N∑
i=1

[
N

2β̃Λ2
(x̃i+1 − x̃i)

2 • Ṽ (x̃i)

N

]
. (19)

物理量 A(x̃)的热平均可以表示为 [25]:

〈A(x̃)〉 = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

〈A(x̃i)〉 , (20)

其中 〈•〉表示在有效势 Φ下平衡构型的热平均。

4.2. 数值实现的细节

我们使用有效势能 Φ的蒙特卡罗（MC）模拟来采样平衡配置 x̃1, · · · , x̃N，该有效势

能在公式 (19) 中给出。单个 MC 步骤涉及对随机选择的 i进行 N 次局部更新 x̃i →

x̃i + δx，以及质心更新 R → R + δR 以加速弛豫。这里，δx 和 δR 是小的随机数具有
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图 3. 热德布罗意波长 Λ =
√

βh̄2

mL2 依赖性
〈
∆x̃2

〉
，归一化为经典结果

〈
∆x̃2

〉
0
。这里，

我们设定 β̃ = 1。标记指示数值结果为 n = 2, . . . , 20，实线代表分析结果为 n = 2和

n → ∞。黑色虚线对应于
〈
∆x̃2

〉
/
〈
∆x̃2

〉
0
= 1。对于 n = 2和 4，

〈
∆x̃2

〉
单调增加，而

对于 n = 6, 10和 20，
〈
∆x̃2

〉
在 Λ较小的情况下减少，并在 Λ较大时增加。参见图 5以

查看小 Λ的数据放大视图。

δx ∈ [−0.05Λ, 0.05Λ]和 δR ∈ [−0.05, 0.05]。每次更新被接受的概率为min[1, e−β̃∆Φ]，其

中∆Φ表示由该更新引起的能量变化。在这项研究中，我们展示了N = 50的结果。使

用 N = 100进行的模拟也证实了结果与 N 无关。我们使用 107MC 步骤使系统达到平

衡，然后进行额外的 107步骤来计算 〈∆x̃2〉的热平均。

4.3. 结果

图 3总结了我们对各种 n值的数值结果。对于较小的 n（n = 2和 4），〈∆x̃2〉随 Λ单调

增加，表明量子波动增强了位置不确定性。相比之下，对于较大的 n(n = 6,10和 20)，

〈∆x̃2〉展现出非单调行为：它在较小的 Λ时减少，在较大的 Λ时增加。这些结果表明

量子波动可以减少小 Λ的位置不确定性。有趣的是，之前关于玻璃转变的研究中也报

道了类似的非单调行为 [12, 14]。

5. 半经典近似

我们采用半经典近似来获得对大 n和小 Λ的非单调行为的物理洞察。值得注意的是，

〈∆x̃2〉的减少发生在小 Λ时，这使我们能够通过分析半经典近似 [24, 15]中的主要修正

项的符号来确定 〈∆x̃2〉是否减少。
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5.1. 配分函数

我们首先将 x̃i分解为中心质量和涨落：

x̃i = R + ui, (21)

其中 R = N−1
∑N

i=1 x̃i表示中心质量，而 ui是围绕它的涨落。对于 Λ � 1，波动较小，

|ui| � 1，使得可以在 R周围进行 Ṽ (x̃i)的展开。划分函数然后变为：

Z ≈ lim
N→∞

(
N

2πΛ2

)N/2 ∫
dR

N∏
i=1

∫
duiδ

(
N−1

∑
i

ui

)
× e−

N
2Λ2

∑N
i=1(ui+1−ui)

2−β̃Ṽ (R)− β̃Ṽ ′′(R)
2N

∑
i u

2
i . (22)

在消去高斯涨落 ui后，划分函数减少到～[24, 28]

Z ∝
∫

dR exp
[
−β̃Ṽeff(R)

]
, (23)

其中有效势由以下给出

Ṽeff(R) = Ṽ (R) +
Λ2

24
Ṽ ′′(R). (24)

上述方程意味着质心的分布可以识别为被约束在有效势 Eq.（24）中的经典粒子，在半

经典近似水平上～[24, 28]。

5.2. 位置不确定性

位置不确定性可以写为

〈
∆x̃2

〉
=
〈
R2
〉
+ lim

N→∞

1

N

N∑
i=1

〈
u2
i

〉
. (25)

方程 (25)中的第一项被近似为

〈
R2
〉
≈
∫
dRe−β̃Ṽeff(R)R2∫
dRe−β̃Ṽeff(R)

≈
〈
R2
〉
0
− Λ2

24

[〈
Ṽ ′′(R)R2

〉
0
−
〈
Ṽ ′′(R)

〉
0

〈
R2
〉
0

]
, (26)

其中 〈•〉0 = 〈•〉|Λ=0 表示 Λ = 0的经典平衡平均值：

〈•〉0 =
∫
dRe−β̃Ṽ (R)•∫
dRe−β̃Ṽ (R)

. (27)
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图 4. 半经典近似的结果。(a) 领头阶量子修正的系数，C(n)。该系数对于 n = 2和 4

是正的（C(n) > 0），而对于 n > 4则是负的（C(n) < 0）。注意 C(n)是独立于归一化

温度 β̃ 的。(b) 位置不确定性
〈
∆x̃2

〉
作为 β̃ = 1关于 Λ的函数对于 n的不同值。对于

n = 2和 4，
〈
∆x̃2

〉
随着 Λ的增加而增加，表明量子波动增强了位置不确定性。相比之

下，对于 n > 4，
〈
∆x̃2

〉
随着 Λ的增加而减少，展示了量子波动对位置不确定性的抑制

作用。

由于
〈
Ṽ ′′(R)R2

〉
0
≥
〈
Ṽ ′′(R)

〉
0
〈R2〉0，方程 (26)中的 O(Λ2)阶项总是给出负的贡献，

从而减少了位置不确定性 〈∆x̃2〉。请注意，这一项仅出现在非线性势中，因为方程 (26)

中的 O(Λ2)阶项在谐振子势 Ṽ (R) = R2下消失。方程 (25) 中的第二项计算为 [24]

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

〈
u2
i

〉
≈ Λ2

12
, (28)

这给出了一个正贡献并增强了位置不确定性。由于公式 (26) 和 (28) 中的项之间的竞

争，最低阶贡献在 n的某个值时改变符号，这决定了 〈∆x̃2〉在 Λ较小的情况下是增加

还是减少。

对于势 Ṽ (x̃) = x̃n，我们得到〈
∆x̃2

〉
≈
〈
∆x̃2

〉
0
+

Λ2

24
C(n), (29)

其中 〈
∆x̃2

〉
0
= β̃−2/nΓ(3/n)

Γ(1/n)
, (30)

和

C(n) = 2−
(〈

Ṽ ′′(R)R2
〉
0
−
〈
Ṽ ′′(R)

〉
0

〈
R2
〉
0

)
,

= 2− n(n− 1)

(
Γ(1+n

n
)

Γ( 1
n
)

−
Γ( 3

n
)Γ(n−1

n
)

Γ( 1
n
)2

)
. (31)
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图 5. 数值模拟与半经典计算之间的比较对于 β̃ = 1。标记表示与图 3中相同的数值结
果，而实线表示半经典近似的成果。数值和理论结果在小 Λ时吻合良好，准确捕捉了〈
∆x̃2

〉
的初始趋势。然而，在大 Λ处结果出现偏差，此时高阶修正变得显著。

如图 4(a) 所示，系数 C(n)对于 n = 2和 4是正的，但对于 n > 4变为负的。对于

n = 2和 4，正贡献随 Λ增加 〈∆x̃2〉，表明量子涨落增强了位置的不确定性，如图 4(b)

所示。相比之下，对于 n > 4，量子涨落抑制了在小 Λ处的位置不确定性，如图 4(b)所

示。请注意，对于当前模型，这一趋势与温度无关，因为 C(n)不显式涉及 β̃。然而，对

于更一般的势形，主导阶修正项的符号可能取决于 β̃，从而引入了可能的温度依赖性。

在图 5中，我们比较了半经典结果，公式 (29)，与数值结果。半经典近似对于小 Λ

的情况与数值结果吻合良好，特别是在捕捉 〈∆x̃2〉初始增减方面。然而，对于大 Λ的

情况，高阶修正变得显著，使得半经典近似失效。值得注意的是，半经典计算未能再

现对 n > 4观察到的 〈∆x̃2〉非单调行为。这是意料之中的，因为半经典近似仅考虑了

O(Λ2)项，这只能描述 〈∆x̃2〉的单调增或减。需要更高阶的修正来完全解释非单调行

为，这部分工作留待未来完成。

6. 总结与讨论

总之，我们研究了量子涨落在非线性势场 V (x) = kxn 中约束粒子的位置不确定性

〈∆x2〉的影响。我们的结果表明，对于足够强的非线性势场和较小的德布罗意波长 Λ，

量子涨落会抑制 〈∆x2〉。对于较大的 Λ，隧道效应占主导地位，导致 〈∆x2〉增加，并使

得 〈∆x2〉对 Λ的依赖性呈现非单调变化。

我们在单粒子模型中观察到的现象也可能与多体量子系统相关。例如，之前的研
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究所报告的量子涨落增强了小 Λ的结晶 [6, 7, 8, 9, 10, 11]和玻璃化 [12, 13, 14, 15, 16,

17, 18, 19]。这些观测的一个直观解释是量子涨落有效地增加了粒子半径，从而减少了

自由体积 [12, 13]。这种机制类似于我们在模型中观察到的行为，在该行为中量子涨落

对于足够强的非线性势和小 Λ，降低了 〈∆x2〉，表明粒子在更狭窄区域内被更强地限

制，相应地减少了自由体积 ‡。此外，在图 3中观察到的 〈∆x2〉的非单调 Λ依赖关系，

与以往研究 [12]中报道的玻璃转变点非单调行为相似。这些相似性表明，我们的模型

可能为理解玻璃转变研究中观测到的非单调行为提供了一个最小框架 [12, 13]。然而值

得注意的是，本研究关注单粒子系统，而玻璃转变涉及多体相互作用。需要进一步研

究以建立这些问题之间的更直接关联。

在硬壁极限（n → ∞）下，〈∆x2〉随 Λ的增加单调递减。这种行为与模式耦合理

论（MCT），一种玻璃转变的动力学平均场理论 [31, 32, 33]，的预测形成对比，该理论

表明，即使对于硬球势 [12, 14]，玻璃转变点对 Λ的依赖性是非单调的。最近，量子硬

球在高空间维度限制下的精确计算已经使用复制液体理论（RLT）完成 [19] ，这是一

种关于玻璃转变的静态平均场理论 [34, 35, 36, 37, 38, 39] 。RLT预测随着 Λ增加，玻

璃转变点单调下降，这在定性上与我们在硬壁限制下的发现一致。此外，关于量子硬

球结晶的研究一致报告说，转变点随 Λ增加而单调下降 [6, 7, 8, 9, 10]。这种一致性使

我们推测 MCT预测的量子硬球非单调行为可能是近似的一个结果。进一步研究将有

助于阐明这一点。
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