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摘要 双括号量子虚时演化（DB-QITE）是一种量子算法，它在能量代价
函数的黎曼最速下降方向上连贯地执行步骤。DB-QITE源于 Brockett的
双括号流，在该流中梯度消失的地方存在鞍点。在这项工作中，我们进行
了 DB-QITE 的数值模拟，并描述了通过这些鞍点附近区域过渡的特征。
我们使用在 Qrisp中编程的量子编译提供了明确的门计数分析。
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1 介绍

量子计算在材料科学 [1]或化学 [17]中的应用可以通过逼近虚时间演化
（ITE）来实现，对于输入的量子态 |Ψ0〉、持续时间 τ 和哈密顿量 Ĥ 定义为

|Ψ(τ)〉 = e−τĤ |Ψ0〉
‖e−τĤ |Ψ0〉‖

. (1)

对于 τ → ∞ITE接近于 Ĥ 的基态 |λ0〉，前提是 〈Ψ0|λ0〉 6= 0 [7]。参见参考
文献 [10]以获取关于 τ 中收敛速率的界限。

最近，[10]提出了一种名为 DB-QITE的量子算法，该算法基于 ITE是
一种双括号流 [10]的事实。这种分析方法避开了由于测量误差 [11,18,20]或
后选择 [15]而导致的先前方法的局限性。具体来说，通过对公式 (1)求导并
考虑密度矩阵 Ψ(τ) = |Ψ(τ)〉 〈Ψ(τ)|，我们得到

∂Ψ(τ)

∂τ
=

[
[Ψ(τ), Ĥ],Ψ(τ)

]
. (2)

https://arxiv.org/pdf/arxiv:2504.01065v1


2 R. Zander et al.

这个矩阵值常微分方程是已广泛研究的 Brockett 的双括号流（DBF）的一
个实例 [13]。众所周知，ITE 是一个梯度流 [12]，这可以视为 Brockett 的
DBFs 也是梯度流这一事实的推论 [3,6,14,19,22,23,25]，关于这一点，请参
见深入专著 [13]。接下来，我们将介绍黎曼几何的基本概念，并确定那些能
够让我们评估几何对 DB-QITE 量子算法运行影响的数量。然后我们将通过
数值模拟明确地计算它们。

2 黎曼梯度在 ITE中的作用

我们现在讨论方程 (2)中的 ITE 动力学如何通过黎曼流形上的梯度下
降来最小化能量。首先，让我们精确地定义手头的具体流形概念。参考文
献 [13]，我们考虑伴随酉流形M(A) = {UAU † s.t. U−1 = U †}，它是通过一
个幺正算子 U 演化出的厄米算符 A的所有矩阵集合。换句话说，M(A)作
为从幺正矩阵流形 U(d) = {U ∈ Cd×d s.t. U−1 = U †}映射出来的结果出现。
其他关于量子计算的工作考虑了 U(d)作为基底流形 [26]，但类似的梯度算
子出现，并且黎曼梯度的形式可以转移到 ITE DBF上。
接下来，我们定义一个损失函数，它将M(A)中的点映射到非负数。具

体来说，设B为一个 Hermitian 矩阵，我们将把它称为目标矩阵。对于任何
形式为 P = UAU †的 P ∈ M(A)，我们定义损失函数

LB(P ) = −1

2
‖P −B‖2HS . (3)

然后，在 P 处评估的黎曼梯度由 [13, 26]给出

gradPLB(P ) = −[[P,B], P ] . (4)

随后，我们将M(A)上的梯度流定义为从 A(0) = A在 t = 0开始延伸的点
的一个平滑曲线 A(t)，使得 A(t)是梯度流方程的唯一解

∂A(t)/∂t = −gradA(t)LB(A(t)) = [[A(t), B], A(t)] , (5)

这是 Brockett 的 DBF 方程。
通过希尔伯特-施密特范数的幺正不变性我们有 [13]

∂τL(τ) = −‖[A(τ), B]‖2HS . (6)

这将成本函数沿最速下降方向的动力学与梯度算子的括号大小联系起来。对
于 ITE，我们设置A = |Ψ0〉 〈Ψ0|和B = Ĥ 使得A(τ) = |Ψ(τ)〉 〈Ψ(τ)|，并且
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成本函数由 LĤ(Ψ(τ)) = − 1
2
‖Ψ(τ)− Ĥ‖2HS 给出。通过简单的代数运算，我

们将其简化为

LĤ(Ψ(τ)) = E(τ)− 1

2
(1 + ‖Ĥ‖2HS) . (7)

只有 ITE能量 E(τ) = 〈Ψ(τ)|Ĥ|Ψ(τ)〉起作用，第二项对优化无关紧要。我
们注意到，虽然单独来看，ITE和 Brockett的 DBF都受到了广泛关注，但
据我们所知，在参考文献 [10]中建立的这一联系并不广为人知。
使用莱布尼茨法则和方程 (2)，我们发现能量变化为 [10]

∂τE(τ) = −2V (τ) , (8)

其中 V (τ) = 〈Ψ(τ)|(Ĥ−E(τ))2|Ψ(τ)〉被称为能量波动。这一关系表明，状态
中的更高能量波动会导致能量更快下降。我们有 V (0) = 0对于任意的本征
态 Ĥ，这些是 |Ψ0〉的选择，其中 E(τ)不会减少。参见 [13]解释了 Brockett
的 DBF 的线性稳定性分析，并证明了除非我们有 |Ψ0〉 = |λ0〉，否则这些平
衡点是不稳定的鞍点。

3 DB-QITE 量子算法

DB-QITE 是在双括号量子算法框架下使用可实现于量子计算机上的幺
正操作对 ITE 数据库进行近似而制定的 [9]。具体来说，使用方程 (2)我们
得到

|Ψ(τ)〉 = eτ [|Ψ0〉〈Ψ0|,Ĥ] |Ψ0〉+O(τ2) (9)

并且这个幺正算子可以用群换位子（GC）公式近似表示

Gs(Â, B̂) = ei
√
sÂei

√
sB̂e−i

√
sÂe−i

√
sB̂ = e−s[Â,B̂] +O(s3/2) . (10)

参考文献 [10]指出，群换位子中的最后一个幺正算子有一个平凡作用 e−i
√
s|Ψ0〉〈Ψ0| |Ψ0〉 =

ei
√
s |Ψ0〉这导致了定义

|ωk+1〉 = ei
√
skĤei

√
skωke−i

√
skĤ |ωk〉 . (11)

最后，令Uk表示从一个平凡的参考态 |0〉制备 |ωk〉的电路，即 |ωk〉 := Uk|0〉。
我们现在可以利用幺正性来简化 ei

√
sωk = Uke

i
√
sk|0〉〈0|U †

k 并获得 DB-QITE
电路合成的递推公式：

Uk+1 = ei
√
skĤUke

i
√
sk|0〉〈0|U †

ke
−i

√
skĤUk . (12)
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这里，U0 可以是任何幺正矩阵，使得 |ω0〉 := U0 |0〉能够给出输入哈密顿量
Ĥ 的基态 |λ0〉的有效近似。然而，必须谨慎选择 U0，因为 DB-QITE 的后
续步骤将继续隐式地依赖于 U0。切线空间的解释表明，对等式 (9)的更好近
似可能是有利的。
同样如 Ref. [21]，我们考虑更高阶乘法公式（HOPF）与 φ =

√
5−1
2

eiφ
√
sÂeiφ

√
sB̂e−i

√
sÂe−i(1+φ)

√
sB̂ei(1−φ)

√
sÂei

√
sB̂ = e−s[Â,B̂] +O(s2) , (13)

相比 GC，它更准确但使用更多操作。这导致了 DB-QITE的轻微推广

Uk+1 = eiφ
√
skĤeiφ

√
skωke−i

√
skĤe−i(1+φ)

√
skωkei(1−φ)

√
skĤUk . (14)

Ref. [10] 证明了 Eq. (12) 导致了一个类似于 Eq. (8) 的关系，即能量
Ek := 〈ωk| Ĥ |ωk〉和方差 Vk := 〈ωk| Ĥ2 |ωk〉 − E2

k 之间的关系由

Ek+1 ≤ Ek − 2skVk +O(s2k) . (15)

给出。这是底层黎曼几何的直接结果，我们将在下面评估这些量。

3.1 量子编译用于DB-QITE

编译 DB-QITE算法需要多种算法原语，其适当协调从软件工程的角度
来看具有挑战性。为了有效促进实现并模块化维护、调试和优化编译的每个
组件，我们使用了Qrisp编程框架 [24]。特别是，Qrisp提供了一个自动内存
管理系统，这使得几个模块可以在不纠缠代码的情况下交换辅助量子比特，
从而便于对相对较大的系统进行 DB-QITE模拟。Qrisp的另一个优点是整
个 DB-QITE实现由图 1中的代码给出。

from q r i s p import ∗

def QITE( qarg ,U_0, exp_H , s , k ) :

def conjugator ( qarg ) :
with i n v e r t ( ) :

QITE( qarg ,U_0, exp_H , s , k−1)

def r e f l e c t i o n ( qarg , t ) :
with conjugate ( conjugator ) ( qarg ) :

mcp( t , qarg , c t r l _ s t a t e =0)

i f k==0:
U_0( qarg )

else :
s_ = s [ k −1]∗∗0.5
QITE( qarg , U_0, exp_H , s , k−1)
with conjugate (exp_H ) ( qarg , s_ ) :

r e f l e c t i o n ( qarg , s_ )

图 1. DB-QITE 的 Qrisp 实现。qarg是被
操作的量子变量，U_0是一个状态准备函数，
exp_H是一个模拟所讨论哈密顿量的函数。s

是指示时间表的数组，k是递归深度。

与陈述进入所谓的量子环境，它
们代表高阶量子函数 [24]。我们现在
将讨论在 Qrisp 中本机可用的编译
原语。特别是，DB-QITE幺正 (12)
涉及两种类型的运算，我们需要使
用 Clifford + T + RZ 来表达每一
种。第一种类型的操作是哈密顿演
化 ei

√
skĤ，可以通过 Trotter-Suzuki

分解 [5]实现。在第 4节中考虑的哈
密顿量是两体的，因此每个项都可
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以用两个 CNOT门、两个 RZ门和
一些单量子比特 Clifford 变换来模
拟基变化 [27]。为了优化深度，我
们将这些项分类为层。属于同一层
的项不会作用在同一个量子比特上，
因此可以并行执行。这种分类是通
过启发式图着色算法 [16]实现的。
第二类操作在等式 (12)中是反射门 ei

√
sk|0〉〈0|，这些实际上是单量子比

特相位门，受其余量子比特控制。Qrisp 原生提供了一种基于参考 [2]的这
些门的编译方法：我们将涉及的量子比特的“控制”状态计算到一个新分配
的量子比特中，如果所有控制量子比特与给定的控制态一致，则将其设置为
|1〉，在这种情况下是 |0〉。随后，我们在辅助量子比特上执行单个相位门操
作，在最后进行辅助量子比特的反计算。对于辅助量子比特的（反）计算，
我们修改了参考 [2]中给出的方法以使用 Gidney 的逻辑与 [8]来计算中间
结果。
整个程序具有在短期和长期都有效的良好扩展性：该程序需要 3 3.5n−4

个纠缠门（当前这比较有挑战性）并且仅执行单个相位门（在大多数量子纠
错码中成本很高）。当不进行中途线路测量编译时，如实验中所做的那样，该
程序仍然具有 6n − 6个纠缠门的良好扩展性。虽然 Ref. [10]证明了保真度
与 DB-QITE 步骤数量 k的指数收敛，方程 (12)显示电路深度（即对哈密顿
量模拟或反射的查询次数）也按 k指数增长。接下来，我们将使用 Qrisp 模
拟来澄清这种权衡。

4 DB-QITE 的数值示例

由于 DB-QITE电路规模呈指数级扩展，只有少数递归步骤在实际中是
可行的。为了探索在这种约束下所能达到的基态近似质量，我们在 Qrisp编
程框架中实现了一个完全可编译版本的 DB-QITE，将严谨的数学理论与应
用驱动的量子模拟结合起来。
让我们考虑将 DB-QITE 应用于横向磁场海森堡模型

Ĥ = J
L∑

i=1

(XiXi+1 + YiYi+1 + ZiZi+1) +B
L∑

i=1

Zi (16)

3 经典的控制 Z门被触发 50%次，并增加了 0.5n的运行时间。
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图 2. DB-QITE 对于 10量子比特的海森堡模型。a) 当 B = 0.5，则 |Singlet〉具有大的
基态重叠 F0(0) = 0.68 并且与第一激发态 F1(0) = 0 没有重叠，类似地，|VQE〉 具有
F0(0) = 0.88和 F1(0) = 0。DB-QITE 快速收敛到基态。b) 对于B = 1基态和第一激发
态互换角色然后 F0(0) = 0，F1(0) = 0.68对于 |Singlet〉和 F0(0) = 0，F1(0) = 0.88对
于 |VQE〉和 DB-QITE 收敛到 |λ1〉。c) 门的计数 {U3,CX}及面板 a) 的电路深度，当
使用 GC 和 HOPF 公式时对于 |Singlet〉。d)GC 和 HOPF 导致相似的保真度收敛。



黎曼几何在双括号量子虚时演化中的作用 7

其中 L是量子比特的数量，B 被解释为磁场强度。对于数值模拟，我们设
置 L = 10、J = 1和 B ∈ {0.5, 1}。哈密顿量模拟，即幺正 eiτH，是通过
二阶泰勒公式用 2 步实现的。在每个 DB-QITE步骤中，我们使用一个 20
点网格搜索来找到产生最佳能量增益的 sk。此外，方程 (10)具有近似不变
性 Gαβs(Â/α, B̂/β) = e−s[Â,B̂] +O(s3/2)，但通过 α, β 重新缩放可以影响在
O(s3/2) [9]中的逼近常数。我们实证发现，通过启发式设定 α = 10, β = 1，
能够找到 sk，这提供了更好的基态近似值。

4.1 比较 DB-QITE 与 GC 和 HOPF

图 2比较了 DB-QITE与 GC和 HOPF在能量下降、能量波动、门计数
和基态保真度方面的性能。初始状态是通过 i)单重态的张量积 |Singlet〉 =

2−L/4(|10〉−|01〉)⊗L/2构建连续量子比特，并且二)使用一个包含一层问题特
定近似的VQE预热启动 [4]。我们可以得出的结论是，尽管HOPF和GC具
有相似的轨迹并且都能达到相同的保真度水平（收敛到基态在 a)和第一激
发态在 b)），但 HOPF需要显著更多的门。因此，在一般情况下虽然 HOPF
可能有助于更好的梯度近似，但在这种情况下不需要它，简单的 GC公式就
足够了。

4.2 预处理瓶颈

图 3的上部面板说明了本征态作为 ITE DBF 鞍点所起的作用。当初始
状态非常接近本征态 |Ψ0〉 ≈ |λk〉 时，可能会出现阻碍达到基态 |λ0〉 的情
况。然而，我们发现，对于远离本征态 |λk〉的初始化，有可能通过本征态
附近过渡。具体来说，我们考虑方程 (16) 的本征态，并且对于 k = 1, 2, 4

设定为 |Ψ(k)
0 〉 = (|λ10〉 + 1

2
|λk〉 +

√
F0|λ0〉)/

√
1.25 + F0 与 F0 = 10−6。第 k

个本征态对初始向量有贡献，但并不占主导地位，也就是说对于 τ = 0，我
们有 |Ψ(k)

0 〉 ≈ 0.9|λ10〉 + 0.45|λk〉和初始能量 E(0) ≈ (λ10 +
1
4
λk)/1.25。在

ITE 下，两个分量都呈指数级抑制，但对于手头的能量尺度，我们发现经
过公式 (1)中的归一化后，|λ10〉的贡献几乎可以忽略不计，即对于 τ ≈ 2，
ITE 状态 |Ψ(k)(τ)〉 ≈ |λk〉几乎是一个本征态，这一点通过方差评估得到了
证明。随着 τ 增加，这一波函数成分最终被抑制得比基态成分更快，我们发
现 |Ψ(k)(τ → ∞)〉 → |λ0〉。然而，对于 k = 1，我们看到离开鞍点附近可能
需要一个不切实际的长时间。请注意，这些平台来源于初始状态，它们不指
数级接近单个本征态。
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图 3的下部展示了与上述相同初始化的 DB-QITE结果，但我们注意到，
在实际量子计算中，准备这样的状态可能和准备基态一样困难，如果不是更
难的话。也就是说，我们首先基于一个可以通过几乎简单的电路来制备的
“固定”VQE初始化发现了 |Ψ(k)

0 〉展现的现象。如预期的那样，DB-QITE迅
速抑制了高能量成分，但与精确 ITE 不同，在步数为 k ≤ 5的现实情况下，
它无法达到真正的最小值。这种差异可以通过方程 (15)中提到的波动-制冷
关系来解释，该关系表明每一步的能量减少率与状态的能量方差成正比，而
设计上 |Ψ(k)

0 〉的能量方差较小。在离散设置中，初始状态中的低方差要大得
多地阻碍进展。

5 讨论与展望

我们的工作展示了一种系统的方法来构建用于虚时间演化的量子电路，
而无需依赖启发式变分策略。通过利用 DBF 和 ITE 之间的关系，我们探
讨了 DB-QITE——一种迭代交替正向和反向演化并带有反射操作的量子算
法。我们的分析证实，DB-QITE保留了 ITE的能力，即通过黎曼流形上的
梯度下降来准备基态，并且冷却速率与能量波动成正比，这在几何上可以解
释为梯度流的速度。此外，我们还识别出特定情况下 DB-QITE可能无法收
敛到基态，这有助于我们理解如何设计初始化以避免瓶颈。使用 Qrisp编程
框架，我们提供了带有明确门计数的 DB-QITE数值示例。

展望未来，我们计划探索 DB-QITE在嘈杂的中等规模量子（NISQ）硬
件上的性能，并研究真实设备噪声如何影响向准确基态解的收敛。另一个自
然的扩展包括优化电路设计和参数化策略以更有效地处理更大的系统规模。
最后，将 DB-QITE与错误缓解或经典后处理技术结合可能会进一步提高其
性能，为复杂多体系统的实际量子模拟铺平道路。
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图 3. ITE(a,b)和 DB-QITE(c,d)用于具有 J = 1, B = 0.5的 10 量比特海森堡模型，起
始状态为 |Ψ(j)

0 〉，具有 j = 1, 2, 4，这些状态偏向于从一个高能量状态（大约为 |λ10〉）通
过较低本征态 |λj〉的附近过渡，最终达到基态。|λj〉 可以解释为 ITE的鞍点，因为能量
下降几乎完全停滞。a)ITE能量下降分为三个阶段。当 τ 较小时，能量 E(τ)（蓝色阴影
代表 j = 1, 2, 4）迅速下降。随着 τ 增加，能量波动 V (τ)（j = 2为绿色）下降到 0，我
们达到鞍点 λj。b) ITE能量变得停滞，直到 |Ψ(j)(τ)〉与基态 |λ0〉获得大约 50%的保真
度。然而，当能隙太小，比如在 |Ψ(1)(0)〉的情况下，离开鞍点附近需要花费很长时间才
能达到基态。c) 能量期望值 Ek（j = 1, 2, 4的蓝色阴影）相对于累积 QITE 持续时间的
不同初始状态和能量波动 Vk 对于 |Ψ(2)(τ)〉（绿色）。限制电路深度到当前量子硬件的能
力范围内，我们只能探索高能态消退的第一个区域，在达到底层鞍点的瓶颈之前。能量
波动 Vk 的幅度与 ITE 第一个峰值的能量波动相当。d) 对 |λj〉的保真度，即 DB-QITE
正接近瓶颈阶段。
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