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系统状态的复位在物理学、工程学、计算机科学以及许多其他领域中扮演着基础性的角色。在这里，
我们专注于一种最初在自动机理论中提出的方法。自动机的状态根据一组规则演变。这些规则构成一
个字母表，人们可以依次应用这些规则。这样的一系列规则被称为词。一些特定的词，即同步词，能
够使系统无论其初始配置如何都演变成预定状态。这个过程本质上是不可逆的，在表面上似乎与量子
力学中的幺正性相矛盾。幺正演化保留信息，因此禁止这种经典意义上的复位到预定状态。在这项工
作中，我们通过引入辅助量子比特来编码自动机字母表的规则，提出了基于量子同步词的新复位协议。
进一步地，我们提出了一种实现该协议的量子电路，并且可以在量子计算机上实施。此外，我们建立
了这种方法与 Kraus通道之间的联系，表明可以无需明确参考辅助量子比特的状态就能实现量子同步
词。我们的结果将经典和量子同步词的概念结合起来，揭示了量子信息处理与非幺正动力学之间的相
互作用。

介绍

同步是一个广泛的概念，出现在科学的各个领域。在
物理学中，它通常被认为是一种现象，在这种现象中，两
个或更多的振荡器趋向于相同的频率和相位。然而，在计
算机科学中，特别是在自动机理论中，同步是将自动机带
到预定状态的过程，无论其初始状态如何 [1, 2]。尽管表
面上有所不同，这两种同步概念有一个重要的共同特征：
它是一个压缩系统允许状态空间的过程。

为了说明自动机同步，考虑一个具有独特锁定机制的
高度安全的银行保险箱。只有输入正确的数字代码，从 0

到 9，保险箱才会解锁。然而，输入错误的数字会导致其
内容不可逆转地被破坏。保险箱通过三个按钮操作：a、b
和“Enter”。内部系统从一个未知的初始状态开始，即某
个预定的数字，并且按下 a或 b会对该状态应用确定性的
变换。尽管 a和 b的功能是公开已知的，但由于缺乏对初
始状态的知识，确定达到正确代码所需的精确操作序列极
为困难。因此，即使变换和最终密码都是公开的，不触发
破坏而打开保险箱仍然是一项艰巨的挑战。

这个问题强调了同步协议的重要性——一个由 a和 b

构成的算法序列，确保收敛到唯一的最终状态，无论初始
条件如何。这类序列被称为同步字 [1–5]，在自动机理论
中占据核心地位，并在控制理论、编码和符号动力学中有
广泛的应用。一个设计良好的同步协议将允许保险箱可靠
地被打开，绕过初始状态的不确定性。

在本文中，我们将同步单词的概念扩展到量子系统。
一个自然的初步方法是将经典同步方案翻译成幺正量子

动力学的语言。然而，一个基本挑战出现了：为了实现同
步，必须存在将多个初始状态映射到同一最终状态的操
作。这一要求与幺正演化的可逆性相冲突，使得直接翻译
成为不可能。

为了克服这一限制，我们提出了一种通过引入辅助子
系统来实现量子自动机复位的方法。我们展示了如何在量
子计算机上对任意数量的状态实施这种方法。此外，我们
探索了一个基于噪声Kraus通道的替代框架，该框架能够
在不明确提及额外子系统的状态的情况下实现复位。这一
方法自然地扩展了我们之前提出的概念 [6]，并为开发有
效且通用的量子计算工具奠定了坚实的基础。

经典自动机理论中的同步单词

一个确定有限自动机（DFA）被正式定义为一个 5元
组 (Q,Σ, δ, F, q0)，其中 Q 表示可能状态的非空集合，Σ

表示输入字母表，δ : Q×Σ→ Q是控制系统动态的转移
函数，F ⊆ Q是接受状态集，而 q0 ∈ Q是初始状态 [7]。
整个字母表Σ上的语言表示为Σ∗。DFA可以被表示为有
向图的集合，其中每个图对应于函数 δa : Q→ Q的操作，
该函数定义为 δa(q) = δ(q, a)对于特定符号 a ∈ Σ和任何
q ∈ Q。给定一个转换函数 δ和一个输入词（来自 Σ的符
号序列），可以确定DFA的结果状态。一个词 w̄ ∈ Σ∗，无
论初始状态如何，都能将自动机驱动到同一最终状态，则
称为同步词。已经开发了几种算法来识别给定 DFA[1–5]
的同步词。

对于仅由循环组成的 DFA，同步词不存在，因为同
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步/重置需要存在收缩点，即多个边汇聚的节点。这一特
性对于动力学的不可逆性至关重要。因此，我们将分析集
中在带有附加连接到主循环的节点的修改后的循环上。一
个基本案例涉及两个状态和两个输入符号的DFA，如图 1
所示。

0 1

a

a

b

b

图 1: 简单的DFA示例由Q = {0, 1}和 Σ = {a, b}组成。对于
每个初始位置的情况，由单个字母组成的单词是同步词。

此基本模型可以通过在外部回路中加入额外的节点
进行推广。我们将符号 a 对应的图作为参考，其中节点
按升序标记。符号 b的图可以通过对参考图应用置换 π得
到。这两个图如图 2所示。为了简化分析，我们假设 π0 = 1

和 π1 = 0。为了简单起见，我们将排列中 π0 = 1，π1 = 0

和 πk = k对于 k ≥ 2定义为一个置换 π = (1, 0)。在这种
基本情况下，其中 π = (1, 0)，最短的同步词 w̄表示为：

w̄ ≡ a(n−1)mod 2(ab)b(n−1)/2c (1)

其中 n 是节点的数量。我们采用从右到左读取单词的习
惯，与量子操作的标准顺序保持一致。这种方法确保了与
管理量子变换的数学形式主义的一致性。这个同步词总是
将 DFA导向状态 1。反之，交换 a和 b可以得到一个终
止于状态 0的同步词。值得注意的是，在这个示例中，同
步词的长度恰好是 n− 1。

统一协议用于同步单词

众多技术已被引入用于实现量子元胞自动机 [8–13]。
在本文中，我们提出了一种新的量化方法，该方法保持了
与同步词概念的最大兼容性。

有向图上的演化由于存在收缩而难以量化。然而，这
一限制可以通过添加辅助控制系统来克服。我们提出了一
种形式主义，在这种形式主义中，DFA的状态由希尔伯特
空间Hs中的向量描述。字母表中的单个字母被编码为量
子比特空间中的向量。因此，一个 k 字母单词及其对应
节点的总状态通过属于张量积空间的一个向量进行编码。
H⊗k

2 ⊗Hs

在我们的模型中，任意给定的时间步长内，系统仅与
特定的量子比特 j相互作用。这种相互作用由一个幺正算
子 Uj 描述，该幺正算子根据方程 2中写的置换规则定义。
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图 2: 与字母 a（上部）和字母 b（下部）对应的图，适用于所
考虑系统的通用情况。

|a〉j |0〉 ← |b〉j |πn−1〉
↓ ↑

|a〉j |1〉 . . .

↓ ↑
|a〉j |2〉 |b〉j |π2〉
↓ ↑
. . . |b〉j |0〉
↓ ↑

|a〉j |n− 1〉 → |b〉j |1〉

(2)

对于前一节讨论的特定情况，其中 π = (0, 1)，从图态的
任意叠加开始，可以通过应用等式 2中定义的幺正操作序
列来确定系统的最终状态。n = 4节点的变换如下进行：

U3U2U1|a〉3|b〉2|a〉1 ⊗ (α|0〉+ β|1〉+ γ|2〉+ δ|3〉) =

= (α|aba〉+ β|bba〉+ γ|aaa〉+ δ|abb〉)⊗ |1〉
(3)

同步量子电路

让我们考虑具有 n个节点的图，其中 n是 2的幂。对
于实际的量子实现，我们将节点编码为多个量子位的状态
{g1, . . . , gm}，其中需要m = log2 n个量子位来表示 n个
节点。此外，我们引入控制量子比特 {qj}n−1

j=0，每一步 j
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都涉及图量子比特与仅一个控制量子比特 qj 之间的相互
作用。整个门实现由等式 2定义的操作符 Uj。为了表示方
便，我们将 |a〉与量子比特的状态 |0〉以及 |b〉与 |1〉对应
起来。

提出的量子电路，如图 3所示，由以下三个主要组件
组成。

1. 基变换算子 T 此算子将输入向量变换到一个基中，
在该基中演化表现为在一个由位置空间和辅助量子
比特空间组成的 2m维空间上的简单平移。它需要
条件操作，该操作将按顺序数字索引的节点映射到
根据置换映射 π重新索引的节点，当控制量子比特
处于状态 |1〉时，字母 b。此实现可以通过应用以下
内容来实现：

T = |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ Tg (4)

其中：

Tg =

m∑
i=1

|πi〉〈i| (5)

在图 4中，我们展示了最简单情况下 π = (1, 0) 的
T 门。

2. 移位算子 S 此算子实现了循环索引递增，这对于
根据公式 2中的规则保持正确的演化动力学至关重
要。

S =

2m∑
i=1

|(i+ 1) mod 2m〉〈i| (6)

3. 逆变换 T † 该算子旋转回计算基，在此基中某个节
点的二进制表示与原始设置相符。

qj •

S

•

g1

Tg T †
g

. . .

gm

图 3: 与仅涉及一个辅助量子比特交互的动态过程一步相对应
的电路。

上述每个门都可以通过选定状态之间的交换操作序
列构建。这种方法是有效的，因为任何置换都可以分解为

qj •
g1

. . .

gm

图 4: 总 T 门用于 π = (1, 0)的情况。

2-循环（换位）的乘积。例如，在 π = (1, 0) 采用多控
CNOT 门的形式，如图 4所示的情况下，操作符为 T。
相同的 方法学 可以 应用于 推导 移位 算子 的 分

解。很容易 证明 移位 置换 可以 表达 为 下列 形式 的 2-
圈 的 乘积：

(2m− 1, 0, . . . , 2m− 2) =

= (2m− 1, 0)(2m− 1, 1) . . . (2m− 1, 2m− 2)
(7)

x • • • • • • •

b1 • • • • • •

b2 • • • •

. . . • •

bs

y • • • • • • •

图 5: 状态之间的一般交换 k 和 2m，其中 b1, . . . , bs 表示二进
制表示中值为 0的位，而 k和 x, y表示所有值为 1的位。为了
更简洁地反映底层结构，这个电路中的量子比特顺序已经进行
了更改。

因此，应将最高值状态 2m−1和某个数 k之间的置换
序列应用在特定步骤中选择的。接下来，可以利用 2m−1

的二进制表示是一个长度为 log2(2m) 的简单的一系列 1
的事实。利用这个事实，每个置换应按照以下步骤构建：
如果 b1, . . . , bs表示状态 k的二进制表示中为 0的位置（与
2m−1的二进制表示不同），并且 x, y表示在 k和 2m−1

中取相同值的位置，则应应用从一系列置换后跟反向操作
序列构建的一般交换门。因此，只有状态 |k〉和 |2m− 1〉
受此操作影响，其结果是 |k〉 被赋值给 |2m− 1〉 和反之
亦然。
整个电路应分别应用于每个控制量子比特。假设量子

比特 {qj}根据同步词的字母进行了初始化，那么无论它
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们的初始状态配置如何，在图量子比特 {g1, . . . , gm}上将
获得一个同步状态。有关在量子计算机上的可能实现的详
细信息，请参见附录 A。

量子行走解释

对于从节点 2 到 n − 1 的完全反转置换（即 π =

(1, 0)(n − 1, . . . , 2)），我们可以将复位电路解释为具有修
改后的步进算子的量子随机行走。这种视角为理解复位过
程背后的量子动力学提供了有价值的见解。

步算子 S 定义如下：

S|a〉|x〉 = |a〉|x+ 1〉, for x 6= n− 1,

S|a〉|n− 1〉 = |b〉|1〉,
S|b〉|x〉 = |b〉|x− 1〉, for x 6= 0, x 6= 2

S|b〉|0〉 = |b〉|n− 1〉
S|b〉|2〉 = |a〉|0〉

(8)

在这些转换规则下，系统中的每个初始状态 |ψ0〉，用
辅助硬币状态准备：

|Ψ0〉 = |a〉|ab〉⊗(n−3) ⊗ |ψ0〉 (9)

将会被驱动到状态 |1〉，经过应用于每个辅助量子位的一
系列步骤。此外，这种表示建立了量子自动机理论与已深
入研究的量子漫步领域之间的直接联系，可能允许一个领
域的技术应用到另一个领域的问题 [14–17]。该重置协议
的有效性取决于状态空间的维度，需要O(n)操作来实现
完全重置。
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图 6: 左边：在位置域中，定义于方程 8的重置步算子和值为
θ = π

11
的概率分布随时间的变化。右边：作为硬币算子参数 θ

函数的最终状态 ρf 的保真度，在演化之后。初始状态被选择为
位置状态的等权重叠加。

在图 6中，我们展示了具有重置步操作符的量子行走
的模拟。系统的总演化由以下乘积给出：

U = SCθ (10)

其中Cθ = exp (−iσyθ)是标准的量子行走硬币操作符。从
最初非局域状态开始的重置成功率强烈依赖于 θ的值。然
而，在参数值的小范围内，即在 0和 π/32之间，该协议对
扰动具有鲁棒性，并且最终状态仍然是期望状态的良好近
似。〈1|ρf |1〉的函数关系相对于位置空间的维度表现出不
变性。这种独立性源于一个基本洞察：量子粒子的动力学
仅在收缩实现的节点处受到硬币投掷的显著扰动。因此，
图的整体范围对于这一特定量子现象是无关紧要的。

使用嘈杂的信道进行重置

重置协议可以通过噪声量子信道的形式化表达 [18]
进行推广，而不需要明确引用控制系统的状态。我们定义
一个由角度 ϕ参数化的通用旋转操作：

R
[k]
ij (ϕ) =

∑
p 6=i,j,k |p〉〈p|+ cosϕ|i〉〈i|+

− sinϕ|i〉〈j|+ sinϕ|j〉〈i|+ cosϕ|j〉〈j|
(11)

该算子不是一个有效的量子操作，因为它不包括由 k索引
的状态，因此应该总是与第二个操作一起完成，后者规定
了如何处理状态 |k〉。特别是当 ϕ = π/2，算子R

[k]
ij (ϕ)实

现一个 NOT 门，并在状态 |i〉 和 |j〉 之间伴随相位变化
π。再一次，将使用置换分解为对换的乘积来获得完整的
Kraus 通道。我们定义两个算子：

A1(ϕA) = R
[0]
12(ϕA)R

[0]
23(ϕA) . . . R

[0]
n−2,n−1(ϕA) (12)

B1(ϕB) = R
[1]
02(ϕB)R

[1]
23(ϕB) . . . R

[1]
n−2,n−1(ϕB) (13)

这两个操作对应于图 2中的大循环。为了模仿噪声信道的
结构，还应包括两个额外的操作：

A2 = |1〉〈0| B2 = |0〉〈1| (14)

最后，每个 Kraus通道对密度矩阵的影响由以下给出：

A(ρ) = A1ρA
†
1 +A2ρA

†
2 (15)

B(ρ) = B1ρB
†
1 +B2ρB

†
2 (16)

图 7展示了系统对完整同步字序列的定量分析。该图
显示了最终量子态的保真度（左面板）和纯度（右面板）
作为旋转角度的函数。这些结果是在变化的 ϕA和 ϕB 值
参数空间中系统计算得出的。生成的热图表明，重置协议
在对抗导致随机信息退化的微小扰动时保持了显著的鲁
棒性。这种韧性表明，即使在存在噪声诱导退相干效应的
实际量子信息处理环境中，重置机制也具有内在的稳定性
特性。
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图 7: 保真度对于 |0〉 状态（左侧）和纯度（右侧）针对具有
n = 5节点的图以及协议 ρ′ = ABAB(ρ)后得到的状态。上图
计算的是初始混合状态 ρ = 1

n
I 的结果，而下图计算的是由等

权重叠加构造的初始纯态的结果。

结论

在本文中，我们提出了一种构建特定子类量子元胞自
动机的新方法。我们展示了通过利用辅助系统——具体来
说是量子比特——可以实现这种构造，从而建立了我们的
框架与量子信息处理范式之间的有意义联系。我们提出的
协议使量子系统能够从任意初始叠加态确定性地重置到
一个特别选定的状态。

我们开发了两种方法论途径：第一种明确利用辅助环
境空间的结构，为此我们设计了一个相应的量子电路实
现；第二种在带有显式退相干过程的噪声信道框架内运
行。这种双重视角促进了我们的工作与广义量子动力学的
各种理论模型的整合。Kraus通道形式尤其值得注意，它
提供了一种有趣的联系到我们之前的工作 [6]，在该工作
中我们提出了重置协议作为构建三量子位状态通用量子
计算框架的方法论。本文中提出的论点可以被视为这些思
想的自然扩展，具有实现一套全面的门控以引导任意n维
量子态到任何目标配置的重大潜力。

进一步，我们展示了我们的协议在量子随机行走的成
熟结构中的实现。在这种情况下，我们表明尽管引入硬币
算子扰动了重置效应，但在一定的参数范围内这些扰动对
期望的结果影响不大。鉴于这些发现，我们的协议成为一
种适用于广泛量子系统的通用且可适应的工具，其影响范
围涵盖基础量子力学、量子信息科学和量子计算架构。

致谢。该项研究受到波兰国家科学中心（NCN）Mae-
stro资助计划第 DEC-2019/34/A/ST2/00081号资助。

附录A：补充材料

所有相关计算和数值结果，包括本文中描述
的量子电路实现，已在我们的 GitHub 代码库中
公 开 ：https://github.com/JedrekSt/Quantum_

Synchronization_Protocol/tree/main。该代码库包含
跨多个平台使用的计算方法的全面文档、模拟数据和源
代码，以促进重现性和进一步调查此处提出的重置机制。

∗ Electronic address: pawel.kurzynski@amu.edu.pl
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