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摘要

多参数持久同调是拓扑数据分析中一种中心且广泛应用的方法——
经典持久同调的推广，它考虑了密度估计，并且是在存在噪声的情况下
进行数据分析的有效工具。与经典的单参数对应方法类似，由于其复杂
的代数结构，计算和实际使用起来颇具挑战性。在本文中，我们在统计
设置下研究了一种流行的多参数持久同调不变量：多参数持续景观。我
们推导出了多参数持续景观的功能中心极限定理，并由此计算了置信
带，这构成了首个针对多参数持续景观的统计推断方法之一。我们提供
了一个置信带的实现，并展示了其在合成数据上的机器学习任务中的
应用。

1 介绍

持久同调 (PH) 是来自拓扑数据分析（TDA）的一种方法论，在过去几
十年中，作为一种有效的数据分析、统计和机器学习工具，在各个应用领域

取得了广泛的成功。它提供了一个强大的框架和计算效率高的算法，用于从

数据中提取拓扑描述符，旨在捕捉其潜在的形状和结构。核心思想是构造一

系列嵌套的拓扑空间 {Kt : t ∈ T}，称为过滤，通常由实线的一个区间 T ⊂ R
索引，并且满足当 t ≤ s时Kt ⊂ Ks。通过跟踪拓扑特征（用同调表征）随着
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过滤参数变化而出现和消失的情况，计算出适用于数据分析的拓扑不变量。

此过程处理数据并输出一个持续图谱，这是一个统计摘要，捕获其拓扑特征

的寿命。作为随机对象，持久性图的统计和概率性质一直是 TDA 内部丰富
且具有挑战性的研究领域，因为持久性图的代数构造在所有持久性图的空间

中诱导出复杂的非欧几里得几何。应对这种复杂几何的一种常见方法是将持

久性图向量化或嵌入到具有更适合统计学和机器学习方法的标准几何的欧

几里得或其他空间中；最受欢迎的向量化之一被称为持久景观 [Bub15] 。
上述经典的单参数 PH 设置可以扩展到多参数持续同调 (MPH)，其中

T 变成一个多重集合，通常 Rd 采用乘积序。实际上，这种扩展将额外的结

构信息—如密度估计—融入过滤，并且是在有噪声存在的情况下对经典设置
的有效适应。MPH 在真实数据环境中计算和使用显著更具挑战性，因为它
缺乏与单参数持久性中的持久图相对应的自然不变量。寻找有意义且可处理

的不变量仍然是这一领域活跃且不断发展的前沿。多参数持久景观 [Vip20]
是这样一个不变量，它同时也是经典持久景观的一种扩展。因此，已知的持

久景观的功能和统计特性可以延续到多参数设置 [Bub15, Vip20]中。
本文将置信带的统计框架从单参数 [CFL+14a, CFL+14b]扩展到多参数

持久景观。我们的工作是首批为 MPH 开发统计方法的研究之一。我们主要
的贡献包括：(i) 多参数持久景观的新泛函中心极限定理 (CLT)；(ii) 基于
CLT 的多参数持久景观的置信区间，以及 (iii) 一种用于在合成数据上实现
置信区间的算法，展示它们在分类任务中的应用。

2 背景

我们首先提供我们的工作背景和相关背景。

2.1 持久同调与景观

我们概述了使用多参数持久景观进行持续同调的向量化。

持久模块和同调。在持久同调理论中的中心对象是持久模块，一组由 Rd 按

照乘积序索引的向量空间M• = {Mx : x ∈ Rd}，以及线性映射 ϕx
y : Mx →
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My，对于 x ≤ y 称为内部或转换映射。对于本文的其余部分，我们将假

设参数取值在一个有界箱体 B(T1, . . . , Td) := [0, T1] × · · · × [0, Td] ⊂ Rd

中。在每个方向上进行归一化后，我们可以简单地考虑箱体 [0, T ]d，其中

T = max{Ti : 1 ≤ i ≤ d}。
持久模块通过从输入数据构造的过滤 K• = {Kx:x∈Rd} 中的拓扑空间取

同调群而在 PH中出现。对于拓扑空间K，k同调群 Hk(K) 包含有关K 的

拓扑特征的信息：对于 k = 0，这些是它的连通分量；对于 k = 1，它的环

路；对于 k = 2，它的气泡和空腔，等等，对于更高值的 k ≥ 0也是如此。这

些向量空间的维度，βk = dim Hk(K)，对应于这些拓扑特征的数量。

多参数持久景观。给定一个持久模块M• = {Mx : x ∈ Rd}，其秩不变量定
义为内部映射 βx

y = dim(Im(ϕx
y))的秩作为映射 rk : Rd × Rd → R，使得

rk(x,y) =

βx
y if x ≤ y,

0 otherwise.

可以通过以下方式对这个函数进行重新缩放来获得持久景观。

定义 2.1 (多参数持久景观 [Bub15, Vip20]). 给定一个持久模块M• = {Mx :

x ∈ Rd}，其持久景观 λ : N× Rd → R被定义为

λ(k,x) = sup{ε > 0 : βx−h
x+h ≥ k for all h ≥ 0 with ‖h‖∞ ≤ ε}.

换句话说，第 k个持续景观输出的是最大半径（在 `∞ 度量下，Rd)中

的 k拓扑特征在每个 x ∈ Rd 的所有正方向上持续存在的范围）。从 [Vip20]
的引理 20以及 λ(k,x) ≥ 0可知，它是 x中的一个 1-利普希茨函数对于所有
k ≥ 1。本文重点研究 λ(x) := λ(1,x)，但结果适用于任何固定的 k，关键属

性是 λ(x)是 1-利普希茨。我们令 L为参数在有界盒 [0, T ]d ⊂ Rd 中的持久

模块的景观空间 λ : [0, T ]d → R，它是 Banach 空间 Lp([0, T ]d),1 ≤ p ≤ ∞
的一个子集。
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2.2 中心极限定理和持久景观的自助置信带

我们现在讨论单参数和多参数景观作为随机变量（r.v.）在 Banach空间
中的已知收敛性，这是由中心极限定理给出的。我们还概述了使用自助法构

建置信带的方法——这与假设检验是对偶构造。

中心极限定理（CLT）对于单参数和多参数持久景观均成立 [Bub15, Vip20]：
假设 X 是某个概率空间上的一个波莱尔可测随机变量；则 X 的持续景观，

记为 Λ = Λ(X)，是一个巴拿赫空间值的随机变量。令 {Xi}为X 和 Λi的独

立同分布副本，然后给定 E[‖Λ‖] < ∞和 E[‖Λ2‖] < ∞我们有
√
n(Λ̄n− IΛ)，

其中 IΛ 是 Λ的佩蒂斯积分，弱收敛于 G(Λ)，一个具有与 Λ相同协方差结

构的高斯随机变量。

对于单参数情况，存在一个更强的函数中心极限定理（也称为 Donsker
定理）[CFL+14b]：

{Gn(x)}x∈[0,T ] := {
√
n(Λn(x)− IΛ(x))}x∈[0,T ]

弱收敛于 [0, T ]上的高斯过程。高斯过程是实值随机变量族，使得该族中的

任何有限集合都遵循多元正态分布。弱收敛于极限高斯过程允许构建置信带

和假设检验，这可以使用非参数方法（如 bootstrap）来实现。本文的主要贡
献是在第 3节将该框架扩展到多参数情况，并在第 4节展示其效用。

自助法是一种推断技术，用于通过检查样本参数与大量重采样计算出的统
计量之间的关系来从样本统计量估计总体参数。在本文中，我们重点讨论

使用自助法构建持久性景观的信心带。对于给定的功能参数 θ : Ω → R，
水平为 α 的参数的置信带由一对函数 l, u : Ω → R 给出，使得 P(θ(ω) ∈
[l(ω), u(ω)], ∀ω ∈ Ω) ≥ 1 − α。基于公式 [CFL+14b, CFL+14a]中的单参数
方法，我们推导出均值多参数持久景观的置信带，详见算法 1。

3 多参数持续景观的功能性中心极限定理

我们扩展了 [CFL+14a, CFL+14b]中的理论，以证明多参数持续景观的
功能性 CLT。令 Λ1, . . . ,Λn 是来自多参数持续景观空间 L上的概率分布 P
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的一个独立同分布样本。回忆一下我们有平均景观 IΛ = EΛ∼P [Λ(x)]和样本

均值 Λn(x) =
1
n

∑n
i=1 Λi(x)。

我们考虑可测函数族 F = {fx:L→R, λ 7→fx(λ)=λ(x)}
x∈[0,T ]d

并定义由该族索

引的经验过程：

{Gnfx}
fx∈F :={Gn(x)}

x∈[0,T ]d
={

√
n(λn(x)−µ(x))}

x∈[0,T ]d
,(1)

我们可以将其重写为由 [0, T ]d（L中的函数域）索引，以简化表示。一个由F
弱收敛到 Y 索引的随机过程 {Yn}f∈F，在 `∞(F)中表示为 Yn  Y，如果对

于每一个有界连续函数 g : `∞(F) → R都有 limn→∞ E∗[g(Yn)] = E[g(Y )]；

其中 E∗表示外期望。在这里使用外部期望是一个技术细节，这是在 Yn不是

波莱尔可测的情况下所必需的，但这对本文其余部分来说并不关键。

定理 3.1 (多参数持久景观的一致收敛). 令 G 是一个以 x ∈ [0, T ]d 为索

引的高斯过程，均值为零，协方差函数为 κ(x,y) =
∫
λ(x)λ(y)dP (λ) −∫

λ(x)dP (λ)
∫
λ(y)dP (λ).。则 Gn  G，其中 Gn 是由来自 (1) 的独立同

分布样本定义的经验过程。

我们需要来自 [Kos08]的定理 2.5 中的以下引理，以便证明定理 3.1。此
引理提供了函数族 F 上的一个充分条件，以确保由该函数族索引的经验过
程收敛到一个高斯过程。给定 Q上的概率 L，我们用它来定义函数类 F 上
的距离 L2(Q)为 ‖f − g‖2Q,2 =

∫
|f − g|2 dQ。令N(F , L2(Q), ε)为 F 的覆盖

数，即在这种度量下的最小 ε-网的大小。最后，回想一下，给定一组可测函
数 F = {f : Ω → R}，该集合的可测包络是“最小”的可测函数 F : Ω → R，
使得对于几乎每一个 ω ∈ Ω都有 f(ω) ≤ F (ω)。

引理 3.2. 设 F 是一类可测函数，满足∫ 1

0

√
log sup

Q
N(F , L2(Q), ε‖F‖Q,2) dε < ∞

其中 F 是 F 的一个可测包络，上确界取遍所有具有 ‖F‖Q,2 > 0的有限离

散概率测度 Q。如果 E[F 2] < ∞，则 Gn  G，其中 {Gnf}f∈F 是由 F 指
数的经验过程，而 G 是具有零均值和协方差函数的高斯过程。κ(x,y) =∫
λ(x)λ(y)dP (λ)−

∫
λ(x)dP (λ)

∫
λ(y)dP (λ).
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定理 3.1. 定义 2.1直接暗示任何景观 λ ∈ L 在任意 x ∈ [0, T ]d 处的值被

上限限制为最大的球体（在 `∞ 度量下的 Rd）在 [0, T ]d 中的半径，其等于

T/2。从这一观察中，我们得出结论，F : L → R,F (λ) = T/2 是 F =

{fx:L→R, λ 7→λ(x)}
x∈[0,T ]d

的可测包络。

令 Q是在 L上的测度，并且 x, y ∈ [0, T ]d。L2(Q)距离满足 fx, fy∈F∥∥fx−fy

∥∥2
Q, 2

=

∫
L
|fx(λ)−fy(λ)|2 dQ(λ)

=

∫
L
|λ(x)− λ(y)|2 dQ(λ)

≤
∫
L
‖x− y‖2∞ dQ(λ) = ‖x− y‖2∞.

我们考虑一个由 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T 表示的区间 [0, T ]的划

分 G，使得 |ti − ti+1| = ε‖F‖Q, 2 = εT
2 ，其中 F 如上定义为 F 的可测包络。

令Gd为在这种划分下获得的相应网格 [0, T ]d。我们声称 {ft:t∈Gd}是 F 的一
个 (εT/2)-网：对于任意的 fx∈F，存在某个 t = (ti1 , . . . , tid) ∈ Gd 使得对于

1 ≤ k ≤ d成立 tik ≤ xk ≤ tik+1。然后，我们有 ‖fx−ft‖Q,2 ≤ ‖x− t‖∞ = εT
2 ，

证明这个函数族是一个 (εT/2)-网。
我们可以将长度为 εT/2的 2/ε个区间放入 [0, T ]中，这意味着对于任何

概率测度 Q，(2/ε)d 是 N(F , L2(Q), ε‖F‖Q, 2)的上界，因此也是 Q上确界

的上界。这意味着∫ 1

0

√
log sup

Q
N(F , L2(Q), ε‖F‖Q, 2) dε =

∫ 1

0

√
d(log 2− log ε) dε < +∞.

由于可测包络的平方显然是可积的，使用引理 3.2，我们得出结论，由 F 索
引的经验过程在 (1)中收敛到定理 3.1中所述的高斯过程。

4 持久景观的置信带：方法与模拟

我们现在给出一个用于推导多参数持久景观置信带的算法；其实现及随

后的实验可在以下位置获得：https://github.com/inesgare/bands-mph-landscapes。

我们通过一个实际用例展示了置信区间，该用例涉及从三个不同的拓扑

空间中抽取 N = 500个样本点：一个球面（半径为 R = 3），一个环面（半
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Algorithm 1 自助置信区间计算（标准和乘数自助法）
Require: 数据集或多重参数景观 {λ1, λ2, . . . , λn}，自助样本数量 B，置信

水平 α

Ensure: 置信带 `n, un : [0, T ]d → R
1: 计算 λn = n−1

∑n
i=1 λi

2: for b = 1 to B do
3: if using standard bootstrap then
4: 抽取一个自助样本 {λ∗

1, . . . , λ
∗
bn/2c}通过有放回抽样

5: 设定 θ̂∗b = supx∈[0,T ]d

∣∣∣√n(λ
∗
bn/2c(x)− λn(x))

∣∣∣
6: else if using multiplier bootstrap then
7: 生成一组独立同分布的乘子 ξ1, . . . ξn ∼ N(0, 1)

8: 集合 θ̂∗b = supx∈[0,T ]d
1√
n

∣∣∑n
i=1 ξi(λ

∗
i (x)− λn(x))

∣∣
9: end if

10: end for
11: 定义 Z̃(α) = inf

{
z : B−1

∑B
b=1 I(θ̂

∗
b > z) ≤ α

}
12: 设定 `n(x) = λn(x)− Z̃(α)√

n
和 un(x) = λn(x) +

Z̃(α)√
n

7



表 1: 五折交叉验证后的平均准确率 对于使用标准或乘数自助法的 MBD
分类器，在单参数（SPH）或多重参数（MPH）持久性中。模型是通过对
每个形状类别的n个子样本进行训练的：球体、环面和克莱因瓶，如图 1所示。

SPH Standard SPH Multiplier MPH Standard MPH Multiplier
n = 100 0.97± 0.02 0.93± 0.03 1.00± 0.00 1.00± 0.00

n = 500 0.92± 0.01 0.88± 0.02 0.997± 0.003 0.985± 0.004

径为 R = 3,r = 0.7）以及一个克莱因瓶，所有这些都嵌入在 R3中。为了引

入噪声，我们应用了尺度为 0.1 的高斯噪声和椒盐噪声，其中 0.5% 的点被
随机移位最多 0.5 单位。使用多视角包的 [LS24]来计算多参数景观，构建了
二维过滤器，其中一个参数是尺度（用于 Vietoris–Rips 过滤），另一个参数
是一个核密度估计值（用于超水平集过滤）。我们考虑一维同调的第一个景

观，即捕捉形状内最大的环的景观。输入点云的三个实例及其相应的平均景

观和使用标准自助法（参见算法 1）的置信带对于 n = 100样本，在图 1中
进行了说明。

为了展示置信带的实用性，我们还训练了一个最大深度带（MDB）功能
分类器。景观的深度由其在每个形状的置信带内出现的频率定义。我们根据

最大化此深度的类别对景观进行分类。我们在每类中有 n = 100和 n = 500

个景观进行了分类，并在经过五折验证后，在表 1中报告了准确率。

5 讨论

本文建立了多参数持久景观置信带的理论基础和方法论，推进了拓扑数

据分析这一新兴子领域的统计工具的发展。置信带具有内在的统计价值；我

们进一步展示了它们在分类任务中的实际效用。我们的结果显示，该方法实

现了近乎完美的准确率，且MPH的表现优于 SPH。然而，随着子样本数量
的增加，准确率略有下降，这导致了更窄的置信带。

我们工作的主要限制在于计算多参数持续景观的计算瓶颈，这使得我们

的方法本质上受到MPH挑战的约束。未来研究的一个关键方向是降低计算
成本，然后将此方法应用于实际数据。
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图 1: 输入点云并用标准自助法置信区间平均地貌。以上：半径为 R = 3的

球面上有N = 500个点（左），一个具有半径R = 3和 r = 0.7的环面（中），

以及一个克莱因瓶（右），并加入了高斯噪声和椒盐噪声。点的颜色由核密

度估计值决定。以下：标准 Bootstrap的 n = 100个样本的平均样本景观和

置信带。
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