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一种加速的随机 Bregman-Kaczmarz方法用于强凸线性约束
优化*

Lionel Tondji1, Dirk A. Lorenz1 and Ion Necoara2,3

Abstract—在本文中，我们提出了一种用于在线性约束下
强凸函数最小化的随机加速方法。该方法是Kaczmarz型的，
即每次迭代仅使用一个线性方程。为了获得加速效果，我们利
用了Kaczmarz方法与坐标下降法对偶的事实。我们采用最近
提出的随机坐标下降加速方法，并将其转移到原始空间。该方
法继承了许多加速坐标下降方法的优点，包括其最坏情况下的
收敛速率。给出了所提方法的收敛性理论分析。数值实验表明，
所提出的方法比现有方法在解决相同问题时更有效且更快。

I. 介绍

我们考虑大规模线性系统求解近似解的基本问题，形
式如下：

Ax = b (1)

其中矩阵为A ∈ Rm×n，右端项为 b ∈ Rm。我们考虑
矩阵不能同时完全访问的情况，但可以一次只处理系
统 (1) 的单一行。这类问题出现在工程和物理问题的
多个领域中，例如传感器网络、信号处理、偏微分方
程、滤波、计算机断层扫描、最优控制、反问题以及
机器学习等，这只是其中的一部分例子 [28], [20], [23],
[9], [10], [21] 。考虑到可能有多个解的情况 (1) ，我们
设法找到由函数 f 特征化的唯一解，即

f∗ def
= min

x∈Rn
f(x) subject to Ax = b, (2)

带有强凸函数 f。然而，我们将不假设 f 的平滑性。一
个可能的示例是 f(x) = λ · ‖x‖1 + 1

2
‖x‖22，并且已知

对于适当选择的 λ > 0，此函数倾向于稀疏解，见 [2],
[29], [13], [14], [24]。我们在本文中假设m和 n都很大，
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并且系统是一致的。我们用 aTi 表示A的行，并假设对
于所有 i ∈ [m] := {1, . . . ,m}都有 ai 6= 0。由于 f 是强
凸的，问题 (2)有一个唯一的解 x̂。在应用中，通常找
到一个离 x̂不太远的点就足够了。特别地，选择误差
容限 ε > 0，并旨在找到满足 ‖x−x̂‖2 ≤ ε的点 x。由于
我们的方法将是一种随机方法，因此迭代 x将是随机
向量。因此，我们的目标是计算满足E[‖x− x̂‖2] ≤ ε的
(2)的近似解，其中 E[·]表示关于算法随机性的期望。
A. 相关工作

线性系统 (1)可能非常大，使得全矩阵操作成本非常
高昂甚至不可行。因此，使用每次迭代计算和存储量较
低的迭代算法来生成 (2)的良好近似解似乎是可取的。
Kaczmarz方法 [11]及其随机变体 [26], [8], [7], [16]用
于计算一致线性系统的最小 `2-范数解。在每次迭代 k

中，从系统 (1)随机选择一个行向量 a>i 的A，并将当
前迭代 xk 投影到该方程的解空间以获得 xk+1。请注
意，此更新规则要求每次迭代的成本较低且存储量为
O(n)阶。最近，一种新的随机Kaczmarz（RK）方法的
变体即随机稀疏Kaczmarz方法（RSK）[14], [24]显示
出在逼近大型一致线性系统的稀疏解时具有良好的性
能，并且其几乎拥有相同的低计算成本和存储需求。论
文 [13], [24] 通过将其解释为顺序随机 Bregman投影
方法（其中的 Bregman投影是相对于函数 f 进行的）
对这一方法进行了分析，而 [22] 则通过对偶性将它与
坐标下降法联系起来。RSK的各种变体包括块/平均
变体 [18], [22], [16], [4], [15] , 平均方法 [27] 以及适应
于最小二乘问题的方法在 [30], [3], [25]中给出。在这
些变体中，通常需要访问矩阵A的多行，以增加内存
为代价。坐标下降法经常被用于最小化复合凸目标函
数 [17], [19], [6]的上下文中。在每次迭代中，它们仅
更新变量向量的一个坐标，因此使用的是偏导数而非
整个梯度。一种加速随机坐标下降方法在 [19]中提出，
适用于光滑函数。加速方法将邻近坐标下降转化为一
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个具有最优 O(1/k2)复杂度的算法，在轻微增加计算
成本的情况下 [19], [6]，其最优性差距减少为O(1/k)。

B. 贡献

据我们所知，加速的 Bregman-Kaczmarz变体尚未在
文献中被提出和分析。具体来说，我们做出了以下贡
献：

• 除了将 Bregman-Kaczmarz方法解释为对偶坐标
下降外，我们提出了一种仅使用矩阵一行的加
速变体。我们将该方法称为加速随机 Bregman-
Kaczmarz方法（ARBK），更多细节见算法 3。

• 通过利用原始更新和对偶更新之间的联系，我们
获得了收敛性作为副产品，并且得到了迄今为止
尚未获得的收敛速率。我们证明了我们的加速方
法比其标准对应方法具有更快的收敛速度。

• 我们也通过实证验证了这一点，并在 Python中提
供了我们的算法实现。

C. 概述。

论文的其余部分组织如下。第 II节提供了符号、凸性
的简要概述和 Bregman距离。在第 III节中，我们陈
述了我们的方法，并给出了它在对偶空间中的解释。
第 IV 节为我们提出的方法提供了收敛性保证。在第
V节中，数值实验展示了我们方法的有效性，并对其
行为和超参数提供了见解。最后，第 VI节得出了一些
结论。

II. 符号和基本概念

对于整数 m，我们表示 [m]
def
= {1, 2, . . . ,m}。给定一

个对称正定矩阵B,，我们用

〈x, y〉B
def
= 〈x,By〉 =

∑
i,j∈[n]

xiBijyj , x, y ∈ Rn

表示诱导的内积，并用 ‖.‖2B
def
= 〈·, ·〉B 表示其诱导范

数，并使用简写符号 ‖.‖2来表示 ‖.‖I。对于一个 n×m

实矩阵 A，我们分别用 R(A), ‖A‖F 和 a>i 表示其值
域空间、其 Frobenius范数和其第 i行。用 ei 表示单
位矩阵 In ∈ Rn×n 的 i列。对于依赖于随机索引 i的
随机向量 xi（其中 i以概率 pi 被选择），我们表示为
E[xi]

def
=

∑
i∈[q] pixi，当概率分布从上下文中清楚时，

我们将只写 E[xi]。给定一个向量 x ∈ Rn，我们定义软

阈值操作符，该操作符对一个向量 x的每个分量进行
作用。 (

Sλ(x))j = max{|xj | − λ, 0} · sign(xj) . (3)

现在我们收集一些关于凸性和Bregman距离的基
本概念。设 f : Rn → R是凸的（请注意，我们假设 f

在任何地方都是有限的，因此它也是连续的）。次微分
的 f 在任何 x ∈ Rn处由

∂f(x)
def
= {x∗ ∈ Rn|f(y) ≥ f(x)+〈x∗, y−x〉,∀ y ∈ Rn},

定义，它是非空、紧致和凸的。函数 f : Rn → R被称为
α强凸，如果对于所有 x, y ∈ Rn和次梯度 x∗ ∈ ∂f(x)

我们有

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗ , y − x〉+ α
2
· ‖y − x‖22 .

如果 f 是 α-强凸的，则 f 是强制性的，即

lim
‖x‖2→∞

f(x) = ∞ ,

并且其芬切尔共轭 f∗ : Rn → R 给出为

f∗(x∗)
def
= sup

y∈Rn

〈x∗ , y〉 − f(y)

也是凸的、处处有限且强制性的。此外，f∗是可微的，
并具有常数 Lf∗ = 1

α
的利普希茨连续梯度，即对于所

有 x∗, y∗ ∈ Rn，我们有

‖∇f∗(x∗)−∇f∗(y∗)‖2 ≤ Lf∗ · ‖x∗ − y∗‖2 ,

这蕴含了估计值

f∗(y∗)≤f∗(x∗)−〈∇f∗(x∗) , y∗ − x∗〉+ Lf∗

2
‖x∗− y∗‖22.

(4)

函数 f∗被认为具有逐分量 Lipschitz连续梯度如果

|∇if
∗(x∗ + hei)−∇if

∗(x∗)| ≤ Lf∗,i · |h|,

对于所有 x∗ ∈ Rn, h ∈ R, i ∈ [n].

定义 2.1: 布雷格曼距离 Dx∗

f (x, y)关于 x, y ∈ Rn

和 f 的子梯度 x∗ ∈ ∂f(x)定义为

Dx∗

f (x, y)
def
= f(y)− f(x)− 〈x∗ , y − x〉 .

Fenchel的等式表明 f(x)+ f∗(x∗) = 〈x , x∗〉如果
x∗ ∈ ∂f(x)，并且意味着 Bregman距离可以写为

Dx∗

f (x, y) = f∗(x∗)− 〈x∗ , y〉+ f(y) .



示例 2.1: [24] 目标函数

f(x)
def
= λ · ‖x‖1 + 1

2
· ‖x‖22 (5)

是强凸的，其常数为 α = 1，它的共轭函数可以通过
等式 (3)中的软阈值算子计算得到

f∗(x∗) = 1
2
· ‖Sλ(x

∗)‖22, with ∇f∗(x∗) = Sλ(x
∗) .

它 Fenchel共轭 f∗具有逐分量 Lipschitz梯度，常数为
Lf∗,i = 1，对于任意的 x∗ = x+ λ · s ∈ ∂f(x)我们有

Dx∗

f (x, y) =
1

2
· ‖x− y‖22 + λ · (‖y‖1 − 〈s , y〉) .

这给我们提供了 Dx∗

f (x, y) = 1
2
‖x− y‖22λ = 0.

以下不等式对于随机算法的收敛性分析至关重要。它
们直接由 Bregman 距离的定义和 f 的强凸性假设得
出，见 [12]。对于 x, y ∈ Rn和 x∗ ∈ ∂f(x)，y∗ ∈ ∂f(y)

我们有

α

2
‖x− y‖22 ≤ Dx∗

f (x, y) ≤ 〈x∗ − y∗ , x− y〉, (6)

III. 坐标下降和 Bregman-Kaczmarz方法

注意通过适当的缩放 f，我们可以假设 α = 1。因此，
在后续部分中，我们考虑 1-强凸函数 f。特别是，使
用 f 的共轭，我们可以将问题 (2)的对偶函数写为：

Ψ(y) = inf
x
L(x, y)

= inf
x
(f(x)− y>(Ax− b))

= b>y − f∗(A>y),

其中 L(x, y)表示拉格朗日函数。(2)的对偶问题是：

Ψ∗ def
= min

y

[
Ψ(y) := f∗(A>y)− b>y

]
(7)

原始最优解和对偶最优解 x̂和 ŷ是通过

Ax̂ = b, x̂ = ∇f∗(A>ŷ) (8)

联系起来的，且 (7)的最优解集 Y∗非空。此外，对偶
函数 Ψ是无约束的、可微分的，并且其梯度由以下表
达式给出

∇Ψ(y) = A∇f∗(A>y)− b.

另外，对偶函数的梯度 ∇Ψ 关于欧几里得范数 ‖ · ‖2
是 Lipschitz连续和逐点 Lipschitz连续的，常数分别

为 LΨ = ‖A‖22 和 LΨ,i = ‖ai‖22。应用于 Ψ的坐标下降
更新从 (7)读取 [17], [19]：

yk+1 = yk −
1

LΨ,i

ei∇iΨ(yk)

= yk −
〈ai,∇f∗(A>yk)〉 − bi

‖ai‖22
· ei

通过以下关系：

x∗
k = A>yk, xk = ∇f∗(x∗

k)

我们刚刚展示了对偶坐标下降迭代转化为 Bregman-
Kaczmarz迭代，如算法 1所示。

Algorithm 1 Bregman-Kaczmarz 方法（BK）
1: choose x0 ∈ Rn and set x∗

0 = x0.
2: Output: (approximate) solution of minAx=b f(x)

3: 初始化 k = 0

4: repeat
5: 选择一个行索引 ik = i ∈ [m]（循环或随机）
6: 更新 x∗

k+1 = x∗
k −

〈ai,xk〉−bi
‖ai‖2

2
· ai

7: 更新 xk+1 = ∇f∗(x∗
k+1)

8: 增量 k = k + 1

9: until a stopping criterion is satisfied
10: return xk+1

一种更通用的随机坐标下降版本，即 APPROX，
在 [6] 中被提出以加速复合函数最小化的近似坐标下
降方法，我们将其表述为算法 2。我们集中于通过关系
ck = A>vk 将对偶迭代转换到原空间来构建我们的加
速方案，并且这导致了算法 3。
备注 3.1: 我们已经在一个统一的框架中编写了

这些算法以强调它们的相似性。实际实现只考虑两个
变量：(ck, tk)用于ARKB和 (vk, zk)用于ACD。尽管
它们相似，这两种方法被用于两种不同的目的。算法
2输出 yk，这是对偶问题 (7)的一个近似解，而算法 3
返回 xk，这是我们原始问题 (2)的一个近似解。
我们还使用了以下序列的关系，即算法 3和 2的

迭代对于所有 k ≥ 1满足，

x∗
k = A>yk, xk = ∇f∗(x∗

k) (9)

此外，通过设置对于所有 k都有 θk = θ0，可以从算法
3恢复算法 1。在算法 1中，设置 f(x) = 1

2
‖x‖22给我们

RK方法而 f(x) = λ‖x‖1 + 1
2
‖x‖22给我们 RSK方法。



Algorithm 2 双重加速坐标下降法（ACD）
1: Input: Choose y0 and set z0 = y0 and θ0 = 1

m
,

b ∈ Rm, A ∈ Rm×n.
2: Output: (approximate) solution of miny Ψ(y)

3: 初始化 k = 0

4: repeat
5: 更新 vk = (1− θk)yk + θkzk

6: 随概率 pi = ‖ai‖22/‖A‖2F 选择行索引 ik = i ∈
[m]

7: 更新 zk+1 = zk −
a>
ik

∇f∗(A>vk)−bik
mθk‖aik

‖2
2

eik

8: 更新 yk+1 = vk +mθk(zk+1 − zk)

9: 更新 θk+1 =

√
θ4k + 4θ2k − θ2k

2
10: 增量 k = k + 1

11: until a stopping criterion is satisfied
12: return yk+1

IV. 加速随机 Bregman-Kaczmarz方法的收敛
结果

在本节中，我们首先回顾 APPROX（ACD）的基本
收敛结果，这将在后面用于构建我们方法的收敛结果。
我们首先回忆序列 {θk}的以下性质。

引理 4.1: [5] 由 θ0 ≤ 1和 θk+1 =

√
θ4
k+4θ2

k−θ2
k

2
定

义的序列 (θk)满足

(2− θ0)

k + (2− θ0)/θ0
≤ θk ≤ 2

k + 2/θ0
,

1− θk+1

θ2k+1

=
1

θ2k
, ∀k = 0, 1, . . .

θk+1 ≤ θk, ∀k = 0, 1, . . .

(10)

引理 4.2: [6] 令 yk, zk 是由 ACD 生成的序列，
θ0 =

1
m
和任意的 ŷ ∈ Y∗。然后它满足

1

θ2k−1

E[Ψ(yk)−Ψ∗] +
1

2θ20
E[‖zk − ŷ‖2B ]

≤ 1− θ0
θ20

(Ψ(y0)−Ψ∗) +
1

2θ20
‖y0 − ŷ‖2B (11)

其 中 B = Diag(‖a1‖22, ‖a2‖22, . . . , ‖am‖22)，
Diag(d1, d2, . . . , dm) 表示对角线上有 d1, d2, . . . , dm

的对角矩阵。
以下引理给出了原始函数 f 与对偶函数 Ψ之间的

关系。
引理 4.3: 令 b ∈ R(A) 和 (x∗

k, xk) 是一个序列，
使得 xk = ∇f∗(x∗

k)。那么，对于任何 yk ∈ Rm 满足

Algorithm 3 加速随机 Bregman Kaczmarz 方法
（ARBK）

1: Input: Choose x∗
0 and set t0 = x∗

0 and θ0 = 1
m

,
b ∈ Rm, A ∈ Rm×n.

2: Output: (approximate) solution of
minx f(x) s.t. Ax = b

3: 初始化 k = 0

4: repeat
5: 更新 ck = (1− θk)x

∗
k + θktk

6: 按概率 pi = ‖ai‖22/‖A‖2F 选择行索引 ik = i ∈
[m]

7: 更新 tk+1 = tk − 1
mθk‖aik

‖2
2
(a>ik∇f∗(ck)− bik)aik

8: 更新 x∗
k+1 = ck +mθk(tk+1 − tk)

9: 更新 θk+1 =

√
θ4k + 4θ2k − θ2k

2
10: 增量 k = k + 1

11: until a stopping criterion is satisfied
12: return xk+1 = ∇f∗(x∗

k+1)

x∗
k = A>yk，它成立。

D
x∗
k

f (xk, x̂) = Ψ(yk)−Ψ∗. (12)
Proof: 根据定义 2.1我们有：

D
x∗
k

f (xk, x̂) = f∗(x∗
k) + f(x̂)− 〈x∗

k, x̂〉

= f∗(A>yk)− 〈b, yk〉+ f(x̂)

= Ψ(yk) + f∗,

并且由于 Ψ∗ = −max−Ψ = −f∗（通过强对偶性），
该断言得证。
回忆一下，对于我们提出的方法，我们感兴趣的

是展示迭代 xk 的收敛结果，这些迭代在方程 (9)中给
出，并不是对于迭代 yk。通过证明 ACD和 ARBK方
法是等价的，并使用最近的理论结果 [17], [19], [6]和
引理 4.3，我们作为副产品获得了以下 ARBK的收敛
结果。
定理 4.4: 令 xk为由 ARBK 生成的序列，并设集

合 θk = θ0,∀k。则有：

1

2
E[‖xk − x̂‖22] ≤ E[Dx∗

k
f (xk, x̂)] ≤

2‖A‖2F
k + 4

R2
0(y0). (13)

其中 R0(y0) = maxy{minŷ∈Y∗‖y−ŷ‖2 : Ψ(y) ≤ Ψ(y0)}.

Proof: 此速率来源于坐标下降方法的经典结
果 [19] ，并应用了引理 4.3 和方程 (6) 。



定理 4.5: 令 xk 由 ARBK 生成的序列，θ0 = 1
m

和任何 ŷ ∈ Y∗。然后，有：

E[Dx∗
k

f (xk, x̂)] ≤
4m2

(k − 1 + 2m)2
C0, (14)

E[‖xk − x̂‖22] ≤
8m2

(k − 1 + 2m)2
C0, (15)

其中

C0 =

(
1− 1

m

)
D

x∗
0

f (x0, x̂) +
1

2
‖y0 − ŷ‖2B

Proof: 此结果来自于引理 4.2，引理 4.3，方程 (6)
以及引理 4.1中的第一个不等式。

定理 4.5表明算法 3的迭代 xk 以速率 O(1/k2)收敛，
从而加速其标准对应算法 1，后者具有O(1/k)的收敛
速度（参见。定理 4.4). 据我们所知，加速 Kaczmarz
变体尚未被提出用于问题 (2)，且 ARBK算法的收敛
性保证来自定理 4.5是新的。

V. 实验

我们展示了几项实验以证明算法 3在各种条件下的有
效性。特别是，我们研究了稀疏参数 λ和矩阵A的条
件数 κ的影响。模拟是在 Intel Core i7 计算机上进行
的，该计算机拥有 16GB RAM，在 Python上运行。对
于所有实验我们考虑 f(x) = λ · ‖x‖1 + 1

2
‖x‖22，其中 λ

是稀疏参数，并且我们比较了 ARBK、算法 1（在这种
情况下是随机稀疏 Kaczmarz方法（RSK））和 RSK的
Nesterov 加速 (NRSK)[19, Method ACDM in Section
5]。实验的合成数据生成如下：数据矩阵A ∈ Rm×n中
的所有元素都是从标准正态分布 N (0, 1)独立同等地
选取。我们构建了超定、方阵和欠定线性系统。为了构
造稀疏解 x̂ ∈ Rn，我们从标准正态分布 N (0, 1)中生
成一个随机向量 y，并设定 x̂ = Sλ(A

>y)，它来自于方
程 (8)，相应的右侧是 b = Ax̂ ∈ Rm。对于每个实验，
我们运行独立的试验，每次试验都从初始迭代 x0 = 0

开始。我们通过绘制平均相对残差误差 ‖Ax−b‖2/‖b‖2
和平均误差 ‖xk − x̂‖2/‖x̂‖2随 epoch 数的变化来衡量
性能。

图 1 和图 2 显示了对于一个超定且一致的系统的结
果，其中使用了值 λ = 30。请注意，通常的 RSK 和
NRSK 变体表现一直良好。此外，我们通过实验观察
到 ARBK 方法给我们带来了更快的收敛速度。

图 3和图 4分别显示了一个适定和不适定的欠定且一
致系统的结果，其中使用了值 λ = 30。所有方法都利
用了向量 x̂是稀疏的事实。此外，在图 2中，RSK 和
NRSK 方法没有像 ARBK 方法那样快速减小残差。

图 5报告了 RSK、NRSK和 ARBK在 Tensorflow框
架中可用的Mnist数据集上的性能 [1]。我们随机选择
一个数据点并将其视为我们的 x̂。我们使用一个欠定
矩阵 A，并展示了相对残差、相对误差以及 4个图像，
这些图像对应于原始图像和使用不同方法进行重建的
图像。

(a) 相对残差

(b) 错误

Fig. 1: 随机稀疏 Kaczmarz方法（蓝色）、Nesterov加速方案
（绿色）和 ARBK方法（红色）的比较，m = 700, n = 700,稀
疏度 s = 182，λ = 30，κ(A) = 1150。

VI. 结论

在本文中，我们证明了加速随机 Bregman-Kaczmarz
方法（算法 3）的迭代对于一致线性系统以速率
O(1/k2)在期望下收敛。数值实验表明该方法（算法
3）在 λ的一系列值范围内表现一致良好，随着 λ的增
加提供了非常好的重建质量，并展示了使用此方法恢
复线性系统稀疏解的好处。
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Fig. 2: 随机稀疏 Kaczmarz方法（蓝色）、Nesterov加速方案
（绿色）和AR BK方法（红色）的比较，m = 900, n = 200,稀
疏性 s = 65，λ = 30，κ(A) = 2.70。
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