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本研究调查了时间重标定对反馈量子算法（FQA）及其优化任务变体 FALQON性能的影响。我们
引入了 TR-FQA和 TR-FALQON，分别是 FQA和 FALQON的时间重标定版本。该方法应用于两个
代表性问题：最大割组合优化问题以及 ANNNI量子多体模型的基态制备。结果表明，在电路早期层
中，TR-FALQON加速了向最优解的收敛速度，在浅深度区域显著优于其标准版本。在状态制备的背
景下，TR-FQA展示了更优的收敛性，减少了所需的电路深度几百层。这些发现突显了时间重标定作
为提高近期量子设备算法性能策略的潜力。

I. 介绍

量子算法在解决优化问题方面比经典方法更高
效，展示了巨大的潜力。然而，其实用化实施仍面临重
大挑战，特别是由于执行所需操作所需的电路深度不
断增加 [1, 2]。这种深度使得量子算法更容易出错，这
是噪声中等规模量子（NISQ）设备的关键限制，这些设
备仍然受到有限相干时间和不完美门保真度的约束。
尽管量子计算有许多潜在应用，其中一个最有前

景的领域是量子优化，它能够影响广泛的行业。传统
方法如变分量子本征求解器 [3–5] 和量子近似优化算
法 [6–8] 在这个背景下得到了广泛应用。这些算法依
赖于混合量子-经典循环，在其中使用经典的优化器来
更新参数化量子电路的参数。相比之下，基于反馈的
量子算法，如反馈量子算法（FQA）[9, 10]及其在优
化任务中的专门化版本——基于反馈的量子优化算法
（FALQON）[11]，通过消除对经典优化程序的需求提
供了另一种策略。相反，它们根据测量结果迭代调整
电路参数，通过闭环量子控制机制引导系统达到期望
状态。
虽然基于反馈的算法为混合量子-经典方法提供了

一种有前景的替代方案，但它们并非没有限制。一个关
键挑战在于实现所需的电路深度：通常需要大量的层
才能达到满意的结果。这限制了其在受噪声和有限相
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干时间影响的量子设备上的适用性。为了克服这一缺
点，已经提出了一些策略。例如，FOCQS方法 [12]采
用基于庞特里亚金最优控制的控制层微扰更新，旨在
减少电路深度并提高收敛速度。另一种方法 [13]修改
反馈规则通过纳入二级时间近似，这使得可以使用更
大的时间步长，并增强了收敛性，从而在诸如MaxCut
等问题中减少了电路深度。此外，反绝热控制 [14]已
被研究作为一种加速系统演进的方式，可能同时减少
执行时间和电路深度。

在这项工作中，我们追求类似的方向，并提出了
一种旨在加速动态并减少所需层数的系统时间演化的
修改。我们的方法基于绝热近路（STA）技术，这是一
种广泛用于优化量子系统 [15–17]演变的技术类别，在
包括冷原子 [18]、囚禁离子 [19]、氮空位中心 [20]和超
导量子比特 [21]等多种平台中取得了成功应用。在此
框架基础上，我们引入了时间重新标度反馈量子算法
（TR-FQA），通过修改参考哈密顿量的时间依赖性来
提高标准 FQA的效率，有效地实施了一种改进收敛并
减少电路深度的 STA协议。当应用于优化问题时，该
方法被称为 TR-FALQON。为了说明其有效性，我们
在MaxCut问题上测试了TR-FALQON，并在ANNNI
模型上测试了 TR-FQA，展示了在收敛和计算效率方
面的改善。

本文组织如下。在第二节中，我们简要介绍了量
子李雅普诺夫控制及其与 FQA的关联。在第三节中，
我们介绍了时间重标度方法，并给出了 TR-FQA的公
式。在第四节中，我们描述了用于评估我们的方法的
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两个案例研究：代表组合优化任务的最大割问题和涉
及量子基态准备的 ANNNI 模型。在第五节中，我们
展示了我们的数值结果，强调了 TR-FALQON和 TR-
FQA带来的改进。最后，在第六节中，我们总结了我
们的发现，并讨论了潜在的未来研究方向。

II. 量子李亚普诺夫控制和反馈量子算法

量子李雅普诺夫控制（QLC）[22, 23]是一种用于确
定控制函数的方法，这些控制函数可以渐近地引导量
子系统的演化趋向于期望的目标状态。为了说明 QLC
的原则，我们考虑一个由时变哈密顿量 H(t) = Hp +

β(t)Hd所支配的系统，其动力学由时变薛定谔方程（其
中 h̄ = 1）所描述：

i
d

dt
|ψ(t)〉 = (Hp + β(t)Hd) |ψ(t)〉 . (1)

这里，|ψ(t)〉是系统在时间 t的状态矢量。操作符Hp和
Hd是无量纲哈密顿量，其中Hp编码要解决的问题（问
题哈密顿量），而 Hd 表示驱动或控制哈密顿量。标量
函数 β(t)是一个随时间变化的控制参数，耦合到 Hd。
目标是设计 β(t)，使得系统通过最小化一个被称为李
雅普诺夫函数的目标函数 J(t)进化到 Hp 的基态。在
此上下文中，J(t)被定义为 Hp的期望值：

J(t) = 〈ψ(t)|Hp |ψ(t)〉 . (2)

通过最小化 J(t)，系统趋向于 Hp 的基态。控制函数
β(t)被选择以确保 J(t)随时间单调递减，即，

dJ(t)

dt
≤ 0, ∀ t. (3)

计算 J(t)的时间导数得到：

dJ(t)

dt
= A(t)β(t), (4)

其中 A(t) = 〈ψ(t)| i[Hd,Hp] |ψ(t)〉。为了保证方程 (3)
中的条件，我们要求：

β(t) = −ωf(t, A(t)) (5)

其中 ω > 0 和 f(t, A(t)) 是满足所有 A(t) 6= 0 的
f(t, 0) = 0 和 A(t)f(t, A(t)) > 0 的连续函数。这确
保了 J(t)单调递减，使系统趋向目标状态。

方程 (5)在选择β(t)上提供了灵活性。最简单也是
最常见的选项是设定 ω = 1并选择 f(t, A(t)) = A(t)，
从而导致：

β(t) = −A(t) (6)

一个显然满足方程 (3) 中条件的选择，因为 dJ(t)
dt

=

−[A(t)]2 ≤ 0。必须强调的是，Hp 和 Hd 不得交换，
否则对于所有的 t，A(t) = 0将成立，系统将不再向基
态演化，因为代价函数 J(t)会保持不变。

在此控制策略的基础上，FQA 作为专为基态准备
设计的量子算法被开发出来。它基于量子李雅普诺夫
控制，并迭代构建一个参数化量子电路。与依赖经典
优化器调整电路参数的变分量子算法不同，FQA 采用
完全基于量子反馈的机制。在每次迭代中，新一层量
子门的参数会根据前一层产生的状态测量结果进行更
新。这一持续的反馈过程引导系统趋向问题哈密顿量
的基态。

算法的动力学可以从薛定谔方程的通解中理解，
即式 (1)：

|ψ(t)〉 = T e
´ t
0
−i(Hp+β(t′)Hd)dt

′
|ψ(0)〉 , (7)

其中 T 是时间排序算子。将时间间隔 [0, t]离散化为持
续时间为∆t的 k步骤序列，并应用 Trotter-Suzuki分
解 [24]，我们得到离散形式：

|ψk〉 = Ud(βk)Up . . . Ud(β2)UpUd(β1)Up |ψ0〉 , (8)

其中 Ud(βk) = e−iβkHd∆t 和 Up = e−iHp∆t，βk 由与第
βk ≈ β(k∆t)层（k）相关的控制参数给出，而 |ψk〉则
由应用第 |ψk〉 ≈ |ψ(k∆t)〉层（k）后的系统状态给出。
为了确保系统趋向于 Hp的基态，我们定义 βk 为：

βk = −Ak−1 = −〈ψk−1|Hp |ψk−1〉 , (9)

从而建立了反馈定律，指导后续层的构建。

FQA从将电路准备到初始状态 |ψ0〉开始，这应该
很容易生成。在选择适当的时间间隔∆t并定义层数 `

后，应用第一层，该层由幺正算子 e−iHp∆t和 e−iHd∆t

组成，其中 β1 = 0。对于每一新的层 k，应用运算符
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Figure 1. 示例图的 FQA[10]。过程从状态 |ψ0〉开始，在每一层 k中，依次应用幺正算子 e−iHp∆t 和 e−iHd∆tβk。参数 βk 在每次
迭代中自适应调整。这一动态反复进行，引导状态 |ψ〉通过各层直到达到所需的解决方案。

e−iHp∆t 和 e−iHd∆tβk，并根据公式 (9)调整 βk，使用
前一层生成的状态。术语“反馈”指的是这个过程，在
此过程中，后续层的参数基于当前状态的测量结果来
确定。这一循环反复进行直到状态接近基态，每次迭
代成本函数 Jk = 〈ψk |Hp|ψk〉都会减小。图 1说明了
FQA的操作。
详细描述了标准 FQA的结构和操作后，我们现在

转向本工作中引入的改进。在接下来的部分中，我们
将介绍时间重标度方法，该方法作为提高算法效率和
减少电路深度的基础。

III. 时间重标度方法

时间重新标度方法由 Bertulio在 [25]中引入，并
由 Ferreira在 [26]中进一步发展。该方法修改了量子
系统哈密顿量的时间依赖性，改变其演化动力学，使
目标终态能够更高效地达到，无论是通过加速还是减
速过程以满足需要。

为了形式化这一想法，考虑一个由时间依赖哈密
顿量H(t)支配的量子系统，在时间区间 t ∈ [0, tf ]内演

化，并通过薛定谔方程描述。相应的幺正演化给出为：

U (tf ) = T exp
{
− i

h̄

ˆ tf

0

H (t′) dt′
}
. (10)

系统的动力学可以通过重标度函数 t = f(τ) 进行修
改，该函数重新定义了时序演化。应用这个变量变化，
幺正演化可以重写为：

U (tf , 0) = T exp

{
− i

h̄

ˆ f−1(tf )

f−1(0)

H(f(τ))ḟ(τ)dτ

}
.

(11)
此表达式描述了由重新缩放的哈密顿量支配的系统演
化：

H(τ) = H(f(τ))ḟ(τ), (12)

这依赖于重新缩放函数 f(τ) 及其时间导数 ḟ(τ)。
因此，如果重标度系统的演化发生在区间 τ ∈
[f−1(0), f−1(tf )]，它将产生与原始演化 H(t) 相同的
最终状态 |ψ(tf )〉，前提是两者都从相同的初始状态
|ψ(0)〉开始。

这表明，通过适当选择 f(τ)，由H(τ)支配的过程
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Figure 2. TR-FQA的示例图。该过程始于初始状态 |ψ0〉。在每一层 k中，单位算子 e−iHpḟ(k∆τ)∆τ 和 e−iHdḟ(k∆τ)∆τβ̃k 依次应用，
并自适应地调整参数 β̃k。

可以相对于原始演化加速（∆τ < ∆t）或减速（∆τ >

∆t），其中 ∆t = tf − 0。如果原始演化对应于一个绝
热变换，并且函数 f(τ)被选择为：(i) 初始时间一致，
即 f−1(0) = 0；(ii)终止时间缩短，f−1(tf ) < tf；以及
(iii) 初态和终态的哈密顿量保持不变，H(0) = H(0)

和 H(f−1(tf )) = H(tf )，则时间重标度方法可以被归
类为快速绝热通道。

一种常用的重缩放函数是：

f(τ) = aτ − tf
2πa

(a− 1) sin
(
2πa

tf
τ

)
, (13)

其中 a是一个控制时间压缩的参数。另一种可能是多
项式函数：

f(τ) =
2(a2 − a3)

t2f
τ3 +

3(a2 − a)

tf
τ2 + τ. (14)

这些函数允许在不改变系统最终状态的情况下修改系
统的时态演化，总演化时间为 ∆τ = ∆t/a。

现在我们已经描述了时间重标度方法背后的核心
思想，我们将在此基础上将其适应于 FQA框架。通过

修改算法的演化动力学，这种适应性提升了性能，并
使期望的解决方案更高效地达成，减少了计算时间。

A. 时间重新标度反馈量子算法

基于时间重标度方法，我们可以将其适应用于
FQA。为此，我们考虑应用于时变哈密顿量的形式为
H(t) = Hp + β(t)Hd 的薛定谔方程，其中 Hp 代表问
题哈密顿量，Hd 是驱动哈密顿量，β(t)是控制函数。
演化方程由下式给出：

d

dt
|ψ(t)〉 = −iH(t) |ψ(t)〉 . (15)

通过时间变换 t = f(τ)进行重标度后，上述方程变为：

d

dτ
|ψ(τ)〉 = −iH(τ) |ψ(τ)〉 ,

= −iH(f(τ))ḟ(τ) |ψ(τ)〉 .
(16)

为了获得这种情况下的控制函数，我们遵循在
FQA中使用相同的步骤。首先，我们计算沿重新缩放
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演化过程中 Hp期望值的时间导数：

d

dτ
〈ψ(τ)|Hp |ψ(τ)〉 = i 〈ψ(τ)|H(τ)Hp −HpH(τ) |ψ(τ)〉 ,

= i 〈ψ(τ)| [H(τ),Hp] |ψ(τ)〉 ,

= iḟ(τ) 〈ψ(τ)| [H(f(τ)),Hp] |ψ(τ)〉 ,

= β(f(τ))ḟ(τ) 〈ψ(τ)| i[Hd,Hp] |ψ(τ)〉 ,

= β̃(τ)A(τ)ḟ(τ),

(17)

其中我们定义了 A(τ) = 〈ψ(τ)|i[Hd,Hp]|ψ(τ)〉，它量
化了Hd和Hp之间的非交换性，以及 β̃(τ) = β(f(τ))，
表示在重新缩放时间下评估的控制函数。

为了确保成本函数，定义为 Hp 的期望值在整个
演化过程中减少，我们确定一个满足以下条件的控制
函数 β̃(τ):

d

dτ
〈ψ(τ)|Hp |ψ(τ)〉 ≤ 0, ∀τ. (18)

满足此条件的选择是:

β̃(τ) = −ω F (τ, A(τ))G(ḟ(τ)), (19)

其中 ω > 0, F (τ, A(τ)) 是对于所有 A(τ) 6= 0 都具有
F (τ, 0) = 0 和 A(τ)F (τ, A(τ)) ≥ 0 的连续函数，且
G(ḟ(τ))是具有 G(ḟ(τ))ḟ(τ) ≥ 0的连续函数。我们将
采用 ω = 1,F (τ, A(τ)) = A(τ)和 G(ḟ(τ)) = 1/ḟ(τ)，
从而使 β̃(τ)变为：

β̃(τ) = −A(τ) 1

ḟ(τ)
. (20)

以这种方式选择 β̃(τ)确保函数 J(τ)随时间减少。

现在，我们可以调整 FQA电路以包含重新缩放的
时间。为此，我们在区间 τ0 = 0到 τf = f−1(tf )中考
虑时间的重新缩放演化，将其离散化为 k 步，每步时
间为∆τ。这种演化可以通过单位算子的一系列应用来
描述：

U(τ) = exp
(
−i(Hp + β̃(τ)Hd)ḟ(τ)∆τ

)
. (21)

将算子 U(τ) 应用于状态 |ψ(τ)〉 产生更新后的状态
|ψ(τ +∆τ)〉。为了在量子电路中实现 U(τ)，我们使用

Trotter 近似，这使我们能够将 U(τ)表达为：

U(τ) = Ud(β̃(τ))Up (22)

其中 Ud(β̃(τ)) = exp
(
−iHdβ̃(τ)ḟ(τ)∆τ

)
和 Up =

exp
(
−iHpḟ(τ)∆τ

)
。从这个分解中，我们可以描述在

这些 Trotter 化算子连续应用 k 次后 FQA 电路的结
果状态：

|ψk〉 = Ud(β̃k)Up . . . Ud(β̃2)Up Ud(β̃1)Up |ψ0〉 , (23)

其中 |ψk〉 是第 k 层应用后的电路状态 (|ψk〉 ≈
|ψ(k∆τ)〉)，而 βk 是第 k 层的控制参数 (β̃k ≈
β̃(k∆τ))。同样，类似于标准 FQA，由于需要提前确定
βk 来构建状态 |ψk〉，我们使用上一次迭代的状态。对
于足够小的时间间隔，这个状态近似于 |ψk〉，使我们
可以如下定义反馈律：

β̃k = −Ak−1
1

ḟ(k∆τ)
= −〈ψk−1|Hp |ψk−1〉

1

ḟ(k∆τ)
.

(24)
这样，我们可以将 FQA适应以包含时间重缩放。

图 2说明了 TR-FQA的操作。
如我们可以看到，TR-FQA 利用时间重标度来加

速收敛，通过减少总演化时间提高 FQA 的效率。此
外，由于重标度函数依赖于 a和 tf，TR-FQA 的行为
也会随着这些参数的变化而变化，必须仔细调整以达
到预期的性能。

IV. 优化和状态准备的应用

为了说明时间重标度反馈算法的有效性和灵活
性，我们考虑两个不同的问题。第一个是著名的组合
优化问题MaxCut，它作为评估 TR-FALQON在优化
上下文中性能的基准。第二个是ANNNI模型，一个用
于测试 TR-FQA准备基态能力的量子多体系统。

A. 最大割问题

最大割问题 [27, 28]是一个图上的组合优化问题。
给定一个图 G = (V,E)，目标是将顶点集 V 分成两
个子集 S 和 S′，使得连接不同子集中顶点的边的数量
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e ∈ E最大化。如果边具有权重，则目标是最大化跨越
划分的边的权重之和，即所谓的割。

为了使用量子算法解决最大割问题，该问题被映
射到一个量子哈密顿量上。每个顶点 i ∈ V 与一个量
子比特关联，其中状态 |0〉和 |1〉表示划分的两个子集：
|0〉意味着该顶点属于一个子集，而 |1〉则意味着它属于
另一个子集。问题可以被公式化为一个伊辛哈密顿量：

H = −
L−1∑
i,j=0

wij

2
(1 − σi

zσ
j
z). (25)

这里，wij 表示连接顶点 i和 j 的边的权重。如果图是
无权的，则对于所有边都有wij = 1。术语 (1−σi

zσ
j
z)在

量子比特处于不同状态（|0〉和 |1〉）时评估为 1，意味着
相应的边被切断；当它们处于相同状态时评估为 0，意
味着边未被切断。该哈密顿量的基态对应于 MaxCut
的最优解。

B. ANNNI 模型

轴向次近邻伊辛模型，即 ANNNI 模型 [29, 30]，
是传统伊辛模型的扩展。它描述了排列在一维链中的
自旋-1/2的行为，其中自旋与它们最近和次近的邻居
各向异性地相互作用。

描述 ANNNI模型的哈密顿量由下式给出：

HA(κ, g) = −J
L−1∑
j=0

(
σz
jσ

z
j+1 − κσy

j σ
y
j+2 + gσx

j

)
(26)

其中 L是自旋链的大小，而 σx
j、σ

y
j 和 σz

j 则是对应于
位置 j 处的自旋分量的泡利矩阵。在这项工作中，我
们采用周期性边界条件，使得 σL = σ0 和 σL+1 = σ1。
参数 J 是铁磁最近邻相互作用的耦合常数，它是正的，
并定义了能量尺度（J = 1）。项 κ是非尺寸耦合常数，
描述次近邻之间反铁磁相互作用的强度。项 g 是一个
无量纲耦合常数，描述作用于系统的横向磁场的强度。

V. 结果

在本节中，我们展示了使用TR-FQA进行的分析，
并将其分为两个部分。在第一部分中，我们研究了算法
解决优化问题的表现，称之为 TR-FALQON。作为测
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Figure 3. FALQON 和 TR-FALQON 在不同时间重标度函数
下的性能比较，展示了从准备状态获得问题解的概率与不同层
数的关系。图（a）给出了一个 16顶点图的结果，在此结果中，
FALQON 使用了 ∆t = 0.04，400层，而 TR-FALQON 使用
了 ∆τ = 0.04，400层，a = 2和 tf = 16。图 (b)展示了具有
24个顶点的图的结果，其中 FALQON使用了∆t = 0.03、600
层，而 TR-FALQON则使用了 ∆τ = 0.03、600层、a = 2和
tf = 18。

试案例，我们考虑MaxCut问题，采用方程 (25)中定
义的哈密顿量为Hp。在第二部分中，我们评估了 TR-
FQA在量子态制备中的有效性，分析其在 ANNNI模
型中的表现，在此采用了方程 (26)中描述的哈密顿量
作为Hp。在这两个模拟中，所使用的驱动哈密顿量是：

Hd =
L∑

j=1

σx
j . (27)

系统最初处于以下状态：

|ψ0〉 =
L∏

i=1

1√
2
(|0〉+ |1〉), (28)

其中 L 对应于编码问题所需的量子位数。在最大割
（MaxCut）的情况下，L 等于图中的顶点数，而对于
ANNNI模型，它对应于链中的格点数。

A. 最大割问题的应用

图 3比较了使用时间重标度函数 f1（公式 13）和 f2

（公式 14）的 FALQON和 TR-FALQON的性能。面板
3(a)显示了 16个顶点图的结果。对于浅层电路（例如，
50层），获得正确解的概率在所有方法中都很低。然而，
在这个早期阶段，TR-FALQON 已经优于 FALQON。
随着层数的增加，TR-FALQON的成功概率显著提高，
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特别是在 100和 200层时，它一直超越 FALQON。在
400 层时，正如预期的那样，TR-FALQON 的优势减
弱，标准 FALQON的性能赶上来了。这是因为当电路
足够深时，系统有足够的演化时间达到基态，即使没
有时间重标度也能做到这一点，从而减少了基于捷径
方法的相对益处。
面板 3(b) 展示了一个有 24 个顶点的图的结果。

在这种情况下，TR-FALQON 整体上保持了明显的优
势，随着层数的增长，成功概率增加得更快。重新缩
放函数 f1提供了最佳的整体性能，展示了时间重新缩
放在组合优化问题中加速收敛的潜力。值得注意的是，
在这种情况下，标准 FALQON 尚未达到任何重缩放
方法在此深度下的性能水平，表明算法尚未完全收敛
到给定层数的状态。

B. ANNNI 模型的应用
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Figure 4. 数值模拟比较了应用于 ANNNI 模型的不同链配置
和 κ及 g值的 FQA与TR-FQA。TR-FQA模拟使用函数 f1进
行，每个面板中指定了 a和 tf 的值。对于具有 L = 8个站点的
链，采用了 ∆t = ∆τ = 0.01，而对于 L = 12个站点，则使用
了 ∆t = ∆τ = 0.005。在这些面板中，虚线代表基态能量，而
曲线显示了代价函数 J = 〈Ψk|H|Ψk〉随层数 k的收敛情况。

图 4 探索了将 FQA 和 TR-FQA 算法应用于
ANNNI 模型时的可扩展性，使用时间重标度函数 f1

和不同的链尺寸 L。模拟是在各种配置的 κ和 g 下进
行的，旨在评估每个算法将系统驱动至其基态的能力。
面板表明随着系统规模的增加，需要更多的层 k 来实
现收敛。然而，TR-FQA 相比 FQA 保持了更优的表
现，更快地收敛到基态能量。在重标度协议中，配置为
a = 3的特别有效，与标准 FQA相比减少了超过 500
层的电路深度。此外，结果强调了选择适当的最终时
间 tf 的重要性，对于较大的系统和较高的 a值，必须
增加该时间以保持高效的收敛。

VI. 结论

在这项工作中，我们探讨了时间重新标定对基于
反馈的量子算法性能的影响，引入了 TR-FQA和 TR-
FALQON 变体作为 FQA 和 FALQON 的时间重新标
定版本。这些算法被应用于两个不同的任务：解决组
合优化问题（MaxCut）和在量子多体系统中制备基态
（ANNNI模型）。我们的结果表明，TR-FALQON显著
提高了电路早期阶段的收敛性，在更少的层数下实现
了更高的成功概率。同样，在制备基态的背景下，TR-
FQA 始终优于标准 FQA。值得注意的是，时间重新
标定方法能够减少超过 500层的电路深度同时保持准
确性。这突显了时间重新标定的潜力，因为标准和重
新标定的方法仅在算法已经接近收敛时产生可比的结
果，这是一个需要电路显著更深的情况。这使得所提
出的方法对近期量子设备特别有价值，在这些设备中，
电路深度是一个关键约束条件。
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