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黑洞解在

量子现象学引力动力学中
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我们研究了基于时空热力学的量子引力现象学方法中的黑洞解，该方法由 Alonso-Serrano和 Liška
发展。场方程是无迹的，类似于幺正引力，并包括二次曲率修正。我们发现，在这一理论中，静态、球对
称、真空时空中分裂成两个分支。第一个分支与幺正引力中的相应解无法区分，描述了 Schwarzschild-
(Anti) de Sitter黑洞。第二个分支则描述了无视界解，并且以空间曲率的大值为特征。我们分析了这
两个分支上的度规一阶摄动的动力学，表明在这个水平上没有偏离幺正引力。

I. 介绍

近年来寻找量子引力的一种方法是通过分析其在普朗克能量尺度以下实验可及范围内的可能效应作为对经典引力
预测的修改，这被称为量子引力现象学。由于热力学已成为重力研究中极其有用的工具，几年前在 Ref.[1]中提出了一
个基于时空热力学的模型无关且理论不可知的量子引力现象学方法。该方法基于 Jacobson 从时空热力学推导出爱因
斯坦场方程的方法 [2–4]的推广。通过在热力学输入数据中引入由于量子引力修正而产生的额外引力熵贡献来实现这
种推广，这可能在普朗克能量尺度以下也起作用。不同的量子引力方法预测了 Bekenstein 熵的对数修正 [5–8]（以及
纠缠熵），从而为具有所需普遍性的现象学方法提供了基础。这导致了包含量子修正的爱因斯坦场方程的修改。有趣的
是，由此产生的场方程是无迹的，就像单模引力一样（关于单模引力，请参见 Refs.[9–11]及其中的参考文献）。以前
的工作分析了该理论中宇宙时空的动力学，表明在早期时期与标准宇宙学有显著偏差 [1, 12–14]。

在这项工作中，我们对当前理论中的真空、静态、球面对称解进行了全面分析，并考察了可能与广义相对论的偏
差。特别地，我们展示了由于解空间的分支，Birkhoff定理在此理论中不成立。还详细分析了这些背景周围扰动的动
力学。

本文组织如下。在第 II节中，我们简要回顾了“量子现象学引力动力学”的场方程。在第 III节中，我们分析了
球对称静态解，并表明解空间分为两个分支。在第 IV节中，我们推导了这两个分支上的扰动的动力学方程，并将它们
与幺模引力和广义相对论中的扰动动力学进行了比较。提供了一个技术附录，在其中我们回顾了幺模引力和广义相对
论中施瓦西-（反）德西特几何的扰动动力学。

II. 量子现象学引力动力学简述

我们简要介绍了运动的通用现象学方程，这些方程是通过遵循与时空热力学中经典导出方程相似的步骤获得的。
为此，首先构造一个局部观察者依赖的地平线，在该地平线上可以施加平衡条件。由于平衡条件，总熵的变化必须为
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零，它是物质场的半经典熵通量和地平线几何熵变化之和（后者通常被解释为纠缠熵）[关于这种构造的详细讨论，请
参见参考文献 [15]]。对于我们的目的，在这里我们直接提出了在参考文献 [1]中导出的结果场方程

G ν
µ := S ν

µ − ακSµρS
ρν +

ακ

4

(
RρσR

ρσ − R2

4

)
δ ν
µ = κ

(
T ν
µ − T

4
δ ν
µ

)
, (2.1)

其中 Sµν := Rµν −R/4 gµν 是里奇张量的无迹部分，Tµν 是物质的能量-动量张量。参数 α是一个无量纲常数 1，它直
接来源于熵中的额外对数修正项，并在不同的量子引力候选理论和计算量子引力校正的多种方法中取不同的值（尽管
在每种此类方法中仍然扮演着普遍常数的角色），当接近普朗克尺度时，它给出了相关贡献。因此，这样一个参数的具
体数值特定于给定的量子引力方法，为了通用性我们将保持其自由状态。请注意，方程 (2.1)是无迹的，并且当 α = 0

减少到不引入量子引力修正时即恢复为单模引力的场方程。
对等式 (2.1)的两边取协变散度，并使用缩并的 Bianchi 恒等式 ∇ν(Rµν − 1

2Rgµν) = 0，我们得到 [1]

1

4
∇µR− ακ∇ν (SµρS

ρν) +
ακ

4
∇µ

(
RρσR

ρσ − R2

4

)
= κ

(
∇νT

ν
µ − 1

4
∇µT

)
. (2.2)

与广义相对论不同，但类似于单模引力（其场方程也是无迹的），物质场的应力-能量张量的守恒不能从 Bianchi 恒等
式中得出，而是构成一个独立假设 [1, 9]。我们将在此假设下工作，即 ∇νTµν = 0，贯穿全文。我们注意到方程 (2.2)
的结构比单模引力中的对应方程更为复杂，特别是由于左边的第二项，在一般的时空几何中无法表示为标量函数的梯
度。然而，对于某些对称时空，公式 (2.2)仍然可以明确地积分。在这种情况下，宇宙常数作为积分常数出现，这与单
模引力 [9]完全类似。这一性质已在 Refs.[1, 13]中讨论过对于宇宙时空的情况。在下一节中我们展示某些真空球对称
时空中也存在类似的特性。

III. 真空解在球对称中的应用

让我们考虑一个静态且球对称的度规的一般假设

ds2 = −e2ν(r)F (r)dt2 + dr2

F (r)
+ r2 dΩ2 , (3.1)

其中 r是面积半径，dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2 表示单位 2-球面上的圆度度规。将 (3.1) 代入场方程 (2.1)并假设真空时
空间（即，Tµν = 0），我们得到以下一组动力学方程

4r3G t
t = 2ακF ν′ (rFν′ −A)− rA− 4r2Fν′ = 0 , (3.2a)

4r3G r
r = 2ακF ν′ (rFν′ +A)− rA+ 4r2Fν′ = 0 , (3.2b)

4r2G θ
θ = A+ 2ακF 2ν′ 2 = 0 , (3.2c)

G ϕ
ϕ = G θ

θ = 0 , (3.2d)

其中，为了方便表示，引入了辅助函数

A := r2F ′′ + 3r2F ′ν′ + 2F
(
r2ν′′ + r2ν′ 2 − 1

)
+ 2 . (3.3)

在本文中，撇号表示关于径向坐标 r的导数。为了使记号更简洁，F 和 ν对 r的函数依赖性是隐含的。由于线元素 (3.1)
的对称性，G ν

µ 的其余分量恒为零。显然，上述方程并非全部独立。事实上，取方程 (3.2a)和 (3.2b)的线性组合，我
们得到

−2r2
(
G r
r + G t

t

)
= A+ 2ακF 2ν′ 2 = 0 , (3.4a)

r3
(
G r
r − G t

t

)
=
(
2r2 + ακA

)
F ν′ = 0 . (3.4b)

1 这里我们使用 κ = 8πGN，与 c = 1使得 ακ = D`2P 来自参考文献 [1]的方程（3.43）和 α包括一个 h̄因子。
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我们观察到方程 (3.4a)与角方程 (3.2c)相同。因此，方程 (3.4a)和 (3.4b)表示该系统的一组最小独立方程。
给定方程 (3.4b)的因式分解形式，我们可以识别出两个不同的分支，这取决于 ν′或括号中的项组合是否消失。因

此，在这个理论中 Birkhoff定理不成立。以下子节将分别分析这两个分支。如下面所示，第一个分支上的解并不涉及
任何偏离广义相对论的情况，而第二个分支上的解则具有显著的 α依赖修正。

A. 分支 I

在这个分支上，通过要求 ν′ = 0满足方程 (3.4b)。这意味着 ν(r) = ν0，其中 ν0是一个常数。将代入方程 (3.2a)，
我们得到

r2F ′′ − 2F + 2 = 0 , (3.5)

其通解为

F (r) = 1− 2GM

r
− Λ

3
r2, (3.6)

其中质量M 和宇宙学常数 Λ作为自由积分常数出现。事实是 Λ作为一个积分常数出现，这是场方程无迹的一个基本
结果。这类似于单模引力 [9]，并且已经在手头理论的宇宙学解中观察到了类似的性质 [1, 13]。

因此，该分支上的解是施瓦茨希德-（反）德西特黑洞。我们还观察到这类解不依赖于 α，因而与广义相对论中的
相应解无法区分。出于这个原因，在下文中我们将把这个分支称为“GR分支”。

B. 分支 II

接下来，我们考虑 ν′ 6= 0 的情况。然后，为了满足方程 (3.4b) 我们要求括号内的项组合为零，即

2r2 + ακA = 0 . (3.7)

通过结合方程 (3.7)和方程 (3.2c)来消除 A可以得到一个关于 ν 的简单方程

(ακ)2F 2ν′ 2 − r2 = 0 . (3.8)

这可以通过四次积分求解

ν(r) =
σ

ακ

∫
dr r

F (r)
where σ := ±1 . (3.9)

将方程 (3.9)代入方程 (3.2b)我们得到一个二阶非线性常微分方程 F (r)

(ακ)2r2F F ′′ + σ ακ r3F ′ + 2F
[
(ακ)2 + (1 + σ)ακ r2

]
− 2(ακ)2F 2 + 2r4 = 0 . (3.10)

方程 (3.10)的一个精确解是

F (r) = 1 +
r2

ακ
, with σ = −1 . (3.11)

将解 (3.11)代入方程 (3.9)，我们得到

ν(r) = −1

2
log
(
1 +

r2

ακ

)
+ ν0 , (3.12)

其中 ν0 是一个积分常数。将解 (3.11)和 (3.12)插入线元素 (3.1)中，我们得到

ds2 = −e2ν0dt2 +
(
1 +

r2

ακ

)−1

dr2 + r2dΩ2 . (3.13)
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通过重新缩放时间坐标为 t 7→ e−ν0 t并引入新的坐标 χ ，定义为 χ = arcsin (r/r0)对于 α < 0和 χ = arcsinh(r/r0)对
于 α > 0 ，其中 r0 :=

√
|α|κ ，我们可以重新表达 (3.13)为

ds2 = −dt2 + r20
(
dχ2 + sin2 χdΩ2

)
, for α < 0 , (3.14a)

ds2 = −dt2 + r20
(
dχ2 + sinh2 χdΩ2

)
, for α > 0 . (3.14b)

这些是静态时空，其常数-t切片的拓扑分别为一个 3球面和一个 3双曲面，且两者都具有空间曲率半径 r0 。我们注意
到，如果 α ∼ O(1) ,r0 是普朗克长度 `Pl =

√
κ 的量级。有趣的是观察到解 (3.14a),(3.14b)分别对应于具有常数尺度

因子的“冻结”FLRW宇宙，且其拓扑结构分别为封闭和开放。它们的稳定性将在第 IV B节中进行探讨。
有趣的是，解 (3.11)并不是方程 (3.10)唯一允许在 r

F (r) =

∞∑
n=−L

an

(
r√
|α|κ

)n

, (3.15)

中进行幂律展开的解，其中 L是一个有限且正整数。将 (3.15)代入方程 (3.10)，我们得到展开系数 an的一组代数非线
性方程。我们发现系数 a−k = 0 = a2k+1（其中 k是任意正整数）对于两种情况 σ = ±1都为零。特别地，由于 a−1为
零，这阻止了我们使用这种假设来获得类似史瓦西的解。一方面，在 σ = 1的情况下，我们获得了一个唯一解，为此
提供了前几个展开系数：a0 = 0 = a2, a4 = −1, a6 = 4, a8 = −25, a10 = 226 。另一方面，固定 σ = −1，我们得到
两个解。第一个由以下系数给出：a0 = 0 = a2, a4 = −1, a6 = −2, a8 = −11, a10 = −82 . . . ，而第二个也是更不平
凡的解由

a0 = 1 , a4 =
a2 − 1

5
, a6 =

7a2 − 5a22 − 2

70
, a8 =

70a32 − 127a22 + 77a2 − 20

1890
,

a10 =
−9450a42 + 21110a32 − 19091a22 + 8857a2 − 1426

415800
.

给出。我们注意到后者解由系数 a2 参数化，该系数不能通过方程 (3.10)确定。通过选择特定的 a2 = 1，所有高阶系
数消失，并恢复解 (3.11)。

更一般地说，很容易证明分支 II的解不描述黑洞，因为这些解没有事件视界。实际上，假设F (r)在 r = r̃ 6= 0处有一
个零点，方程 (3.10)暗示F ′(r̃) = −2σr̃/(ακ)。将此结果代入方程 (3.9)，我们得到，在接近 r̃，ν(r) ≈ − 1

2 log(r/r̃ − 1)+C

处，其中 C 是一个积分常数。因此，我们有 gtt(r̃) = 2σr̃2 exp(2C)/(ακ) 6= 0，这表明在 r = r̃处没有视界。对于这种
解，方程 (3.10)可以通过在 r̃周围进行幂级数展开系统地求解。这样的解在 r̃附近是解析的，并表示为

F (r) = −2σr̃

ακ
(r − r̃)−

(
2

r̃2
+

2 + σ

ακ

)
(r − r̃)2 +O(r − r̃)3 . (3.16)

因此，对于 σ 的任一符号，(3.16) 给出一个由 r̃ 参数化的单参数解族。上述结果还表明此类解没有一个明确定义的
α → 0极限。

IV. 扰动的动力学

在本节中，我们分析两个分支上的首次扰动的动力学。扰动的度量是

gµν := gµν + hµν , (4.1)

其中 gµν 是背景度量，hµν 表示度量扰动。由于我们感兴趣的背景是真空状态，物质场的能量-动量张量的第一个非平
凡贡献出现在扰动级别。假设度量和物质扰动的阶数相同，即 |hµν | , |Tµν | ∼ O(ε)，其中 ε � 1 。在下面的内容中，
我们将进行符号转换：用它们的带杠对应物替换方程 (2.1)中的所有量，并继续以 ε为基准展开扰动。从此以后，无杠
量将指代背景。此外，指标将使用背景度量来提升。依照此方案，场方程 (2.1)可以在一阶 ε下进行微扰展开。在以下
的小节中，我们将研究背景解在两个分支上的线性微扰的动力学。
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A. 分支 I扰动

如第 III A节所示，分支 I的背景解是 Schwarzschild-(Anti) de Sitter黑洞。展开场方程 (2.1)在这样的背景周围，
我们得到一阶的 ε

S(1)
µν = κ

(
Tµν − T

4
gµν

)
, (4.2)

其中

S(1)
µν = Λ

(
hµν − h

4
gµν

)
+

1

2

(
∇µ∇ν h+2hµν −∇µ∇λ hνλ −∇ν∇λ hµλ

)
+

1

4
gµν

(
∇λ∇ρhλρ −2h

)
, (4.3)

是 Sµν 的一级扰动，且 2 := gµν∇µ∇ν ,h := gµνhµν。注意扰动场方程 (4.3)在背景 gµν 下是无迹的：这一性质继承自
完整的场方程 (2.1)。

让我们指出，微扰方程 (4.3)不包含任何 α依赖项。这一性质已经在第 III A节对分支 I 的背景解中观察到，并且
上述方程表明它也适用于这些背景周围的微扰。此外，由于 α校正仅通过二次 Ricci 曲率项进入非线性场方程 (2.1)，
因此对于线性微扰的方程与单模引力中的方程相同。（为了便于比较，在附录中回顾了广义相对论和单模引力中对微扰
的动力学方程。）因此，我们得出结论，在该分支上的第一阶微扰动力学不受当前模型中量子引力激励校正的影响——
无论黑洞的质量和宇宙常数的值如何。

B. 分支 II扰动

转向分支 II背景，我们取精确解 (3.13)作为背景（为了方便，将时间坐标重标度为 t 7→ e−ν0 t）。请注意，与分支
I的解不同，这样的背景不是一个爱因斯坦流形，即 Rµν 6= k gµν，因此从方程 (2.1)到方程 (4.2)的简化在这种情况下
不会发生。相反，我们有 R 0

0 = 0和 R j
i = − 2

ακδ
j
i ，其中 i, j 表示空间指标。

为了研究如何在该分支上的线性化动力学中引入 α-修正，让我们分别考察轴向和极向度规扰动。为简单起见，在
本节中我们专注于真空扰动（即我们假设 Tµν = 0）。

1. 轴向扰动

在 Regge-Wheeler 标准下 [16–19]，假设一个单色轴向扰动，频率为 ω，扰动线元素表示为

ds2 = −dt2 + dr2

1 + r2

ακ

+ r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) + 2e−iωt sin θ
dP`(cos θ)

dθ

(
h0(r)dt+ h1(r)dr

)
dϕ , (4.4)

其中 |h0(r)|, |h1(r)| ∼ O(ε)是线性轴向扰动的径向轮廓，而 P`(cos θ)是次数为 `的 Legendre 多项式。将场方程 (2.1)
展开到线性阶，我们发现角向和径向部分可以因子化（如同广义相对论中那样），并且扰动的径向分布遵循以下一阶常
微分方程系统

iω h′
0 − 2iω

h0

r
+

(
`(`+ 1)− 2

r2
− ω2

)
h1 = 0 , (4.5)

iω h0 +
r

ακ
h1 +

(
1 +

r2

ακ

)
h′
1 = 0 . (4.6)

这一结果表明，在这种情况下也没有来自 α 依赖修正的贡献。方程 (4.6) 和 (4.5) 可以结合起来得到一个二阶常微分
方程 h1 (

1 +
r2

ακ

)
h′′
1 −

(
2 +

r2

ακ

)
h′
1

r
−
[
`(`+ 1)− 2

r2
−
(
ω2 − 1

ακ

)]
h1 = 0 . (4.7)
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现在，我们注意到方程 (4.7)可以通过引入以下辅助函数 Q(r)转换为类似薛定谔的形式，如

h1(r) =
r Q(r)√
1 + r2

ακ

, (4.8)

并变换径向坐标为

dr∗ =
dr√
1 + r2

ακ

. (4.9)

通过这种变换，方程 (4.7)变为

d2Q

dr2∗
+

[
ω2 −

(
`(`+ 1)

r2
+

1

ακ

)]
Q = 0 . (4.10)

在上述方程中，r应该被看作是 r∗的函数。请注意，在大距离情况下，离心势垒的影响可以忽略不计；因此，解要么
是纯粹振荡的，要么根据 ω2 − 1/(ακ)的符号呈指数衰减/不衰减。一旦方程 (4.10)解出 Q(r)，就可以求解方程 (4.6)
来确定 h0。

h0(r) =
i

ω

√
1 +

r2

ακ

(
r Q(r)

)′
. (4.11)

2. 极地扰动

我们可以将上述分析扩展到度规的单色极化扰动。在 Regge-Wheeler规范 [16]中，扰动后的度规为

ds2 = −
(
1 +H0(r)A(t, θ)

)
dt2 + 1 +H2(r)A(t, θ)

1 + r2

ακ

dr2 + 2H1(r)A(t, θ)dtdr + r2
(
1 +K(r)A(t, θ)

)(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
,

(4.12)

其中我们定义了 A(t, θ) := e−iωtP`(cos θ)作为简写符号和 |H0(r)|, |H1(r)|, |H2(r)|, |K(r)| ∼ O(ε)。将此度规代入场方
程 (2.1)并展开到 ε的一阶，我们得到极化扰动的动力学方程。具体来说，我们得到了代数约束方程H2(r) = H0(r)和
以下一组方程用于剩余的动力学变量

iωH1 − (H0 +K)′ = 0 , (4.13a)(
1 +

r2

ακ

)(
H ′′

0 − 2K ′

r
− 2iωH ′

1

)
+

r

ακ
H ′

0 −
(
ω2 +

2

ακ
+

2

r2

)
H0 −

2iω

ακ
rH1 +

`(`+ 1)− 2

r2
K = 0 , (4.13b)(

1 +
r2

ακ

)(
2iωH1

r
−K ′′

)
+

(
2K ′

r
+

3r

ακ

)
K ′ − ω2K +

(
`(`+ 1)

r2
+

2

ακ

)
H0 = 0 . (4.13c)

我们注意到参数 α仅通过背景曲率 ∼ 1/(ακ)进入扰动的动力学方程。上述内容可以组合为

d2W

dr2∗
+

[
ω2 −

(
`(`+ 1)

r2
+

1

ακ

)]
W = 0 , (4.14)

其中我们引入了量W (r) := (H0(r)+K(r))/r和 r∗的定义如 (4.9)所示。以这种形式书写时，极坐标扰动的方程 (4.14)
与变量Q的轴向扰动方程 (4.10)完全匹配。一旦方程 (4.14)被解出，可以通过求积法解出方程 (4.13a)以确定H1。最
后，上述系统的另一个线性无关组合给出了以下动态方程对于 H0，其中W 扮演源的角色(

1 +
r2

ακ

)
H ′′

0 +
2 + 3r2

ακ

r
H ′

0 −
(
`(`+ 1)

r2
+ ω2 +

2r2

ακ

)
H0 =

(
1 +

r2

ακ

)
6W ′(r)

r
+

(
`(`+ 1)− 2

r2
− 2ω2

)
W (r) .

(4.15)

最后，我们观察到，由于方程 (4.10)和 (4.14)具有相同的形式，轴向和极向扰动的准正常模式谱 [20]完全相同。
这种性质在广义相对论中的黑洞背景中早已为人所知 [19, 21, 22]。
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V. 结论

我们表明，在球对称的情况下，量子引力现象动力学的静态真空解分为两个分支。分支 I 的解是 Schwarzschild-
(Anti) de Sitter时空。因此，它们与广义相对论中相应的黑洞解无法区分。另一方面，分支 II的解不描述黑洞。相反，
它们是没有视界的时空，并且以大曲率值为特征。我们在该分支上获得了一个精确解，它描述了一个具有非零空间曲
率（约为普朗克曲率尺度 ∼ `−2

Pl）的非膨胀 FLRW时空。
我们全面证明了分支 I背景的扰动不会引起任何偏离单模引力微扰动力学的现象，无论黑洞质量如何以及宇宙学

常数取何值。对于分支 II，我们集中讨论了上述精确背景解，并考虑了真空引力扰动。我们分别分析了极化和轴向度
规扰动的动力学行为。同样，在这种情况下，无论是哪种极性区段的扰动，都不会偏离单模引力的行为。
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附录：广义相对论和单模引力中 SCHWARZSCHILD-(反)DE SITTER的扰动

在本附录中，我们回顾了广义相对论和幺正引力中线性度量和物质扰动的动力学，这些动力学围绕着相同的施瓦
西-（反）德西特背景。

在广义相对论中的微扰场方程为

2G(1)
µν = ∇µ∇ρhνρ +∇ν∇ρhµρ −2hµν −∇µ∇νh+ (Λh+2h−∇ρ∇σhρσ) gµν − 2Λhµν = 2κTµν , (A.1)

其中 2 := gµν∇µ∇ν ,h := gµνhµν。在与逆背景度量 gµν 缩并后，方程 (A.1)给出

G(1) = 2h−∇ρ∇σhρσ + Λh = κT . (A.2)

方程 (A.1)左边的散度恒为零，∇µG
(1)
µν = 0 ，这是 Bianchi恒等式的线性化版本。因此，对方程 (A.1)两边取散度我

们得到 ∇µTµν = 0 。
另一方面，幺模引力的场方程为 [23]

Sµν := Rµν − R

4
gµν = κ

(
Tµν − T

4
gµν

)
. (A.3)

插入扰动度量 (4.1)并在线性化 Schwarzschild-(Anti) de Sitter背景周围的场方程中，我们得到扰动方程

2S(1)
µν = ∇µ∇ρhνρ+∇ν∇ρhµρ−2hµν−∇µ∇νh+

1

2
(2h−∇ρ∇σhρσ + Λh) gµν−2Λhµν = 2κ

(
Tµν − T

4
gµν

)
. (A.4)

将这些方程与逆背景度量相缩合，可以很容易地实现它们是无迹的。事实上，对等式 (A.4)两边取散度，我们得到

∇ν
(
S(1)
µν +

κ

4
T gµν

)
= κ ∇νTµν . (A.5)

利用线性化的 Bianchi恒等式和 S
(1)
µν = G

(1)
µν − 1

4G
(1)gµν，这个方程简化为

−1

4
∇µ

(
G(1) − κT

)
= κ ∇νTµν . (A.6)
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如果我们进一步假设物质场的能动张量守恒（即∇νTµν = 0，在幺模引力中这是一个独立的假设），我们最终得到

G(1) − κT = c , (A.7)

其中 c是一个积分常数。最后，使用公式 (A.7)可以直接证明公式 (A.4)可以改写为形式 (A.1)，其中宇宙学常数变为
Λ 7→ Λ + c 。
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