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为什么多体纠缠对全息术至关重要
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摘要

我们主张多体纠缠在全息术和全息量子纠错码中普遍存在。我们的论点基于真正的

多重熵，这是一种用于衡量多体纠缠的新指标。我们还讨论了块 IR重构与边界子区域

上的大量多体纠缠之间的联系。
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1 介绍

纠缠和量子信息在我们现代理解量子引力和 AdS/CFT中扮演着关键角色。沿这条路

线取得的开创性进展是以 Ryu-Takayanagi（RT）公式 [1, 2]的发现为标志，该公式将边界

CFT中的纠缠熵与 AdS体内的最小曲面面积联系起来。这开启了“从纠缠中获得几何”计

划 [3, 4]，确立了现在的普遍信念，即体几何数据编码在边界场论的纠缠结构中。

RT公式告诉我们，全息 CFT态必须具有较大的纠缠才能支撑一个体几何。一个自然

的问题是：我们能否分类全息 CFT态的不同类别的纠缠量？或者换一种说法，不同数量的

参与者之间的纠缠如何贡献于这一图景？不幸的是，仅仅通过检查纠缠熵本身无法回答这

个问题，因为它只对纯态中的二分的纠缠敏感。在三体纠缠方面，参考文献 [5]通过研究反

射熵 [6] 和马尔可夫间隙 [7]回答了这个问题。1 然而对于更高阶的纠缠，这仍然是一个开

放问题。

在本文中，我们希望通过论证全息CFT状态必须包含大量 q-部分纠缠对于所有 2 q ≥ 3

来回答这个问题。我们的提议基于两个观察：第一个是全息纠错码 [10]的结构，在那里我

们论证说在全息条件下，其代码子空间自然具有大量的多部分纠缠。第二个是一种新的多

部分纠缠度量称为真实的多熵 [11]，我们论证认为从其提出的几何对偶来看，全息状态下

的该度量是非零的。我们在本节余下部分简要回顾它们。

全息量子纠错码

我们现代全息字典理解中的一个重要部分是实现量子纠错（QEC）在 AdS/CFT [10]

中。中心思想是应该将体和边界的关联视为一个线性映射，该映射将半经典体算子编码到

CFT希尔伯特空间中，然后可以从边界数据“重建”这些信息 [12]。

作为因果楔的扩展，边界子区域R的纠缠楔形区被定义为由R本身及其 RT表面所限

定的体区域，这已被建议为给定 R [13–16] 上数据可重构的区域。这种纠缠楔重构的一个

显著特征是无需访问整个边界即可执行重构。因此，即使某些边界子区域丢失，体算符仍

1参见 [8, 9]以了解关于此主题的最新进展和讨论。
2这里指的是从 q到 O

(
V /`dpl

)
的所有内容，其中 `pl 是普朗克长度尺度，V 是边界 CFT的 d维体积。
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图 1: 边界子区域 R1, R2, · · · 及其相应的纠缠楔（用白色表示）。O表示一个局部算子，即
使失去一些子区域也能被重构。当我们将边界划分为更细的子区域时，O的可能位置（用
灰色表示）会变大。在边界场论中，所有子区域都有独立的自由度。

然可以被重构。此外，丢失子区域的选择是任意的，尽管根据重构局部算符的位置，丢失

的子区域数量受到限制。例如，在图 1中，即使丢失子区域 R1或 R2等，体局部算子 O的

重建也是可能的。

人们长期以来就明白，QEC 的这些性质只有在子系统之间存在纠缠的情况下才有可

能。然而，这种纠缠的确切结构仍然很大程度上是未知的。这是我们研究全息QEC中 q-部

分纠缠的主要动机之一。

真实的多熵

为了研究 q-部分纠缠，我们将使用多熵 [17–19]，这是纠缠熵向 q-部分子系统的一种自

然推广。多熵，记为 S(q)，定义为纯密度矩阵的对称缩合的对数。多熵可以用来量化更高部

分的纠缠。然而，S(q)本身并不是衡量 q-partite 纠缠的良好指标，因为它对所有 ~q-partite

纠缠在 ~q < q中也很敏感。因此，人们无法确定 S(q) 的非零值是由于双向纠缠还是多向纠

缠。为解决此问题，可以定义一个真实的多熵（记作 GM(q)），其具有以下性质 [11]：

• GM(q) 包括 q-部多熵。

• GM(q) 对于所有 ~q色纠缠态在 ~q < q下消失。3

简而言之，应将 GM(q) 视为多部件纠缠包含在多重熵中的不同数量的“不可约表示

3这些状态的示例包括但不限于可分态。例如，在 q = 3 中，它们还包括三角状态。它们是形式为 |ψ〉 =

|ψA1B2
〉 |ψB1C2

〉 |ψC1A2
〉的两体纠缠态。
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分解”。

在实际操作中，GM(q) 可以通过所有较低部分的 ~q-多熵的线性组合明确构造出来，使

用 ~q ≤ q [11, 20]。例如，q = 3真实多熵由

GM(3)(A : B : C) = S(3)(A : B : C)− 1

2
(S(A) + S(B) + S(C)) . (1)

给出对于更高部分的情况，真实多熵带有自由参数。这与一般情况下即使是同一 q也有许

多不同类别的多体纠缠的事实有关。对于 q = 4存在一个自由参数 a:

GM(4)(A : B : C : D) = S(4)(A : B : C : D)− 1

3

(
S(3)(AB : C : D) + S(3)(AC : B : D) + · · ·

)
+ a (S(AB) + S(AC) + S(AD)) + (1/3− a) (S(A) + S(B) + S(C) + S(D)) , (2)

其中 + · · · 表示对所有可能的边界子区域进行求和（总共 6 项）。对于 q = 5我们也有一个

自由参数 b:

GM(5)(A : B : C : D : E) = S(5)(A : B : C : D : E)− 1

4

(
S(4)(AB : C : D : E) + · · ·

)
+

1 + 4b

10

(
S(3)(AB : CD : E) + · · ·

)
+

1− 16b

20

(
S(3)(ABC : D : E) + · · ·

)
(3)

− 1 + 4b

20
(S(AB) + S(AC) + · · · ) + b (S(A) + S(B) + S(C) + S(D) + S(E)) .

我们强调，对于任意正整数 q，真正的多熵可以以直接的方式获得，甚至对于 q > 5也

是如此，这是相对于其他先前提出的多部件纠缠度量的一个主要优势。

2 量子纠错中的码子空间和多体纠缠

我们从量子纠错码（QEC）的角度展示了全息中多体纠缠的重要性。量子纠错码与纠

缠之间的深刻联系已经讨论了很长时间 [21,22]。主要思想是将原始状态编码到具有更大维

度的物理希尔伯特空间的代码子空间中。一般来说，编码后的状态在物理希尔伯特空间中

的子系统之间存在纠缠，并且这种纠缠可以保护量子信息免受错误的影响。与全息相关的
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量子纠错码类型被称为纠错码，在其中，错误仅仅是擦除物理空间中的一个子系统。

这里为了我们的目的，我们展示一个简单的示例，其中我们将一个量子位编码为四个

[23]。编码映射由以下给出：

|0〉 → 1√
2
(|0000〉+ |1111〉) ≡ |0̄〉 , |1〉 → 1√

2
(|1010〉+ |0101〉) ≡ |1̄〉 . (4)

此代码保护物理希尔伯特空间中任何单个量子位的擦除。然而，丢失两个或更多量子位时，

关于原始状态的信息会丢失。读者被鼓励将其视为图 1中全息 QEC 的离散化示例，在其

中一个体量子位编码为四个子区域的边界。

为了大致了解纠错是如何工作的，假设物理希尔伯特空间中的第一个量子比特被擦除。

这相当于对第一个量子比特执行部分迹 Tr1。在这种操作下，我们有

|0̄〉 〈0̄| −→
Tr1

1

2
(|000〉 〈000|+ |111〉 〈111|) , |1̄〉 〈1̄| −→

Tr1

1

2
(|010〉 〈010|+ |101〉 〈101|) ,

|1̄〉 〈0̄| −→
Tr1

1

2
(|010〉 〈111|+ |101〉 〈000|) , |0̄〉 〈1̄| −→

Tr1

1

2
(|111〉 〈010|+ |000〉 〈101|) .

(5)

很容易看出，在这种操作之后，物理子空间中的矩阵元素不会混合，因此可以轻松读出原

始状态。物理希尔伯特空间中其他量子比特的擦除遵循类似的故事。另一方面，如果两个

量子比特被迹化，则会失去可区分性。例如，如果第一个和第三个量子比特被迹化，显然

|0̄〉和 |1̄〉变得相同。如果第一个和第二个量子比特被迹化，则 |1̄〉 〈0̄|和 |0̄〉 〈1̄|都消失并且

失去可区分性。类似地，擦除任何其他两个量子比特也会导致失去可区分性。

这个示例的一个显著性质是，所有由 (4)编码的状态都具有“广义GHZ态”|GHZq〉的

特殊形式，其中包含 q = 4。众所周知，在某些方面，q-量子比特的广义GHZ态是最大纠缠

的 [24]。确实，可以通过显式计算 GHZ态的 q-方真多熵 GM(q)来验证这一点。可以确认，

对于 q = 4，[20]

GM(4)
|GHZ4〉 = (1/3− a) log 2 . (6)

因此编码的状态通常具有非零的多体纠缠。
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我们在这里给出另一个五量子比特的例子，通常称为五量子比特完美张量码 [25]。该

代码可以保护物理希尔伯特空间中任意两个量子比特的丢失。此代码的码字是

|0̄〉 = 1

4

(
|00000〉+ |10010〉+ |01001〉+ |10100〉+ |01010〉 − |11011〉 − |00110〉 − |11000〉

− |11101〉 − |00011〉 − |11110〉 − |01111〉 − |10001〉 − |01100〉 − |10111〉+ |00101〉
)
,

|1̄〉 = 1

4

(
|11111〉+ |01101〉+ |10110〉+ |01011〉+ |10101〉 − |00100〉 − |11001〉 − |00111〉

− |00010〉 − |11100〉 − |00001〉 − |10000〉 − |01110〉 − |10011〉 − |01000〉+ |11010〉
)
. (7)

与 q = 4相反，这些编码状态不是广义的 GHZ 类型。也可以确认，对于这些状态，

q = 5真正的多熵 4在一般情况下是非零的 [20]。一般来说，预期更高阶的 q ≥ 6编码状态

类似于这个 q = 5示例。类似地，可以预期编码的状态通常表现出非零的真实多熵 GM(q)：

GM(q) 6= 0 (for encoded states). (8)

有人可能会反对说，我们在众多可用的量子纠错码中挑选出那些在代码子空间中有大

量多体纠缠的例子，并且确实已知有些代码只需要参数上很小的纠缠 [26]。然而，我们在

这里争论的是它们不具备作为全息代码所需要的特性。全息量子纠错码具有一个非常特殊

的性质：如果我们考虑在体深处的一个操作符 O，那么 O将受到保护，直到整个边界子系

统的二分之一被擦除——这恰好是不违反无克隆原理的情况下能做到的最好结果。有人争

论说，这样的代码只有在存在几乎最大量纠缠的情况下才有可能实现 [27,28]，我们在此节

中给出的两种代码都是很好的例子。是否最大的纠缠意味着大量的多体纠缠仍然是一个开

放问题。然而，基于本节所给的例子和全息学中的各种证据 5，我们认为对于全息量子纠错

码来说情况确实如此。
4确切地说，Rényi版本的真实多熵通常是非零的。
5例如参见 [5, 7, 9]中关于大量三方纠缠的论点以及 [29, 30]中关于全息中大量多体纠缠的提示。
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(a) (b)

图 2: (a) 一个通用的 5路割。切割区域是所有虚线面积之和。请注意，极小曲面的交点总
是三价的。(b) 用于计算 GM(3)的相关极小曲面。

3 全息学中的真实多重熵

我们关于大 multipartite纠缠的主张的另一个证据来自 AdS/CFT中极小曲面的结构。

考虑一个 Σ的 D维 AdS空间的时间切片。我们在下面使用 D = 3，但我们期望对于一般

的 D也存在类似的论点。我们将渐近边界 ∂Σ划分为 q ≥ 3个连通子区域 R1, R2, · · · , Rq，

并评估边界 CFT态的真实多熵 GM(q)(R1 : R2 : · · · : Rq)。如第 1节所示，GM(q)是由多熵

S(p)的线性组合给出的，系数为 p ≤ q。想法是 S(p)具有一个提议的全息对偶 [17]6 ，作为

p-多路割的面积（除以 4GN）在 Σ上。一个 p-多路割是将 Σ分割成 p个子区域 ri的最小面

积划分，使得每个 ri 都包含边界区域 Ri，参见图 2a示例。因此，GM(q) 可以仅通过整体

几何来确定。接下来我们将给出示例（既包括解析方法也包括数值方法），通常情况下

GM(q) = O

(
1

GN

)
(in holography). (9)

这表明与 Σ对偶的边界 CFT 状态具有较大的 q-部分纠缠。

• q = 3

6参见 [31]。
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对于三部分划分，q = 3真正的多熵 (1)由以下线性组合给出：

GM(3)(A : B : C) = γA:B:C − 1

2
(γA + γB + γC), (10)

其中 γA:B:C 是三向切口的面积（如图 2b中的虚线），γA, γB, γC 是 RT 表面的面积。

不难看出 7 由 (10)定义的数量是半正的且大于零当且仅当每个单独区域的纠缠楔子

集的并集不等于整个体区域。8，这是我们考虑的全息码的一个定义特征。

• q = 4

对于四分法划分，GM(4) (2) 带有一个自由参数 a：

GM(4)(A : B : C : D) = γA:B:C:D − 1

3
(γAB:C:D + γAC:B:D + · · · )

+ a(γAB + γAC + γAD) + (1/3− a)(γA + γB + γC + γD). (11)

尽管复杂得多，但仍可以证明与 (11)对应的体几何量 [20]在 a ≥ 1/3下是非零的。在

这里我们通过图 3a数值验证了这一事实。结合第 1节的结果，这些都是非常有力的

证据，表明全息 CFT态具有大的四体纠缠。

• q ≥ 5

上述构造可以很容易地推广到边界更高阶的划分。全息真实多熵的表达式将涉及越

来越复杂的线性组合和更多的自由参数。一般来说，我们期望当存在一个不能从单一

边界子区域重构的体区域时 GM(q) 非零，在这种情况下，线性组合中 GM(q) 的最高

多路割是非平凡且与所有较低的 ~q < q 割不同的。这一观察结果导致了我们的提议：

全息 CFT状态必须也包含大量真实的 q-阶纠缠，对于任何 q ≥ 5。为了记录，这里我

们对GM(5)进行了数值评估，并验证了在图 3b中边界的一般 5分划情况下GM(5) 6= 0

成立。

7展示这一点的一种简单方法是将表面 γA:B:C 分成三个具有 1
2 权重的 2-切割，然后利用关于 γA/B/C [11] 的

三角不等式。
8相同的量 (10)在 Ref. [32]中被用来论证随机张量网络中存在大量三方纠缠，通过展示它下界于边界态的马
尔可夫间隙 [7] ，这是衡量三方纠缠的另一个独立指标。
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(a) (b)

图 3: (a) 真空 AdS3 中 GM(4) 的全息值，绘制于四点分离边界区域的共形交叉比 η。我们
这里使用 a = 1/3。(b) 真空 AdS3中 GM(5)的全息值。有五个边界分离点，这使我们剩下
两个自由度，我们将这两个自由度取为前两点相对于剩余三点的共形交叉比 (η, ζ)。这里我
们使用 b = 0。我们在图中设置 `AdS = 1。

4 讨论

在这篇论文中，我们论证了全息量子纠错码的结构和体空间最小表面的存在性暗示了

大量高阶多方纠缠的存在。对于不同 q中的多方纠缠所扮演的角色有何区别？回答这个问

题的一个线索来自全息QEC码的另一个重要特性。如图 1所示，当我们将边界划分得越来

越细时，我们就失去了对体空间中越来越接近边界的区域的访问权。换句话说，构建更深

的体算子必须更多地依赖于更精细边界子区域之间的更高阶多方纠缠，而不是靠近边界 9

的算子。从纯边界的角度来看，这可以翻译为高 q-方纠缠在红外区变得越来越重要，因为

众所周知，体 AdS中的径向方向可以解释为边界 CFT [34–36]的 RG流。

上述陈述的另一项证据与极小曲面和多路切割有关。如第 3节所示，多路切割表面总

是位于无法从任何单个边界子系统重建的区域（图 1中的灰色区域）。此外，在纠缠表面附

近的边界上，所有多路切割的贡献相互抵消。这也暗示了高部分纠缠与中心处操作符的体

积重建之间的紧密联系。

9参见参考文献 [33]以获取关于多部件纠缠和全息量子纠错码的类似讨论。
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