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从球面到欧几里得空间的扭曲

JAMES DIBBLE

摘要. 任意从半径为 r 的 n 维球体到 n 维欧几里得空间的函数都必须至少将度量

加性扭曲了 2πr

2+
√

3−2/n
。这是使用 Granas 的不动点定理证明的，该定理推广了

Borsuk–Ulam的经典定理到集值函数。

1. 介绍

设 X 和 Y 是度量空间。非空关系 R从 X 到 Y（即 X × Y 的子集）的失
真是

dist(R) = sup
{
|dY (y1, y2)− dX(x1, x2)|

∣∣ (x1, y1), (x2, y2) ∈ R
}

,

其取值于 [0,∞]。特别是，如果 f : X → Y 是一个函数，则

dist(f) = sup
x1,x2∈X

|dY (f(x1), f(x2))− dX(x1, x2)|.

扭曲的概念在几何和分析的许多地方出现。例如，两个紧致度量空间之间的
Gromov–Hausdorff距离被实现为它们之间对应关系扭曲的半下确界 [3]。
记 Sn

r 为 Rn+1中半径为 r的 n维球面。那就是，

Sn
r = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣x2
1 + · · ·+ x2

n = r2}.

经典的 Borsuk–Ulam定理 [1]表明，任何从 Sn
r 到 Rn的连续函数都将一对对径

点映射到同一点，并且因此其失真至少为 πr。由于投影到任意超平面上的失真
正好是那么多，这是所有连续函数集合中的最小失真。本文的主要结果是一个
适用于所有函数集合的一般下界。

定理 1.1. 如果 f : Sn
r → Rn是任何函数，则 dist f ≥ 2πr

2 +
√
3− 2/n

。

人们立即得到了将球面映射到更高维度的欧几里得空间的功能失真的一个通用
下界。

推论 1.2. 如果 f : Sn
r → Rm是任何函数并且m ≤ n，那么 dist(f) > 2πr

2 +
√
3
。
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一维情况的定理 1.1由作者和 Elizabeth Kupin 使用组合论证明。一般情况是
Granas不动点定理的应用，该定理将 Borsuk–Ulam定理推广到上半连续集值
函数。

论文的组织结构。第二节包含主要定理一维情况的一个基本组合证明。第三节
包含了关于集合值函数不动点理论的背景信息，包括 Granas定理的基本证明，
该定理将Borsuk–Ulam定理推广到集合值函数。第四节包含了一些关于欧几里
得空间中单形几何学必要结果。第五节包含了主要定理的证明。

2. 一维情况

在证明定理 1.1的一般情况之前，给出一个关于函数 S1
r 的初等组合证明可

能会有所帮助。这与 Elizabeth Kupin 共同开发。商空间 [0, 2π]/ ∼，其中∼识
别端点，通过映射 C(θ) = (r cos θ, r sin θ)同胚于圆 S1

r。在这种识别下，考虑
m个等间距的点 xk = C(2πk/m)在 S1

r 上，它们的索引按m取模。为了简化说
明，m始终假设为奇数。

引理 2.1. 令 f : S1
r → R为任意函数。假设，对于某个 k，以下之一成立：

(1)f(xk) ≤ f(xk+m+1
2

) ≤ f(xk+1)

(2)f(xk+1) ≤ f(xk+m+1
2

) ≤ f(xk)

那么，dist(f) ≥ 2πr(m−2)
3m

。

证明. 作为邻居，S1
r ,xk和 xk+1相互之间的距离为 2πr

m
。同时，xk和 xk+m+1

2
几

乎是对跖点；它们之间的距离是 πr(m−1)
m
，这同样也是 xk+1 和 xk+m+1

2
之间的

距离。因此，

2πr

m
+ dist(f) ≥ d

(
f(xk), f(xk+1)

)
= d

(
f(xk), f(xk+m+1

2
)
)
+ d

(
f(xk+m+1

2
), f(xk+1)

)
≥ 2

(πr(m− 1)

m
− dist(f)

)
.

结果立即得出。 �

定理 2.2. 如果 f : S1
r → R是任何函数，则 dist(f) ≥ 2πr/3。

证明. 设 m ≥ 3为一个奇数，设 xk 为上述描述的 m点在 S1
r 中。构造一个图

{xk}，通过在 xi和 xj 之间分配一条边，当且仅当 xi和 xj 几乎是相对点时，即
它们之间的距离为 πr(m−1)

m
。由于m是奇数，因此该图是 2-正则的（即每个顶

点恰好连接到其他两个顶点），并且它的边形成一个长度为 m的环。如果对于
某个m，两个几乎对角点在 f 下映射到同一点，则 f 的失真至少为 πr(m−1)

m
，结
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果成立。如果这种情况从未发生，那么可以通过将每条边定向为从 xi 指向 xj

的方式，恰好在 f(xi) < f(xj)的情况下，将其变成一个有向图。由于 m是奇
数，边缘循环必须包含长度至少为二的有向路径，这会产生引理 2.1中假设的两
种配置之一。因此，dist(f) ≥ 2πr(m−2)

3m
。结果通过令m → ∞而得出。 �

要证明在这种情况下失真界限是尖锐的并不难。

示例 2.3. 在将 S1
r 识别为 [0, 2π]/ ∼后，通过 f(θ) = rθ/3对所有 θ ∈ [0, 2π)定

义一个映射 f : S1
r → [0, 2πr/3)。然后，dist(f) = 2πr/3。

3. 定点理论对于集值函数

令X 是一个集合，并用P(X)表示X 的幂集。如果 F : X → P(X)是一
个集值函数，那么 x ∈ X 是不动点的 F，当 x ∈ F (x)。如果 X 和 E 是拓扑空
间，那么 F : X → P(E)是上半连续，如果每当 xk → x,yk ∈ F (xk)和 yk → y

时，它就导致 y ∈ F (x)。当 E 是一个赋范向量空间，每个 F (x)都是闭合的，
并且 F (X) = ∪x∈XF (x)具有紧闭包时，这等价于集合 {x ∈ X

∣∣F (x) ⊂ W}在
W ⊆ X 开的情况下也是开集 [6]。
该领域内的首个重要结果是 Kakatani 的著名不动点定理 [7]。如果 E具有

仿射结构，记 CC(E)为 E 的非空、闭合且凸的子集组成的集合。

定理 3.1 (角谷). 令 X ⊂ Rn是紧凸的。如果 F : X → CC(X)是上半连续的，
则 F 有一个不动点。

定理 1.1的证明依赖于 Granas 的一个结果，该结果将 Borsuk–Ulam 定理 [1]推
广到集值函数，就像 Kakutani 定理推广 Brouwer 不动点定理 [2]一样。这在
[5]中被实质上证明了。

定理 3.2 (格拉纳斯). 令 F : Sn → CC(Rn)是一个上半连续函数，使得 F (X)

具有紧闭包。那么，存在一对对跖点 x, x̃ ∈ Sn，使得 F (x) ∩ F (x̃) 6= ∅。

为了完整起见，本节的其余部分致力于定理 3.2的一个基本证明。
当E是一个向量空间且Y ⊆ E时，用 conv(Y )表示Y 的凸包，并用 conv(Y )

表示 conv(Y )的闭包。以下近似结果本质上归功于 Cellina[4]（另见 [6]的引理
8.3）。这里的证明使用了 Stone[9]的一个非平凡定理，即每个度量空间X 都是
仿紧的。由于度量空间是豪斯多夫的，因此每一个开覆盖 {Uα}的 X 都允许一
个重心细化，即一个细化 {Vβ}，使得对于每个 x ∈ X，所有的包含 x的 Vβ 都
包含在某个 Uα中。有关此拓扑背景材料的更多详细信息，请参阅 [10]。

引理 3.3. 令 X 是一个度量空间，E 是一个赋范向量空间。如果 F : X →
CC(E)是上半连续的且 F (X)具有紧闭包，则对于每个 ε > 0，存在一个连续
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的 fε : X → conv(F (X))满足以下性质：对于每个 x ∈ X，存在 x̂ ∈ B(x, ε)

使得 d(fε(x), F (x̂)) < ε。

证明. 令 ε > 0。对于每个 x ∈ X，定义U(x) = {y ∈ X
∣∣F (y) ⊂ B(F (x), ε)}。由

上半连续性，每个U(x)是开集。集合 {U(x)∩B(x, ε)
∣∣x ∈ X}是X的一个开覆

盖；它有一个重心有限的精细分 {Vα}。令 φα是从属予 {Vα}的单位分解。对于每
个 α，选择 zα ∈ F (Vα)，并定义 fε : X → conv(F (X))为 fε(x) =

∑
α φα(x)zα。

由于那是一个局部有限的和，fε是连续的。
固定 x ∈ X，并用 Vα1

, . . . , Vαk
枚举 {Vα}中包含 x的所有集合。由于 {Vα}

是 {Uα} 的重心细分，存在 x̂ ∈ X 使得 ∪k
i=1Vαi

⊆ U(x̂) ∩ B(x̂, ε)。特别是，
x ∈ B(x̂, ε)和 ∪k

i=1Vαi
⊂ U(x̂)。由于 zαi

∈ F (Vαi
) ⊂ B(F (x̂), ε)和 B(F (x̂), ε)

是凸的，fε(x) ∈ B(F (x̂), ε)。因此，d(fε(x), F (x̂)) < ε。 �

引理 3.4. 令 F : Sn → CC(Rn)为一个上半连续函数，使得 F (Sn)具有紧闭
包，并且对于每对对径点 x, x̃ ∈ Sn,F (x) ∩ F (x̃) = ∅。那么，存在 ε > 0，使得
对于这样的每对对径点，

B
(
F (B(x, ε)), ε

)
∩B

(
F (B(x̃, ε)), ε

)
= ∅.

证明. 固定对径点 x, x̃ ∈ Sn，假设对于每一个 ε > 0，给定的交集在 x和 x̃处
是非空的。然后，存在序列 yk, ŷk ∈ Sn 和 wk ∈ Rn，使得 yk → x，ŷk → x̃

和 wk ∈ B(F (yk), 1/k) ∩ B(F (ŷk), 1/k)。由于 F (Sn) 具有紧闭包，可以通过
选取子序列，在不失一般性的情况下假设 wk → w ∈ Rn。由上半连续性可知，
w ∈ F (x) ∩ F (x̃)。这产生了矛盾。现在根据勒贝格数引理得出结论。 �

定理的证明 3.2. 假设结果是假的。固定 ε > 0如引理 3.4的结论，并令 fε : S
n →

Rn 是由引理 3.3所保证的 F 的单值逼近。如果 x, x̃ ∈ Sn 是对径的，那么存在
y ∈ B(x, ε)和 z ∈ B(x̃, ε)，使得 d(fε(x), F (y)) < ε和 d(fε(x̃, F (z)) < ε，即
fε(x) ∈ B

(
F (B(x, ε)), ε

)
和 fε(x̃) ∈ B

(
F (B(x̃, ε)), ε

)
。通过选择 ε，这意味着

fε(x) 6= fε(x̃)。这与 Borsuk–Ulam 定理矛盾。 �

4. 单纯形几何

关于 Rn中单形的几个基本几何事实将被需要。Rn中的m-维单形是m+1

个仿射独立点的凸包，即 v1, . . . , vm+1 ∈ Rn，使得集合 {v1 − vm+1, . . . , vm −
vm+1}线性无关。作为一个集合，

∆(v1, . . . , vm+1) =
{m+1∑

i=1

tivi
∣∣ t1, . . . , tm+1 ≥ 0 and

m+1∑
i=1

ti = 1
}

.
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Ak 维面的 ∆(v1, . . . , vm+1) 是一个通过恰好 k 个 vi 得到的 k 维单形。顶点的
∆(v1, . . . , vm+1)是其 0面，且其边缘是其 1面。也就是说，它的顶点是 vi，且它
的边是连接 vi的线段。一个单纯形是常规，如果它的所有边长都相同，在这种
情况下，它所有的面也是正则的。重心的∆(v1, . . . , vm+1)是

∑m+1
i=1 vi/(m+1)。

引理 4.1. 令 ∆ ⊂ Rn+1 为一个边长为 L的正 n单纯形，顶点为 v1, . . . , vn+1。
然后，以下成立：

(a) 每个 vi到 ∆的重心 b的距离是 L
√

n
2(n+1)

。

(b) 对于任意的 R > L
√

n
2(n+1)

，集合 ∪n+1
i=1 B(vi, R) 覆盖了 ∆，而集合

∩n+1
i=1 ∂B(vi, R)由两点组成，分别是 p和 q。

(c)连接 p和 q的线段在 b处与∆正交相交，并且其长度为 2
√
R2 − L2[ n

2(n+1)
]。

(d) 任何与 ∆相交并且端点位于 ∪n+1
i=1 B(vi, R)外部的线段至少与从 p到 q

的线段一样长。

证明. 应用刚体运动后，可以假设 vi = (L/
√
2)ei，其中 ei 是 Rn+1 的第 i个标

准基向量。那么，

b =
( L

(n+ 1)
√
2
, . . . ,

L

(n+ 1)
√
2

)
,

并且每个顶点到 b 的距离是 L
√

n
2(n+1)

，根据勾股定理。这证明了 (a)。假设

R > L
√

n
2(n+1)

。令 x =
∑n+1

i=1 tivi，其中 t1, . . . , tn+1 ≥ 0和
∑n+1

i=1 ti = 1，为∆

的任意一点。假设 vj 是距离 x最近的∆的顶点，或者等价地说，对于所有 i都
有 tj ≥ ti。然后，tj ≥ 1

n+1
，ti ≤ 1−tj

n
对于所有 i 6= j，并且

d(vj , x) =

√( t1L√
2

)2

+ · · ·+
( tjL√

2
− L√

2

)2

+ · · ·+
( tn+1L√

2

)2

=
L√
2

√
t21 + · · ·+ (1− tj)2 + · · ·+ t2n+1

≤ L√
2

√
n
(1− tj

n

)2

+ (1− tj)2 =
L√
2

√(n+ 1

n

)
(1− tj)2

≤ L√
2

√(n+ 1

n

)(
1− 1

n+ 1

)2

= L

√
n

2(n+ 1)
< R.

因此，∪n+1
i=1 B(vi, R)涵盖了∆。为了看到 ∩n+1

i=1 ∂B(vi, R)确切地包含两个点，假
设 p是这样的一个交点，并考虑其在包含∆的超平面上的正交投影 π(p)。勾股
定理表明 π(p)与每个 vi等距，通过写出 π(p) = vn+1 +

∑n
i=1 ci(vi − vn+1)并求

解 ci，可以发现 π(p) = b。由于 b在每个 B(vi, R)内部，与∆正交相交于 b的
直线在 ∂B(vi, R)上恰好有两个交点。这表明 ∩n+1

i=1 ∂B(vi, R)至多包含两个点。
根据勾股定理，那条线上距离 b为

√
R2 − L2[ n

2(n+1)
]的两点与每个 vi的距离为
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R，并且显然连接它们的线段长度是 2
√
R2 − L2[ n

2(n+1)
]，这完成了 (b)和 (c)的

证明。
考虑任意一条通过∆且端点位于 ∪n+1

i=1 B(vi, R)外部的线段 `。假设 `与∆

在一点 x相交，且令 vj 是最接近 x的∆的一个顶点。如上所示，x ∈ B(vj , R)，
所以 `与 ∂B(vj , R)恰好相交两次。设 y和 z是那些交点，并记m为连接 y到
z 的线段的中点。然后，从 vj 到 m的线段在 m处与 `正交相交。根据勾股定
理，d(vj , x) ≥ d(vj ,m)。设 `′是与∆在 x处正交相交的线段，其端点分别为 y′

和 z′，位于 ∂B(vj , R)上。然后，d(a,m) ≥ d(y′, x)；同时，d(y,m) = d(m, z)

和 d(y′, x) = d(x, z′)。因此，

|`| ≥ d(y,m) + d(m, z) ≥ d(y′, x) + d(x, z′) = |`′|.

由于 d(x, vj) ≤ L
√

n
2(n+1)

，|`′| ≥ 2
√
R2 − L2[ n

2(n+1)
]。这证明了 (d)。 �

以下将引理 4.1推广到不规则单形。

引理 4.2. 对于m ≥ n+1，设∆ ⊂ Rm是一个边长不大于 L的 n-单形，顶点为
v1, . . . , vn+1。对于任何R > L

√
n

2(n+1)
，集合 ∪n+1

i=1 B(vi, R)覆盖∆。此外，任何

与 ∆相交且端点位于 ∪n+1
i=1 B(vi, R)外的线段长度至少为 2

√
R2 − L2[ n

2(n+1)
]。

证明. 同样的论证如引理 4.1的证明所示，∪n+1
i=1 B(vi, R)覆盖了∆。设 `是任意

一个与 ∆ 相交的线段，比如说在点 x 处相交，并且其端点位于 ∪n+1
i=1 B(vi, R)

之外。对于最接近顶点 vj 的顶点 x，线段 `′ 垂直于 ∆，其端点位于 ∂B(vi, R)

上，满足 |`| ≥ |`′|。由于对于所有 i都有 d(vj , x) ≤ d(vi, x)，所以 `′的端点位于
∪n+1

i=1 B(vi, R)外。因为d(vj , x) ≤ n
2(n+1)

，勾股定理表明 |`′| ≥ 2
√
R2 − L2[ n

2(n+1)
]。
�

关于单形相交方式的一个结果也将被需要。

引理 4.3. 令∆1和∆2是 Rn中维度为正的单形，使得∆1 ∩∆2 6= ∅。然后，∆1

中的一个边与 ∆2相交或 ∆2中的一个边与 ∆1相交。

证明. 令 ∆′ 是与 ∆1 ∩∆2 相交的 ∆1 或 ∆2 中维度最小的面。不失一般性，假
设 ∆′ 是 ∆1 中的一个面。为了产生矛盾，假设 ∆′ 至少是二维的。令 ∆′′ 是与
∆′相交的∆2中维度最小的一个面。那么，∆′′至少是二维的。令 P1和 P2分别
为包含 ∆′ 和 ∆′′ 的 Rn 的最小仿射子空间。由于 P1 ∩ P2 至少是一维的，它必
须包含一条直线 ` ⊆ P1 ∩ P2。根据假设，p内含于∆′ ∩∆′′ ∩ `，因此它必须是
一条两端点位于 ∂∆′ ∪ ∂∆′′ 上的线段。但是，∂∆′ 和 ∂∆′′ 的维度分别小于 ∆′

和 ∆′′，这构成了矛盾。 �
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5. 主定理的证明

令 f : X → E 是从度量空间 X 到赋范向量空间 E 的任意函数。定义一个
集值函数 F : X → CC(E)如下：

F (x) = ∩ε>0conv
(
f(B(x, ε))

)
.

此函数捕获了在每一点上 f 的“凸本质”。由于对于所有的 ε > 0，都有 f(x) ∈
f(B(x, ε))，F (x) 6= ∅。作为闭合和凸集的交集，每个F (x)实际上是闭合且凸的。

引理 5.1. 对于任何 f : X → E，上述定义的函数 F 是上半连续的。

证明. 假设 xk ∈ X，yk ∈ F (xk)，xk → x和 yk → y。令 ε > 0，并取K ∈ N使
得对于所有的 k ≥ K 均有 xk ∈ B(x, ε)。对于这样的 k，

yk ∈ conv
(
f(B(xk, ε− d(xk, x)))

)
,

这意味着 yk ∈ conv
(
f(B(x, ε))

)
并且，因此，y ∈ conv

(
f(B(x, ε))

)
。由于对

ε > 0的选择是任意的，y ∈ F (x)。 �

引理 5.2. 如果 f : X → Rn是局部有界的，则 F (x) = conv
(
∩ε>0 f(B(x, ε))

)
。

证明. 假设 y ∈ conv
(
∩ε>0 f(B(x, ε))

)
。根据 Carathéodory 定理 [8]，存在

v1, . . . , vn+1 ∈ ∩ε>0f(B(x, ε))使得 y ∈ conv{v1, . . . , vn+1}。对于每个 ε > 0，
vi ∈ conv

(
f(B(x, ε))

)
，因此 conv{v1, . . . , vn+1} ⊆ conv

(
f(B(x, ε))

)
。由于 ε > 0

的选择是任意的，conv{v1, . . . , vn+1} ⊆ F (x)。所以，y ∈ F (x)。
反之，假设 y ∈ F (x)。那么，对于每个m ∈ N都有 y ∈ conv

(
f(B(x, 1/m))

)
。

对于每个 k,m ∈ N，选择 ymk ∈ conv
(
f(B(x, 1/m))

)
使得 d(ymk , y) < 1

k+m
。由

Carathéodory定理，存在 vmk,1, . . . , v
m
k,n+1 ∈ f(B(x, 1/m))，使得 ymk ∈ conv{vmk,1, . . . , vmk,n+1}。

由于 f 是局部有界的，可以通过选取子序列，不失一般性地假设当m → ∞时，
vmk,i → vk,i。令 ε > 0。由于 f(B(x, 1/m))形成一个递减的集合序列，对于所有
足够大的m，vmk,i ∈ f(B(x, ε))。因此，vk,i ∈ f(B(x, ε))。由于 ε > 0的选择是
任意的，vk,i ∈ ∩ε>0f(B(x, ε))。因此，对于每个 k，{

lim
m→∞

zm
∣∣ zm ∈ conv{vmk,1, . . . , vmk,n+1}

}
= conv{vk,1, . . . , vk,n+1}

⊆ conv
(
∩ε>0 f(B(x, ε))

)
.

由于 ymk ∈ conv{vmk,1, . . . , vmk,n+1}对于每个m，

y = lim
k→∞

ymk ∈ conv
(
∩ε>0 f(B(x, ε))

)
= conv

(
∩ε>0 f(B(x, ε))

)
,

其中最后一个等式来自于这样一个事实，即由于 f局部有界，conv
(
∩ε>0f(B(x, ε))

)
是紧致的。 �
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现在可以证明主定理了。

定理的证明 1.1. 设 f : Sn
r → Rn是任意函数。如果 f(Sn

r )没有紧闭包，则 f 是
无界的。在这种情况下，dist(f) = ∞，结果成立。如果 f(Sn

r )具有紧闭包，则
根据引理 5.2，

F (x) = conv
(
∩ε>0 f(B(x, ε))

)
.

由引理 5.1，F 是上半连续的，因此，根据定理 3.2，存在对跖点 x, x̃ ∈ Sn
k 使

得 F (x) ∩ F (x̃) 6= ∅。由 Carathéodory 定理，存在 v1, . . . , vk ∈ ∩ε>0f(B(x, ε))

和 v̂1, . . . , v̂m ∈ ∩ε>0f(B(x̃, ε))，使得 conv{v1, . . . , vk} ∩ conv{v̂1, . . . , v̂m} 6=
∅，其中 k,m ≤ n + 1。由引理 4.3可知，不失一般性地假设连接 v1 到 v2 的
线段与 conv{v̂1, . . . , v̂m}相交。由于所需的失真界限在 v1 或 v2 中有一个位于
conv{v̂1, . . . , v̂m}内部时成立，可以进一步假设，在不失一般性的情况下，连接
v1到 v2的线段与 conv{v̂1, . . . , v̂m−1}相交。
对于每个 ε > 0，都有 d(v1, v2) < dist(f) + 2ε，d(v̂i, v̂j) < dist(f) + 2ε和

d(vi, v̂j) > πr − dist(f)− 2ε。因此，d(v1, v2) ≤ dist(f)，d(v̂i, v̂j) ≤ dist(f)和
d(vi, v̂j) ≥ πr − dist(f)。由引理 4.2，

2

√
π2r2 − [dist(f)]2

(n− 1

2n

)
≤ d(v1, v2) ≤ dist(f).

通过求解 dist(f)得出结果。 �
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