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高能碰撞中的快速性谱和纵向核抑制来自非加性统计

Trambak Bhattacharyya,1, ∗ Maciej Rybczyński,1, † and Zbigniew Włodarczyk1, ‡

1Institute of Physics, Jan Kochanowski University, Kielce 25-406, Poland

我们研究了通过快速性分布的缩放比定义的纵向核抑制因子。为了研究这个实验可观测量，我们描
述了三种涉及数值和分析计算的方法。我们首先通过使用 EPOS、FTFPBERT和 HIJING进行模型研
究来解决这个问题，并注意到虽然 EPOS显示出该比率随快速性增加而减少的趋势，但后两种模型计
算显示该比率的增量。分析方法包括第一种，从 Tsallis统计获得的准指数分布，以及第二种，在弛豫
时间近似下的非加性 Boltzmann传输方程。我们注意到我们的分析结果满意地描述了NA61实验数据
（对于

√
sNN=6.3, 7.6, 8.8, 12.3和 17.3 GeV）中的负 π介子。

I. 介绍和数值模型的结果

粒子谱是研究高能碰撞动力学的重要工具。已经多次证明，在各种碰撞能量下，横动量分布和快度谱遵循 q-
指数准指数和 q-高斯分布 [1, 2]。这种分布是由于 C. Tsallis 提出的广义熵的最大化（第一和第二矩约束）而出
现的 [3]。这种熵描述了由于波动、长程相关、异常扩散等原因而具有幂律平稳态的系统。
不仅光谱，而且它们的比率也是研究高能碰撞动力学的重要工具。例如，核抑制因子被定义为重离子碰撞

光谱与质子-质子碰撞光谱的比例（经过缩放），这有助于我们确定重离子碰撞是否仅仅是质子-质子碰撞的简单
叠加。这样的比率提供了关于横向上核停止能力的信息。
在纵向方向上，核停止意味着快速性分布向中快速性偏移。然而，这样的分布具有很强的碰撞能量依赖性。

例如，在 AGS能量下，净质子快速性谱有一个峰值 [4–6]，在 SPS能量下存在一个凹陷 [7]，并且在 RHIC上几
乎是平坦的，但在束流快速性附近有一些小峰 [8]。这种行为表明，随着能量的增加，入射核并没有失去它们的
能量，而是穿过了靶标。
在本文中，我们研究了纵向平面中的一个压制/修改因子，该因子是通过以下比率实验获得的：

RdN/dy =

dNPb-Pb

dy

〈Ncoll〉 dNpp

dy

, (1)

其中 dN/dy是快速性分布，〈Ncoll〉是两个重离子（在这种情况下为 Pb）碰撞时平均的核子-核子二元碰撞次数。
从定性上讲，我们预期这个比率会在中速附近出现下降，并且随着前进/后退速度的增加而增加，这是由于

夸克胶子等离子体介质的低密度导致当 y增加时。为了验证这一论点，我们在 Pb-Pb和 p+p碰撞在√
sNN=7.6

GeV 和 17.3 GeV 的情况下，借助三种模型进行了数值实验，即 EPOS、FTFPBERT和 HIJING 模型。EPOS 模
型遵循基于部分子和弦的一致量子多重散射方法，在计算截面和粒子产生时考虑了能量守恒 [9]。FTFPBERT是
一个用于 Geant4 的强子物理模型，提供了碰撞和探测器物理学中强子簇射的全面模拟，结合了 Fritiof（FTF）
弦模型来处理高能相互作用（>4-5 GeV），以及 Bertini风格的核内级联（BERT）模型来处理低能相互作用（<5
GeV）[10]。HIJING 是一个蒙特卡洛事件生成器，结合了微扰 QCD 过程和软相互作用 [11]。
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模拟结果如图 1-5所示。我们观察到，虽然 FTFPBERT和 HIJING的结果符合我们的预期，EPOS显示的行
为却不同，并且即使在研究现有的实验数据时也未发现这种行为。
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图 1: 核抑制因子的 π−在
√
s=7.6 GeV时由 EPOS计算得出。
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图 2: 核抑制因子的 π− 在
√
s=7.6GeV 时由 FTFPBERT 计算

得出。
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图 3: 纵向核抑制因子 π− 在
√
s=17.3 GeV 时由 EPOS 计算

得出。
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图 4: 纵向核抑制因子 π− 在
√
s=17.3GeV 时由 FTFPBERT

计算得出。

考虑到这些观察和讨论，我们借助非加性统计来分析纵向核抑制（RdN/dy）。这项工作提出了两个不同的分
析模型。第一个模型涉及描述粒子谱的准指数分布的现象学非加性分布。通过积分出横向部分，可以获得快速
度谱。另一种方法涉及介质内的粒子传输。我们考虑一个广义的玻尔兹曼传输方程，它提供了一个准指数稳态，
并基于Ref.[12]中提出的方法使用弛豫时间近似来求解它。论文的其余部分将致力于描述这些模型，用这些模型
分析实验数据以及讨论。
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图 5: 纵向核抑制因子 π− 在
√
s=17.3 GeV 下由 HIJING 计算得到。

.

II. dN/dy 单粒子分布的比率

高能碰撞中的实验数据使用以下从非加性（NA）统计得出的准指数单粒子分布来描述：

fsp =

(
1 + (q − 1)

E − µ

T

)− q
q−1

, (2)

其中 q是熵参数，T 是温度，µ是化学势，E =
√
p2 +m2是质量为m和 3-动量为 p ≡ |~p|的粒子的单粒子能量。

这个单粒子分布用于描述横向动量（pT）谱如下：

dN

dpTdy
=

gV

(2π)2
pT mT cosh y fsp

⇒ dN

dy
=

∫
gV

(2π)2
pT mT cosh y fsp dpT. (3)

在上述方程中，我们将能量和纵向动量（pz）用横向质量 mT =
√
p2T +m2 和快度 y 参数化为：E =

mT cosh(y); pz = mT sinh(y)。将等式 (2)代入等式 (3)，我们得到（我们设定 µ = 0）,

dN

dy
=

∫
gV

(2π)2
pT mT cosh y

(
1 + (q − 1)

mT cosh(y)
T

)− q
q−1

dpT. (4)

现在，我们使用幂律函数的Mellin-Barnes轮廓积分表示形式（由 [13]给出），解析计算等式 (4)的闭合形式，

1

(X + Y )λ
=

1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞

Γ(−z)Γ(z + λ)

Γ(λ)

Y z

Xλ+z
dz, (5)

其中 Re(λ) > 0&Re(ε) ∈ (−Re(λ), 0)，这是此处的情况，因为 λ = q/(q − 1) > 0 ⇔ q > 1。使用积分表示和缩
放变量 k = pT/m，方程 (4)被转化为以下形式：

dN

dy
=

gV cosh(y) m3

8π3i

(
T sech(y)
m(q − 1)

) q
q−1

∫ ε+i∞

ε−i∞
dz

Γ(−z) Γ
(
z + q

q−1

)
Γ
(

q
q−1

) (
T sech(y)
m(q − 1)

)z ∫ ∞

0

k(k2 + 1)
1
2−

z
2−

q
2(q−1) dk,(6)
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其中我们使用了这些替换：X = m(q − 1) cosh(y)
√
1 + k2/T 和 Y = 1。对 k进行积分，并将围道按逆时针方向

闭合（以便使 Γ(−z)的极点贡献到围道积分），我们得到以下结果：

dN

dy
=

gm2TV

4π2(3− 2q)

(
T sech(y)
m(q − 1)

) 1
q−1

2F1

(
3− 2q

q − 1
,

q

q − 1
;
2− q

q − 1
;
T sech(y)
m−mq

)
, (7)

其中，2F1是超几何函数 [14]。
根据公式 (7)，dN/dy比率可以写成：

R
(ph)
dN/dy =

T2V2(3− 2q1)

NcollT1V1(3− 2q2)

{
T2

(q2 − 1)

} 1
q2−1

{
T1

(q1 − 1)

} 1
1−q1 2F1

(
3−2q2
q2−1

, q2
q2−1

; 2−q2
q2−1

; T2sech(y)
m−mq2

)
2F1

(
3−2q1
q1−1

, q1
q1−1

; 2−q1
q1−1

; T1sech(y)
m−mq1

) . (8)

在图 6中，我们将方程 (8)与从实验数据 [15, 17]获得的比率的实验值进行比较。尽管方程 (8)复现了在较高
快速性下比率增加的趋势，但该模型并未明确涉及由于相互作用导致初始分布演化的因素。作为一个起点，我
们可以使用非加性玻尔兹曼输运方程（NABTE）的弛豫时间近似来研究这种演化。

Data points (π-: NA61, sNN = 6.3 GeV)
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图 6: 比较Pb-Pb和 p-p碰撞中 dN/dy的比率（
√
s = 6.3GeV）对于 π−粒子（m=0.139GeV）与Eq. (8)的以下参数值：q1=1.12，

q2=1.10，T1=0.0863GeV，T2=0.101GeV，V1=75.9GeV−3，V2=104GeV−3。我们已经将从 [18]计算出的 Ncoll=808。

III. dN/dy 非加性玻尔兹曼输运方程的比率

A. NABTE 在弛豫时间近似中

如果在时间 t = 0，所有的外部力被关闭并且梯度被取消，分布 f 的非加性玻尔兹曼传输方程在弛豫时间近
似下由下列方程给出（方程左侧的幂指数 q代表熵参数），

∂f q

∂t
= −(f − feq)

τ
∂f

∂t
= −(f2−q − feqf

1−q)

qτ
, (9)



5

其中 τ 是弛豫时间。对方程 (9)进行积分，∫
df

(f2−q − feqf1−q)
= K − θ

1

q − 1

∫
dw(

1− feqw
− 1

q−1

) = K − θ,

where w ≡ f q−1, θ =
t

qτ
. (10)

K是可以从边界条件 f(t = 0) = fin 中获得的积分常数，其中 fin 是初始分布。我们将被积函数展开为负二项式
级数并进行积分。

1

q − 1

∫
dw

(
1 + feqw

− 1
q−1 + f2

eqw
− 2

q−1 + ...
)

= K − θ

(∣∣∣feqw
− 1

q−1

∣∣∣ ≡ ∣∣∣∣feq

f

∣∣∣∣ < 1

)

⇒ f q−1

q − 1

∞∑
s=0

(1)s(1− q)s
s!(2− q)s

(
feq

f

)s

= K − θ

⇒ f q−1

q − 1
2F1

(
1, 1− q; 2− q;

feq

f

)
= K − θ,

(11)

其中，第二行的 `(.)s’ 是由以下给出的上升 Pochhamer 符号，

(a)s =

1 s = 0

a(a+ 1).....(a+ s− 1) ∀s > 0,
(12)

而 2F1是超几何函数。积分常数由以下给出，

K =
f q−1

in
q − 1

2F1

(
1, 1− q; 2− q;

feq

fin

)
. (13)

因此，在我们求解方程 (11)对于 f 时，可以得到非广延玻尔兹曼输运方程在弛豫时间近似下的解。此解给出了
经过等离子体后修改的分布。尽管可以通过数值方法找到方程 (11)的解，但我们可以使用方程 (11)第二行给出
的超几何函数的级数展开来计算近似的解析解。方程 (11)的零阶解（即。对于 s = 0）可以从以下方程中找到，

Ψ0 = f q−1 − (q − 1) (K − θ) = 0

⇒ f0 = [(q − 1) (K − θ)]
1

q−1 . (14)

在参考文献 [12]中开发了一种寻找高阶解的微扰方案。然而，在这项工作中我们仅考虑零阶解。

B. dN/dy 来自NABTE的比例

分布 f0与洛伦兹不变谱以以下方式相关：

E
dN

d3p
=

gV E

(2π)3
f0. (15)
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参数化 E 和 pz 关于 y和mT，可以得到横动量谱。

dN

dpTdy
=

gV

(2π)2
pT mT cosh y f0 ⇒

dN

dy
=

∫
gV

(2π)2
pT mT cosh y f0 dpT (16)

通过选择一个初始分布和一个平衡分布，例如用以下函数表示，

fin =

(
1 + (qin − 1)

E − µin

Tin

)− qin
qin−1

; feq =

(
1 + (q − 1)

E − µ

T

)− q
q−1

, (17)

方程 (14)中的解 f0可以获得。因此，dN/dy比率可以写为，∫
pT mT cosh y f0 dpT∫
pT mT cosh y fin dpT

. (18)

我们将上述比率与实验观察到的 RdN/dy 进行比较。

IV. 结果与讨论

在图 7-11中，我们将我们的理论模型（公式 18）与实验数据 [15–17]进行了比较，该实验数据涉及质子-质
子和中心 [22]铅-铅碰撞中产生的负 π 介子，在质心能量

√
sNN= 6.3, 7.6, 8.8, 12.3 和 17.3 GeV时。在这张图

中，我们从 GLISSANDO 的 [18]和 〈Ncoll〉=808, 819, 825, 840, 900 分别计算了质量中心能量按递增顺序的二元
碰撞平均数。我们观察到，当参数值在允许范围内时（例如，q <为 4/3 对于 3 动量维度），模型能够很好地符
合实验数据点。我们注意到系统从一个初始 q值开始演化，然后松弛到较低但非单位值的 q。这表明在介质中松
弛的 π介子系统没有接近玻尔兹曼-吉布斯极限。因此，它们的稳态分布仍然由幂律分布给出。这一观察结果与
最近的一项研究相符，该研究表明 π 介子在重离子碰撞产生的系统内执行 Lévy 走动 [19]。Lévy 走动的特点是
具有长尾随机走动，这表明系统内的异常扩散导致了幂律稳态 [20, 21]。这也证明了我们选择非可加玻尔兹曼输
运方程的合理性，该方程具有幂律稳态。我们发现参数 t/τ 的值，即脱耦时间与弛豫时间的比值，在 1附近波
动，这表明碰撞早期产生的 π介子有可能弛豫到一个稳定状态。我们还注意到温度值下降，除了在

√
sNN=17.3

GeV 图中有一个局部最大值出现在大约 y ≈ 0处。

V. 总结、结论与展望

总结而言，在这项工作中，我们研究了能量范围在
√
s=6.3GeV到 17.3GeV之间的纵向核抑制因子 RdN/dy。

我们提出了两个数学模型。第一个模型基于已被用来描述粒子横向动量谱的 Tsallis分布现象学方法。在这个方
法中，我们通过超几何函数推导出了一个关于快速性谱的封闭解析公式。据我们所知，这一解析公式在文献中
首次被推导出来。我们定性地预期该比率会随着快速性的增加而增大。虽然使用 FTFPBERT 和 HIJING进行的
模拟显示出这样的趋势，并且也在实验数据中观察到这种情况，但 EPOS的结果有所不同。我们认为这种差异
令人好奇，值得在未来进行研究。尽管现象学方法可能成功地跟踪了实验数据的趋势，但我们还提出了一种基
于输运方程的方法，涉及非加性 Boltzmann输运方程在弛豫时间近似下的情况。该方程产生一个幂律稳定态，
这是异常扩散普遍存在系统的一个特征。在这项工作中，我们考虑了一个作者提出的微扰方案所得到的零阶解。
然而，研究更高阶解（附录中给出）如何影响参数值将是有趣的。尽管介质效应通过弛豫时间参数被包含在内，
但在未来的工作中应该考虑一个更严谨的方法，包括相互作用矩阵元和源项来解释不同的 π介子产生来源。
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图 7: Pb-Pb 和 p-p 碰 撞 中 dN/dy 比 率
的 比 较（

√
s = 6.3GeV）对 于 π− 粒 子

（m=0.139GeV），使 用 方 程 (18)，参 数 值 如
下 ：qin=1.04,q=1.025,Tin=0.08 GeV,T=0.051
GeV,t/τ=1.06,µin=0.12 GeV,µ=0.092GeV。我们已
经把 Ncoll=808。

Data points (π-: NA61, sNN = 7.6 GeV)
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图 8: Pb-Pb 和 p-p 碰撞中 dN/dy 比率的比较
（
√
s = 7.6GeV）对于π−粒子（m=0.139GeV），参数值如

下：qin=1.012，q=1.009，Tin=0.11GeV，T=0.097GeV，
t/τ=0.824，µin=0.12GeV，µ=0.064GeV的 Eq.(18)。

Data points (π-: NA61, sNN = 8.8 GeV)
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图 9: Pb-Pb和 p-p碰撞中 dN/dy比率的比较（
√
s =

8.8GeV）对于 π− 粒子（m=0.139GeV），使用以下参
数值与公式 (18)：qin=1.04，q=1.01，Tin=0.103GeV，
T=0.08GeV，t/τ=1.12，µin=0.2GeV，µ=0.1GeV。

Data points (π-: NA61, sNN = 12.3 GeV)
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图 10: 比较在Pb-Pb和p-p碰撞中dN/dy的比例（
√
s =

12.3GeV）对于π−粒子（m=0.139 GeV），使用Eq.(18)的
以下参数值：qin=1.05,q=1.01,Tin=0.108 GeV,T=0.08
GeV,t/τ=1.04,µin=0.18 GeV,µ=0.09 GeV。
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Data points (π-: NA61, sNN = 17.3 GeV)

Model (NABTE+RTA)
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图 11: Pb-Pb和 p-p碰撞中 dN/dy比率的比较（
√
s = 17.3GeV）对于 π− 粒子（m=0.139GeV），使用方程 (18)，参数值如下：

qin=1.06,q=1.01,Tin=0.08GeV,T=0.09GeV,t/τ=0.839,µin=0.16GeV,µ=0.04GeV。

.

VI. 附录：高阶解法

一阶方程的解，我们用 f1(t)表示，由下式给出，

Ψ1 = f q−1 +

(
1− q

2− q

)
feqf

q−2 − (q − 1) (K − θ) = 0. (19)

以下是关于如何根据参考文献获得非广延 Boltzmann输运方程在弛豫时间近似下的一个近似解析一阶解的大致
概述。[12]一阶方程的解可以以下面这种方式写成零阶解的一个微小增量，

f1 = f0 + ε1, |ε1| << f0. (20)

随后，将公式 (20)代入到公式 (19)中，并按 ε1 展开至一阶（因为 ε1 是一个很小的量）。得到的方程求解了 ε1，
得到了用已知解析形式的 f0表示的 f1，这个解析形式已经在公式 (14)中给出。这给出了求解一阶方程的以下表
达式，

f1 ≈ f0 +
f0

f0 + feq

[
feq

2− q
+

f0
1− q

+ f2−q
0 (K − θ)

]
.

(21)

根据公式 (20)，一阶和高阶解可以通过下列递归表示，

fi = fi−1 + εi, i = 1, 2, 3, ..., (22)

其中 εs
i 由以下方程计算得出，

εi =
fi−1

i∑
r=0

f r
eqf

i−r
i−1

f i+1−q
i−1 (K − θ) +

i∑
r=0

f r
eqf

i−r
i−1

r + 1− q

 .

(23)
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