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摘要—在多目标优化中，最小化最差的目标可能比最小化
平均目标更可取，因为这确保了目标之间的改进的公平性。由于
结果的 min-max 优化问题蚂蚁非光滑性质，经典次梯度-基础
方法通常表现出收敛速度慢。受多代理优化和学习中的原始对
偶共识技术启发，我们基于增广拉格朗日函数制定了 min-max
问题的光滑变体。结果蚂蚁通过增强拉格朗日 (EPO-AL) 算法
进行的精确帕累托优化，在目标数量方面比基于次梯度-的策略
扩展得更好，同时展现出比最近的基于平滑-的对应物算法更低
的每迭代复杂度。我们证明在温和假设下，所提出算法的每一个
不动点既是帕累托最优又是最小-最大最优，并通过数值模拟证
明了其有效性。

Index Terms—多目标优化，极小化极大优化，精确帕累
托最优性，原对偶共识，增广拉格朗日。

I. 介绍

我们考虑一个具有具有 K 可微、正的目标函数的
多目标优化问题 J1(w), . . . , JK(w) > 0，其中 Jk(w)是
在模型 w ∈ Rd 处评估的第 k个目标函数。我们希望解
决加权最小最大问题 [1], [2]：

min
w∈Rd

max
k∈[K]

rkJk(w), (1)

给定一个预设的偏好向量 r = [r1, . . . , rK ]> 相关
的 带有 rk > 0 用于 k = 1, . . . ,K。我们关注我们
的注意力在梯度信息 {∇Jk(w)}Kk=1 可用的设置。求
解极小-极大问题 (1) 可能比经典线性标量化（即
minw∈Rd

∑K
k=1 rkJk(w)）更优，特别是在公平性重要的

[3]–[7],应用场景中，因为这确保了不会为了追求提高的
平均性能而忽视个体目标 Jk(·)。

This work was supported by EPSRC Grants EP/X04047X/1 and
EP/Y037243/1.

图 1. 多目标优化轨迹（顶部）对于 subgradient算法（2）在 (a)、EPO Search
[8] 在 (b)中 和通过增广拉格朗日提出的的方法在 (c)中，称为 EPO-AL；表
格显示了每迭代计算复杂度（底部）。优化轨迹对于 K = 2 非凸目标函数
J1(w) = 1− e−‖w−1/

√
d‖2 和 J2(w) = 1− e−‖w+1/

√
d‖2 [9]在w ∈ R3

条件下获得（详情见第V-A节）。帕累托前沿（红色弧线，见定义 1）与公平
解（蓝色直线，见定义 2）的交点是一个精确帕累托最优 (EPO) [8]解（白色
十字，见定义 3），它在温和假设下满足最小-最大最优性（1）（见命题 1）。观
察到所提出的策略首先找到帕累托前沿，然后根据 (1) 搜索最小最大最优的
帕累托解。次梯度算法（2）由于最大算子在（1）中的非光滑特性，在最小化
最大化最优解的帕累托前沿附近表现出震荡，而基于EPO的方法则平滑地收
敛到最小化最大化最优解。

可能概念上最简单的解法来求解 (1) 是考虑次梯度
算法 [10, Theorem 18.5]：

wi+1 = wi − µ · rkactive∇Jkactive(wi) (2)

其中 µ 是一个步长，而 kactive , arg maxk rkJk(w)

表示在 (1) 中达到最大值的活跃目标的索引，即
maxk rkJk(w) = rkactiveJkactive(w)。请注意，如果对于
特定模型 w，有多个目标达到最大值，即集合 A(w) =
{k′ ∈ [K] : Jk′(w) = maxk Jk(w)}包含多于一个元素，
则 {∇Jk(w)}k∈A(w) 的任何凸组合都是 min-max 目标
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(1)的次梯度，并可以在 (2) [11]中使用。
然而，迭代更新规则（2）通常遭受收敛速度慢 [11]

的问题，主要是由于来自非活跃目标的忽略掉该部分由
于内容不完整，无法提供准确翻译。请提供完整句子或
段落以便进行翻译。根据您的要求，我仅能对可识别的
部分进行翻译，“ignoring the”可以翻译为“忽略掉”。
如果您有更完整的句子或更多内容需要翻译，请告知。
梯度信息获取。这一观察结果推动了基于平滑-的替代
方法的发展 [4], [11]–[13]。现有 (1)的方法要么依赖于
（i）直接用平滑近似替换最大值函数 [5], [12]–[15]，要
么是（二）设计一个一个平滑鞍点问题 [4], [7], [11]，即，

w? ∈ arg min
w∈Rd

max
y∈∆K

K∑
k=1

rkJk(w)yk, (3)

其中 yk 是给定的 ∆K = {y ∈ RK
+ : y>1K = 1} 中

(K − 1)-单纯形 y ∈ ∆K 的第 k个元素，1K 是全一矢量
K × 1。

II. 预备知识

在本文中，我们考虑了一种受多目标优化经典结果
启发的交替平滑方法来处理极小极大优化问题（1），这
些结果捕捉了极小极大与帕累托优化之间的关系 [16]。
为了正式讨论，我们引入以下定义。

定义 1 (弱帕累托最优 [1]). 模型 w在不存在任何 w′ 6=
w使得所有目标函数都减少的情况下是弱帕累托最优,。
相应地，所有弱帕累托最优点的集合 P 给出为

P =
{
w ∈ Rd : @w′ ∈ Rd s.t. Jk(w

′) < Jk(w) for all k
}
.

(4)

（弱）帕累托最优点的集合如图 1所示以红色弧线
表示。其次，我们引入点集公平 [7], [17]。

定义 2 (公平 [7], [17]). 模型 w 被称为相对于偏好向
量 r 的公平，如果加权目标相等，即 r1J1(w) = · · · =
rKJK(w)。所有这样的公平模型的集合用以下集合表
示：

Fr =
{
w ∈ Rd : r1J1(w) = · · · = rKJK(w)}. (5)

集合公平的点在图 1中用蓝色线条表示。当（弱）
帕累托最优解集与集合公平解法相交时，这会产生集合
精确帕累托最优解 (白色十字在图 1中)。

定义 3 (精确帕累托最优性 [8]). 精确帕累托最优解的
集合由以下给出：

Er = P ∩ Fr. (6)

集合 Er 由图 1中红色弧线（弱 Pareto最优解）和
蓝色直线（公平的解决方案）的交集给出。当这个交
集非空时，我们称 r为存在 帕累托可行。我们注意到，
与 [8, Eq. (8)]相比，我们将 Er 定义为全局（弱）帕累
托最优，而不是仅仅局部帕累托最优。这使我们能够建
立以下命题。

命题 1 (精确的帕累托最优性意味着最小-最大最优性).
假设 rằng wEPO ∈ Er = P∩Fr 是弱帕累托最优和公平。
然后 wWPO 也如在 (1)中定义的那样是最小最大最优。

wEPO = arg min
w∈Rd

max
k∈[K]

rkJk(w). (7)

证明. 我们通过反证法证明该命题。假设wEPO ∈ P∩Fr

不是 (1) 的最小值。那么：

∃w : max
k∈[K]

rkJk(w) < max
k∈[K]

rkJk(w
EPO). (8)

我们首先使用公平条件 (5) 简化右侧。从 wEPO ∈ Fr，
我们有

max
k∈[K]

rkJk(w) < r`J`(w
EPO) for any ` ∈ [K]. (9)

因为集合中的每个元素都以上界为其最大值：

r`J`(w) ≤ max
k∈[K]

rkJk(w) < r`J`(w
EPO) for all ` ∈ [K].

(10)

在等式 (10)的两边消去 r` > 0后，我们得出wEPO不能
是弱帕累托最优。因此wEPO /∈ P ∩Fr，导致矛盾。

命题 1 提供了确保可以通过寻找位于（弱）Pareto
前沿 P 上的一个点来求解最小化最大化问题 (1) 的充
分条件，该点同时也是 公平 Fr 。这一事实并不总是成
立的—参见 [16]中的反例 -。只要 Er = P∩Fr非空，那
么任何精确的帕累托最优点也是最小-最大最优。受此
考虑启发，在接下来的内容中我们将提出一个新的通过
精确帕累托优化进行最小-最大优化的算法。与文献中
存在的现有算法相比，所提出的策略将依赖于单一时间
尺度，并且每迭代复杂度降低至 O(Kd)，而非 O(K2d)

[8], [18], [19] 。这导致了目标数量K 的更好扩展性。



III. 精确帕累托最优性通过增广拉格朗日方法实现

在本节中，我们开发了一种通过增广拉格朗日实
现精确帕累托优化的算法，该算法灵感来自于多智能
体优化和学习中的经典原始对偶共识技术—早期示例
见 [20], [21]，近期综述见 [22]。为此，注意可以通过以
下方式追求精确的帕累托最优解：

min
w∈Rd

1

K

K∑
k=1

Jk(w) (11a)

s.t. rkJk(w) = r`J`(w) ∀k, `. (11b)

这里，的关系船舶 (11a)鼓励帕累托最优性，而 (11b)
确保公平性条件 (5)。鉴于 (11b)，目标 (11a)可以被
Jk(·) 具有 非负权重的任何线性组合所取代。由 1

K
给出

的等权重选择仅仅是出于简单考虑。类似于 [20]–[22]，
我们将约束集合 (11b)替换为一个涉及聚合约束违规的
单一约束：

min
w∈Rd

1

K

K∑
k=1

Jk(w) (12a)

s.t. 1

2K

K∑
k=1

K∑
`=1

‖rkJk(w)− r`J`(w)‖2 = 0. (12b)

公平性条件 (12b)可以更紧凑地写成：

1

K

K∑
k=1

K∑
`=1

‖rkJk(w)− r`J`(w)‖2 = J (w)>LrJ (w) = 0,

(13)

其中 J (w) = [J1(w), . . . , JK(w)]>是一个包含评估对于
模型 w 的目标集合的向量，而 Lr 由以下给出：

Lr = diag(r)
(
IK×K −

1

K
1K1

>
K

)
diag(r). (14)

这里，diag(r) 是对角矩阵，其对角线上包含 r的元素。
由于 Lr 是对称且半正定的，它有一个平方根

√
Lr 满足√

Lr

√
Lr = Lr，因此 (12b)等价于：∥∥∥√LrJ (w)

∥∥∥2 = 0⇐⇒
√
LrJ (w) = 0. (15)

然后我们可以定义相应的增广拉格朗日函数 [23,
Sec. 4]作为

L(w, λ) = 1

K
1>
KJ (w) + λ>

√
LrJ (w) +

η

2

∣∣∣∣√LrJ (w)
∣∣∣∣2,

(16)

其中 η > 0是一个惩罚参数，而 λ是对应的拉格朗日乘
子。然后我们以迭代的一阶方法更新变量原始问题的 w

和变量对偶的 λ，如 [24], [25]所示：

wi = wi−1 − µ∇wL(wi−1, λi−1) (17a)

= wi−1 − µG(wi−1)

[
1

K
1K +

√
Lrλi−1 + ηLrJ (wi−1)

]
λi = λi−1 + µ∇λL(wi−1, λi−1) = λi−1 + µ

√
LrJ (wi−1),

(17b)

其中 G(w) =
[
∇J1(w), . . . ,∇JK(w)

]
是一个收集来自

评估为了模型 w 的 K 目标的梯度的 d × K 矩阵，而
µ > 0是步长。将 (17b) 从左侧乘以

√
Lr 并定义 pi ,

(1/K)1K +
√
Lrλi，我们得到以下等效形式：

wi = wi−1 − µG(wi−1)
[
pi−1 + ηLrJ (wi−1)

]
(18a)

pi = pi−1 + µLrJ (wi−1). (18b)

从初始化 λ0 = 0，我们找到初始条件 p0 = (1/K)1K。
最后，我们对 (18a) 中的 pi−1逐元素应用 positivity 算
子 [·]+ = max{·, 0}，从而得到算法 1。

Algorithm 1: 精确帕累托优化通过增广拉
格朗日（EPO-AL）

Input: K positive, differentiable, objectives
J1(·), ..., JK(·) with Jk : Rd → R+; step
size µ > 0; penalty parameter η > 0.

初始化 w0 ∈ Rd, p0 = 1K/K, zt = 0K 其中 0K

是大小为K 的全零向量。for i = 1, 2, . . . do

wi = wi−1 − µG(wi−1)
(
[pi−1]+ + ηLrJ (wi−1)

)
(19a)

pi = pi−1 + µLrJ (wi−1) (19b)

end

EPO-AL的每次迭代复杂度与目标数量的良好扩
展性如以下备注所述。

备注 1 (每迭代计算复杂度). EPO-AL 的每次迭代需
要进行 O(Kd) 次计算，这来自于评估梯度矩阵 d ×
KG(wi−1)并与向量K×1([pi−1]++ηLrJ (wi−1))相乘。

请注意，典型的多目标优化算法 [26]，包括那些旨
在寻找精确帕累托最优解对于的方法 [8], [18], [19]通常



涉及评估 G(wi−1)
>G(wi−1), 这需要大约 O(K2d) 次计

算；基于次梯度的方法（2）需要 O(K)次计算来识别
主动目标，以及 O(d)次计算来评估对应次梯度。

IV. 不动点分析

在分析算法 1的固定点行为之前，我们首先回顾一
下帕累托平稳性 [27] 的概念。

定义 4 (帕累托站性). 一个模型被称为帕累托平稳的，
如果可以找到梯度 {∇Jk(w)}Kk=1 的一个凸组合，使得
结果为全零向量。因此，所有帕累托平稳点 Pst 的集合
由以下给出：

Pst =
{
w ∈ Rd : min

p∈∆K
||G(w)p|| = 0

}
. (20)

注意弱帕累托最优性意味着帕累托平稳性，即 P ⊆
Pst [28, Lemma 2.2]。我们现在 characterize EPO-AL
的不动点行为。

定理 1 (不动点分析). 假设 算法 1收敛到一对不动点
w∞和 p∞。然后 w∞是帕累托平稳的且为公平。

证明. 我们从将 w∞ 替换 wi 和 wi−1 以及将 p∞ 替换 pi

和 pi−1在 (19a)–(19b)开始，得到：

G(w∞)
(
[p∞]+ + ηLrJ (w∞)

)
= 0; (21)

LrJ (w∞) = 0. (22)

从 (22)，(21)简化为：

G(w∞)[p∞]+ =
K∑

k=1

[pk,∞]+∇Jk(w∞) = 0, (23)

这确保了在 [p∞]+ 包含至少一个非零项的前提下，w∞

是帕累托平稳的,，我们将在下面进一步调查这一点。鉴
于 (13)，第二个条件（22）暗示了w∞ yields r1J1(w∞) =

· · · = rKJK(w∞)，从而导致w∞ ∈ Fr 满足公平性条件。
唯一剩下的步骤是证明 p∞ 中至少包含一个严格正

的元素。为此，从 (14)观察到 r−1 , [r−1
1 , . . . , r−1

K ]在
Lr 的零空间中：

Lrr
−1 = diag(r)

(
IK×K −

1

K
1K1

>
K

)
diag(r)r−1

= diag(r)
(
IK×K −

1

K
1K1

>
K

)
1K = 0. (24)

因此，通过对 (19b)与 r−1取内积，我们得到有：

(r−1)Tpi = (r−1)Tpi−1 + µ(r−1)TLrJ (wi−1) = (r−1)Tpi−1.

(25)

于当 i迭代回到 p0，我们发现那个：

K∑
k=1

pk,i
rk

=
K∑

k=1

pk,0
rk

=
K∑

k=1

1

Krk
, ε > 0. (26)

为了使
∑K

k=1 pk,i/rk 大于 ε，必须存在至少一个 k′使得
pk′,i/rk′ ≥ ε并且因此 pk′,i ≥ εrk′ ≥ εmink rk。我们得
出结论，对于所有 i 我们有：

max
k

pk,i ≥
(

min
k

rk

)( K∑
k=1

1

Krk

)
. (27)

在之上一个假设 pi 趋向于不动点 p∞ 并取极限得到期
望的结果。

推论 1 (凸目标函数). 假设目标函数 Jk(w)对所有 k =

1, . . . ,K 都是凸的。那么，w∞ ∈ Er = P ∩Fr 是精确帕
累托最优，并解决了 min-max 问题 (1)。

证明. 结果在认识到帕累托平稳性意味着凸目标下的
弱帕累托最优性 [28, Lemma 2.2]后立即得出。因此，
w∞ ∈ P。定理 1已经建立 w∞ ∈ Fr。在这些条件下，
命题 1确保 w∞ ∈ Er 并且也解决了 (1)。

V. 经验评估

我们通过一对个合成实验来实证评估我们的
算法：当目标函数 {Jk(w)}Kk=1 是（i）全部凸的和
（二）全部非凸的 1。特别是对于凸场景，我们考虑
(我)Jk(w) =

√
1 + ||w − wk||2 − 1；对于非凸场景，我

们采用 (二)Jk(w) = 1 − e−||w−wk||2 从 [9]调整以处理
多于两个目标的情况。具体地说，点 K 锚点 {wk}Kk=1

是在单位 (d − 1)表面上均匀随机选择的，我们还通过
在内部的概率单形 ∆K

+ 中均匀随机采样来选择偏好向
量 r，我们将其定义为∆K

+ = {y ∈ ∆K : yk > 1/3K ∀k}
我们施加如此严格的正性以避免某些目标被基本上忽
略的极端情况。。初始模型 w0 是通过从的单位 (d− 1)-
球中随机采样选择的。我们通过运行 30次独立实验来
考虑这些随机性，除非另有说明。
我们将提出的算法到 (我) 的次梯度算法 (2)

进行比较，其中活跃索引 kactive 通过随机打破平
局来选择；(二)the 光滑最大方法 [5], [13], [15]
更新 w ← w − µ∇LSEτ [r1J1(w), . . . , rKJK(w)],，
其中 LSEτ [v1, . . . , vK ] 是定义为 LSEτ [v1, . . . vK ] =

log
∑K

k=1 e
vk/τ 的光滑最大函数；以及 EPO搜索 [8],，

1代码可在以下位置获取 https://github.com/sangwoo-p/EPO_AL

https://github.com/sangwoo-p/EPO_AL


其形式为 w ← w − µG(w)β，其中 β ∈ ∆K 通过在每次
迭代中求解一个K 维线性规划问题 [8]来选择。

A. 优化轨迹的可视化

我们首先可视化当所有目标均为非凸在图中 1时
考虑的方案优化轨迹。我们省略了光滑极大方法，因
为它未能收敛到对于足够大的 τ 所对应的最优点 [13],
[14]，这给出了给我们一个个不同的优化轨迹沿着，带
有子梯度的算法 (2)。我们设置 d = 3和 K = 2。一个
一个有趣的观察结果是现有方法优先收敛于公平约束
后再寻找 Pareto前沿，而提出的 EPO-AL算法能快速
收敛到 Pareto前沿并遍历它以寻找一种也满足满足公
平性条件的解。我们为所有方案沿着设置 µ = 0.1，并
为 EPO-AL 设置 η = 10，r = [0.2, 0.8]>，并选择以下
[9]的两个锚点。

B. 迭代/时间复杂度

我们现在考虑四个算法的迭代复杂度，通过测量达
到指定目标精度所需的最小迭代次数需要。为了公平比
较不同的算法，我们分别通过在大小为 10的日志缩放
网格中搜索 Gµ = [10−3, 10−1]来设置每个算法的步长
µ。至于该 EPO-AL 和 smooth-max 算法，我们也分别
通过搜索 Gη = [10−1, 102]和 Gτ = [10−2, 10]来设置惩
罚参数 η 和温度参数 τ，都在大小为 10的对数缩放网
格中。我们将迭代的最大次数设置为 1000，并将模型的
维度设置为 d = 100，即 w ∈ R100。
具体来说，我们将目标性能 J? 定义为在整个可能

的步长选择中由次梯度算法 (2) 达到的最小值。然后我
们评估在固定选择的 µ（对于所有算法）以及 η（对于
EPO-AL）和 τ（对于 smooth-max）的情况下迭代复杂
度，通过 io(µ, η, τ) = min{i : |maxk rkJk(wi)−J?| ≤ ε}
设置到 ε = 0.01 的的容差水平。然后，我们最终评估
每个方案的迭代复杂度 io，通过选择可能的 µ、η 和
τ 中的最小值 io(µ, η, τ)，即针对的次梯度算法 (2) 和
EPO搜索的 io = minµ∈Gµ

io(µ, η, τ)；针对平滑-max的
io = min(µ,τ)∈Gµ×Gτ

io(µ, η, τ)；以及针对 EPO-AL 的
io = min(µ,η)∈Gµ×Gη

io(µ, η, τ)。
图 2（左）显示了迭代复杂度作为目标数量K 的函

数，对于凸函数和非凸函数 Jk(w)。观察到无论是的经
典的 EPO 搜索 [8]还是提出的 EPO-AL 算法都与目标
数量,成比例增长，而子梯度算法（2）却在增加的目标
数量时表现不佳在。由于迭代次数无法捕捉每次迭代相

关的计算复杂度（见图 1），我们接下来研究达到目标性
能 J∗所需的最小总数复杂度。
图 2（右）显示了时钟时间复杂度 to，定义为处理

迭代次数 io 所需的实际总时间。时钟时间是在 Apple
M1 硬件上评估的。EPO 搜索 [8]在每次迭代中涉及线
性程序的求解，这导致了更高的每迭代复杂度，并因此
与仅涉及单一时尺度的所提出的 EPO-AL 策略相比具
有更高的总运行时间。

VI. 结论

一种新的通过精确帕累托优化进行最小最大优化
的算法被提出。为了推导出该策略，我们使用了增广拉
格朗日方法下的原对偶共识技术，从而得到一个比基于
次梯度-的方法在目标数量增加时有更好的扩展性，并
且每轮迭代的复杂度低于其他基于平滑化-的方法。实
验结果表明，所提出的算法通过施加较低的总复杂度达
到了目标性能，相比于其他基准而言，展示了其随着目
标数量增加的可扩展性。
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