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摘要
Behrens-Feichtinger 模型为生产相同产品并在同一市场中竞争的两家公司的销售
额共演化提供了确定性的图像。该模型涉及一种主动投资策略，即这两家公司的临
时投资额取决于其在市场中的相对位置。在这项工作中，我们对称为跳跃发展的特
定演化模式感兴趣，在这种模式下，每家公司都有可能轮流在一个有限的时间段内
主导市场。通过引入两个适当的变量，即两家公司在任何时间点的销售差和总销售
额，我们考察了有利于该模型跳跃发展动力学的条件。对由此产生的耦合离散非线
性方程固定点稳定性的分析进行了执行，并生成了关于弹性系数的销售差异与总销
售量的分岔图。时序分析表明，当模型特征参数取特定值且与两家公司投资策略差
异相关的弹性系数相对较高时，由销售差在正负分支之间周期振荡所表征的跳跃发
展状态得到了稳定。为了确保在跳跃发展动态过程中商品供应充足，需要保证任何
时间点的累计销售额为正值。

Keywords: Behrens-Feichtinger 模型，主动投资策略，销售差额和销售总额，分岔，跳跃
动力学
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1 介绍

现代经济的空间时间组织表现出类似于非线性动力系统 [1, 2]的特征。在这方
面，近年来越来越多的证据表明，当今金融系统的空间和时间演变的极端复杂性
可以通过使用非线性动力系统理论中的数学模型来捕捉 [2–4]。在这些模型中，那
些涉及系统非随机驱动演化的模型，也称为确定性模型 [5, 6]，因其可以展示出丰
富的动态模式而引起了极大的兴趣，其中包括规则和混沌阶段，尽管系统本身没
有内在的随机性 [3, 4, 7–10]。Behrens-Feichtinger双伙伴模型 [11–16]描述了两个
微观经济系统（为了简化我们考虑两个企业）在一个共同的商品市场中竞争的动
力学，是这种确定性模型的一个原型。该模型假设这两个企业通过采用不对称的
投资策略生产相同的产品，这些策略在模型中由一个“弹性”参数表示，这个参数
决定了它们各自投资规模的接近或远离程度。更明确地说，它们的临时投资取决
于其在市场上的相对位置，因此当企业 X 相对于企业 Y 具有优势时会投入更多，
而当企业 Y 相对于企业 X 处于不利地位时则会增加投资。用 xn 和 yn 分别表示
在同一离散时间 n上公司 X 和 Y 的相对销售额，Behrens-Feichtinger 模型由以
下两个耦合的 Logistic 型非线性差分方程 [11, 13–16]表示：

xn+1 = (1− α)xn +
a

1 + exp
[
− c
(
xn − yn

)] , (1)

yn+1 = (1− β) yn +
b

1 + exp
[
− c
(
xn − yn

)] . (2)

在上述集合中，实数和正参数 α和 β 分别是公司 X 和 Y 在没有投资的情况下在
离散时间 n上销售额衰减率。实参数 a和 b分别是公司X 和 Y 的投资规模，而实
数且为正的参数 c，通常称为“弹性”系数 [13]，衡量了两家公司在投资策略上的
差异程度。Behrens-Feichtinger 模型动力学的特殊特征已在几项研究 [11, 13–15]
中通过时间序列分析或将其耦合集 (1)-(2)视为二维离散映射而揭示。这些研究揭
示了该耦合系统的问题的解要么是规则周期或多重周期非谐振振动，要么是混沌
轨迹，这取决于模型参数 α, β, a, b和 c的特定值。也就是说，已经预测到了一个
混沌吸引子（见图。1对于 a = 0.16，b = 0.9，α = 0.46，β = 0.7和 c = 105具
有一个不稳定固定点 (x = 0.0118222，y = 0.0436998)。时间序列分析的解决方案
xn,yn要么是单周期，要么是多周期非谐振振动，这取决于这些参数的值。这样的
周期性非谐振振动中的一部分显示在图 2中，对应于两种公司的销售都是有规律
的变化。然而，两家公司中的其中一家可能会决定相对于另一家增加其收益并因
此采用挑衅性的投资策略，导致两家公司的销售额不再定期同步，从而进入一个
混乱的演化状态。
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图 1 耦合离散映射 (1)-(2)相平面中的混沌吸引子，对于 a = 0.16,b = 0.9,α = 0.46和 β = 0.7。观察到
的混沌轨道已与相同参数值下的一个现有不稳定固定点相关联（参见例如文献 [13]）。

除了在文献中广泛讨论过的常规和混沌状态 [11, 13–15]，还可以考虑一种状态，在
这种状态下，两家公司的投资策略使得它们交替地控制市场一段时间。在这种特
定的状态下，两家公司的销售预计会保持有限但相反的变化，这样，在这一特定时
间段内，其中一家公司的销售额最低而另一家的销售额最高。这种演化模式，两
种公司的“蛙跳”式销售变化，在一个公司之间竞争而不影响彼此共同市场的长
期稳定和存在的情境中可能是相关的。
在这项工作中，我们研究了 Behrens-Feichtinger模型可能演变为一种“蛙跳”状
态的条件。为此，我们引入两个适当的变量，并用它们将 Behrens-Feichtinger模
型重新表述为描述 X 和 Y 公司销售差额和总和演化的两个耦合离散非线性方程
系统。在第 2节中，我们使用两个新变量重新表述 Behrens-Feichtinger模型，并
寻找新的耦合非线性离散方程系统的不动点解。由于这些不动点的长期方程无法
通过解析方法求解，我们采用 Brent算法以弹性系数 c作为控制参数来数值提取
两个不动点。还将通过对销售差额和总和的分岔图进行不稳定不动点的全局稳定
性分析，观察在增加 c时不动点如何演变。我们的目标是识别出 c值的范围，在这
个范围内跳跃领先机制更有可能被青睐并稳定下来。在第 3节中，将数值求解新
的两个耦合离散非线性方程组，并为模型参数的一些特定组合生成销售差额和总
和的离散时间序列。在这些时间序列中，跳跃制度将通过销售差额从正分支到负
分支的周期性振荡表现出来，两家公司的累计（或总和）销售额在任何时间 n都
保持为正值。本文以总结和结论性评论结束（第 4节）。
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图 2 公司X 和 Y 的销售量 xn和 yn的时间序列，分别为 a = 0.16,b = 0.9,α = 0.46和 β = 0.7。三个图
形对应三个不同的 c值：c = 25（左图）、c = 105（中图）和 c = 200（右图）。

2 跳跃方程：不动点和分岔

考虑离散系统 (1)-(2)的特定演化模式，这种模式有利于两家公司 X 和 Y 交
替主导其共同市场的局面。在此情况下，两家公司的销售额 xn 和 yn 之间的差异
可以周期性地从正值变为负值，在一个典型的演变中让人想起许多物理系统中的
超车现象 [17–21]。为了研究离散系统 (1)-(2)在超车状态下的动力学，我们引入了
两个新变量，即 zn 和 wn分别对应销售 xn和 yn在时间 n的差值和总和：

zn = xn − yn, wn = xn + yn. (3)

有了这两个新变量，方程 (1) 和 (2) 变为：

zn+1 = (1− α1) zn + β1 wn − b1
1 + exp (−czn)

, (4)

wn+1 = (1− α1)wn + β1 zn +
a1

1 + exp (−czn)
, (5)

其中：

α1 =
α+ β

2
, β1 =

β − α

2
, a1 = a+ b, b1 = b− a. (6)

给出的离散方程组（公式 4）-(5) 也是非线性的，根据公式 (6)，这些耦合离散非
线性方程的特征参数由 Behrens-Feichtinger 模型（1）-{2) 的参数决定。
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图 3 根 z0（实线）和 w0（虚线）耦合系统 (7)-(8) 的解，绘制于 c 针对 a = 0.16,b = 0.9,α = 0.46和
β = 0.7。

耦合系统方程的不动点 (4)-(5) 是以下 2× 2非线性代数方程的解对 (z0, w0)：

α1z0 − β1w0 +
b1

1 + exp (−cz0)
= 0, (7)

α1w0 − β1z0 −
a1

1 + exp (−cz0)
= 0. (8)

后者系统使用布伦特算法进行了数值求解，对于 Illuations 我们考虑了之前曲线
中使用的相同特征参数值，即 a = 0.16、b = 0.9、α = 0.46和 β = 0.7。弹性系数
c，用于衡量两家公司投资策略的差异，代表了一个合适的控制参数，并将作为数
值生成固定点的变量。在图 3中，我们绘制了 z0（线）和 w0（点）相对于 c的变
化。我们看到当 c = 0，z0取一个负的阈值，并随着 c的增加渐近地趋向于零。同
时，对于 c = 0，w0处在一个正的阈值，并且随着 c变得非常大时，渐近地趋向于
零。请注意，z0和 w0通过线性关系相关联，可以通过结合方程（7）和（8）来展
示。确实，从这两个公式我们得到：

w0 = z0
a1α1 − b1β1

a1β1 − b1α1

. (9)

这一关系建议选择参数的方式使得 a1β1 − b1α1 6= 0。此外，在图中观察到的 z0和
w0的变化。3 表明销售总额 w0将始终为正，而销售额之差 z0始终为负，对于模
型特征参数所选择的具体值。
让我们检查二维离散映射 (4)-(5) 关于不动点 (z0, w0) 的无穷小偏差
(δzn+1, δwn+1)的稳定性。描述这些无穷小变换的方程可以通过线性 2× 2矩阵方
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程表示：
(δzn+1, δwn+1) = Jc(z0, w0) (δzn, δwn), (10)

其中，控制固定点 (z0, w0)附近无穷小变换的 Jordan 矩阵 Jc(z0, w0)可以通过以
下方式获得：

Jc(z0, w0) =

(
1− α1 − c b1

4 cosh2(c z0/2)
β1

β1 +
c a1

4 cosh2(c z0/2)
1− α1

)
. (11)

二维映射的一周期轨道是由从固定点出发的连续迭代生成的点 (z, w)，这导致了
一个序列 (z0, w0),(z1, w1),· · · ,(zN , wN )通过线性变换 (10)。在此序列中，稳定周
期一轨道将需要 | trace[Jc(z0, w0)] | ≤ 2，这表明了周期一轨道的稳定性条件：

8(1− α1)− c b1 sech
2(c z0/2) = ±8. (12)

对于从图中出现的不动点 (z0, w0) = (0, 0)：3 对于较大的 c，要求 (12) 导致 c的
两个可能值：一个负值是无关的，因此应该排除，以及一个用模型特征参数表示
的正值：

cc =
16 + 8α1

b1
. (13)

由于在方程中获得的数量 cc (13) 是弹性参数 c的临界值，对于该值，周期一轨道
是不稳定的，可以预期在 c = cc处会发生倍周期分岔。关于弹性系数 c，两个公司
销售额的差 z（左图）和和w（右图）的分岔图如图所示。4对于 a = 0.16，b = 0.9，
α = 0.46和 β = 0.7。这些参数值意味着 b1 = 0.74和 α1 = 0.58，使得公式 (13)
得出 cc = 27.891891892。这与图 4中所示的两个分岔图中首次观察到周期加倍分
岔时 c的值一致。

3 跳跃动态的时间序列分析

图 3所示的不动点解以及关于 c的分叉图。4建议销售差异 z始终为负，而销
售额之和 w始终为正，两者都随着 c的增大逐渐趋向于零。这些行为实际上并不
是普遍存在的，事实上它们特定于数值模拟中用于生成的 a,b,α和 β的值。具体来
说，对于跳跃演化而言，希望 z 能够从正值周期性振荡到负值，反映出企业在一
段时间内交替领先的位置。图中显示的 xn 和 yn 的时间序列。1 已经表明了企业
Y 的长期垄断，在图中。5 我们绘制了 zn（实线）和 w（点）的时间序列，对于
a = 0.16，b = 0.9，α = 0.46，β = 0.7和两个不同的 c值，以突出显示所有数量级
的 c缺乏跳跃现象。随着 c增加，销售差异 zn周期性波动但仍保持在负值分支中。
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图 4 分岔图关于 c的销售差异 z（左图）和总和 w（右图），对于 b1 = 0.74和 α1 = 0.58。

清楚地表明在上述分析中以及包括 [13]在内的大多数研究中使用的值 a = 0.16、
b = 0.9、α = 0.46和 β = 0.7不适用于该系统的跳跃动力学。图 6显示了时间序列
的图像 zn 和 wn 现在针对 a = 0.7,b = 0.45,α = 0.7,β = 0.4以及三个不同的 c值，
即 c = 10（左图），c = 20（中图）和 c = 150（右图）。这一组参数值有利于跳跃
前进，可以看出随着 c的增加，跳跃前进的动力学得到增强。在图中。7 我们绘制
了 zn和 wn相对于 n的图表，针对 a = 0.9，b = 0.6，α = 0.7和 β = 0.46，并在
图中。8 相同的数量被绘制为 a = 0.95,b = 0.35,α = 0.85和 β = 0.15。在这两张
图中，也可以观察到在弹性系数 c的相对较高值时发生交错动力学。一个关于从
耦合离散非线性方程（4- (5)）中涌现的跳跃现象很有趣的事实是，公司X的销售
额衰减率应该大于或至少等于公司 Y 对应的参数（即 α ≤ β）。此外，公司 X 的
投资规模 a应大于或至少等于 b，即公司的投资规模 Y（即 a ≤ b）。值得注意的
是，这两家公司的累计瞬时销售量 wn 总是为正，最终接近于零但不会变为负值。
后一种行为确保了在两家公司跳跃式发展过程中不会出现货物短缺的情况。
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图 5 离散时间序列的销售差异 zn（实线）和总和wn（点），对于 a = 0.16，b = 0.9，α = 0.46和 β = 0.7。
左图：c = 20，右图：c = 200。

4 总结与结论性评论

Behrens-Feichtinger 模型在过去的研究中被广泛考虑，并且已经确立该模型
具有丰富的动态特性，范围从规则的周期非谐振振荡到混沌演化，这取决于其特
征参数的值。在本研究中，我们考察了系统的动力学，重点关注一种特定的进化
模式，我们称之为蛙跳式发展。在这种特定模式下，两家公司的销售额假定是相
反发展的，因此在有限的时间段内，一家公司的销售额会超过另一家公司，并且
反之亦然。这种蛙跳式的动态特征由与两公司销售差异相关的变量的周期性振荡
描述，该变量由于蛙跳式动力学而预期从正值周期性地变为负值。我们发现，这
种特定的进化模式需要适当选择模型的特征参数值。值得注意的是，在任何时候
n的总销售额始终为正，确保了产品的可用性以满足消费者需求。
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图 6 离散时间序列的销售差值 zn（实线）和总和wn（点），对于 a = 0.7，b = 0.45，α = 0.7和 β = 0.4。
左图：c = 10，中图：c = 20，右图：c = 150。
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图 7 离散时间序列的销售差异 zn（实线）和总和wn（点），对于 a = 0.9，b = 0.6，α = 0.7和 β = 0.46。
左图：c = 10，中图：c = 20，右图：c = 150。
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图 8 离散时间序列的销售差异 zn（实线）和总和 wn（点），对于 a = 0.95，b = 0.35，α = 0.85 和
β = 0.15。左图：c = 10，中图：c = 20，右图：c = 150。
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