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手性纳米管基约瑟夫森结中的完美超电流二极管效率

Joseph J. Cuozzo1, ∗ and François Léonard1

1Materials Physics Department, Sandia National Laboratories, Livermore, CA 94551, USA.

超电流二极管效应（SDE）描述了超导系统中的现象，其中从超导状态切换到正常状态的开关电流
大小对于正负电流偏置是不同的。尽管这样的二极管效应在约瑟夫森器件中普遍存在，但在约瑟夫森
结中观察到二极管效应并实现完美二极管效率的基本条件仍然不清楚。在这项工作中，我们基于金兹
堡-朗道理论分析了手性纳米管基约瑟夫森结的超电流二极管特性。我们发现，在沿管平行施加磁场时，
即使系统中不存在自旋轨道相互作用，结上也会出现二极管效应和异常相位。令人惊讶的是，结中的
SDE独立于异常相位。相反，我们确定了一种由磁通量量化保护的非互易持久电流可以激活 SDE，甚
至在没有高阶配对隧穿过程的情况下也是如此。我们表明这种新型的 SDE原则上可导致完美二极管效
率，突显了如何利用持久电流来设计高效超电流二极管。

随着对低功耗快速电子设备在低温操作下需求的
增长，非互易超导器件的快速发展最近已经发生 1,2。
非互易效应已经在块体超导体中 3–7 以及约瑟夫森结
中 8–19（JJs）——两个通过隧道势垒弱耦合的超导电
极，例如正常金属或绝缘体——被广泛研究。在 JJ中，
约瑟夫森二极管效应（JDE）表现为设备从超导态切换
到耗散态时正负阈值电流大小的不同，如图 1(a)所示。
尽管几十年前这种效果已经在具有几何不均匀性的设
备中被知晓，但由于在均匀设备中超导二极管效应的
报道引起了新的兴趣，在这些设备中非互易性源于微
观相互作用。在这些系统中，特别是在没有施加磁场
的情况下，二极管效应支持了奇异状态的发现，例如
时间反演对称性破坏的超导态 20,21。其他零磁场超电
流二极管包括基于铁基超导体的 JJ22，扭曲双层石墨
烯的 JJ23，扭曲三层石墨烯 24，阻碍原子绝缘体 JJ25，
受压 PbTaSe226 和多铁性 JJ27。关于这些系统和其他
系统中 SDE的性质仍存在一些开放问题，这需要进一
步的理论建模来解决 SDE 的基本限制。

理论上对 JDE的描述经常从直观的角度关注对称
性论点，即破缺的反演和时间反转对称性 1,28–30。假设
这些对称性被破坏，可以考虑电流-相位关系（CPR）2：
Is(φ) = a sin(φ)+b cos(φ)+c sin(2φ)+d cos(2φ).这里φ

是约瑟夫森结上的相位，而 a, b, c和 d是描述相干库珀
对隧穿（a和 b）以及成对共隧穿（c和 d）超电流通道权
重的实数常量。参数 b和 d与结点中的时间反演对称性
（TRS）破坏相关。当这四个常数均非零并被视为独立
参数时，普遍的组合结果是 (a, b, c, d)导致 Ic+ 6= |Ic−|，
其中 Ic+ = max (Is) 和 Ic− = min (Is) , 约瑟夫森二极
管效应得以实现（见图 1(a)），效率为 η = Ic++Ic−

Ic+−Ic−。使

用 Is(φ)的最小形式，显然无法实现完全有效的超电流
二极管，其中 Ic+或 Ic−为零。虽然理想二极管操作已
在交流极限中被识别 31–33，但在直流情况下仍存在一
个问题：原则上，在直流极限下运行的完美有效的约
瑟夫森二极管是否可能？我们通过考虑手性纳米管基
约瑟夫森结（ChNt-JJs）来肯定地回答了这个问题。

在本工作中，我们提出了一种针对沿管方向施加
磁场的 ChNt-JJ的现象学Ginzburg-Landau（GL）理
论。我们考虑了一个遵守反演对称性的各向异性自由
能泛函，并选择非高对称轴上的周期性边界条件来定
义手性纳米管，见图 1(b-c)。首先，我们展示了在这个
系统中，尽管没有自旋轨道耦合，ChNt-JJ仍会发展出
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Figure 1. (a) 具有负二极管极性的超电流二极管的电压-电流
曲线示意图。(b)C2 对称费米面的示意图。(c) 方格晶格上的手
性纳米管示意图。(d) ChNt-JJs 和诱导约瑟夫森二极管效应的
螺旋持续电流的卡通图。
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异常相。在打破反演对称性的 JJ中已经研究了异常相
与 JDE之间的联系 34，但直到现在，尚未确定 ChNt-
JJs中是否存在以及可能的异常相来源。我们还发现，
在没有配对共隧穿的情况下存在二极管效应，这是由

于受到 ChNt-JJ中的磁通量子化保护的非互易持久电
流造成的。在这种情况下，一个与相位无关的持续电
流使我们可以设定二极管效率的上限，展示了如何在
ChNt-JJs中实现完美效率。我们建模了一个具有自由
能泛函中高阶项的超导 ChNt35:

F [ψ]− F [0] =

∫
Ω

dr0

(
α|ψ|2 + β

2
|ψ|4 + 1

2m0

|p0ψ|2 +
1

4m2
0ζ0

∣∣p2
0ψ
∣∣2)+

∫
Ω

dr0
1

2m1

(
|px0ψ|2 − |py0ψ|2

)
+

∫
Ω

dr0
|p2x0ψ|

2
+
∣∣p2y0ψ∣∣2 − 1

2
|{px0, py0}ψ|2

4m2
1ζ1

+

∫
Ω

dr0
|p2x0ψ|

2
+
∣∣p2y0ψ∣∣2 − 3

2
|{px0, py0}ψ|2

4m2
2ζ2

. (1)

这里，m0 < m1,m2,ζ0, ζ1, ζ2 > 0,α ∝ (T − Tc)和 β 是通常的 GL 系数，并且 p = −ih̄
(
∇− i 2e

h̄c
A
)
是动量算

子。系统的原子晶格定义在一个二维平面上 Ω ∈ R2。这里动能对 F 的贡献具有反演对称性，而 C2 具有旋转对
称性当 1/m1 6= 0.时。这对应于椭圆形费米面，见图 1(b)。周向矢量 C = 2πR(− sin θ, cos θ),，其中 R是纳米
管的半径，定义了应用于纳米管的周期性边界条件，见图 1(c)。为了简化我们的分析，我们将实空间基底旋转至
r = R(θ)r0，其中 R(θ)是 2x2的旋转矩阵。在这种情况下，Ginsburg-Landau 方程为（详见补充信息）

J =
2eh̄

i

(
ρ1 − ρ4p

2
x − ρ7p

2
y − ρ8pxpy ρ3 − ρ8

2
(p2x − p2y)−

ρ6
2
pxpy)

ρ3 − ρ8
2
(p2x − p2y)−

ρ6
2
pxpy) ρ2 − ρ4p

2
y − ρ7p

2
x + ρ8pxpy

)
j (2)[

α+ β|ψ|2 −
(
ρ1p

2
x + ρ2p

2
y + 2ρ3pxpy

)
+ ρ4

(
p4x + p4y

)
+ (ρ6 + 2ρ7) p

2
xp

2
y + 2ρ8

(
ρ3xpy − pxp

3
y

)]
ψ = 0, (3)

其中 j = ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗ − i 4e
h̄c
A|ψ|2. 与简化的 C2 对

称性相关的系数是 ρ1 = µ1 cos2 θ + µ2 sin2 θ, ρ2 =

µ2 cos2 θ+µ1 sin2 θ,和 ρ3 = (µ2−µ1) sin 2θ其中µ1/2 =

(m1 ± m0)/(2m0m1). 自由能中的高阶动能项决定了
系数 ρ4 = (κ1 + λ cos 4θ)/2, ρ6 = −2(κ2 + λ cos 4θ),
ρ7 = (κ1 +2κ2 − λ cos 4θ)/2, 以及 ρ8 = −λ sin 4θ其中
κ1 =

1
2m2

0ζ0
+ 1

4m2
1ζ1

, κ2 = 1
4m2

2ζ2
,和 λ = 1

4m2
1ζ1

+ 1
2m2

2ζ2
。

当 θ mod π
2
6= 0时，纳米管是手性的，并且 ρ3 6= 0，

导致沿纳米管方向的镜像对称性破坏。这里的超流刚
度张量将超电流密度 J 与凝聚态电流 j 相关联，现在
具有 p-依赖性。

为了建立 SDE 的条件，我们考虑沿纳米管 B =

Bextx 的外部磁场，这破坏了时间反演对称性。周
期性边界条件导致 py 是一个好的量子数 p

(n)
y =

h̄(πR2Bext/Φ0 + n)/R 对于某些 n ∈ Z，其中 Φ0 是
磁通量子。为了简单起见，我们限制在小直径纳米管
和最低子带的情况下，并设置 p

(n)
y = p

(0)
y 。然后序参

量是

ψ(x, y) = ψx(x)e
ip(0)y y/h̄, (4)

对于某个复值函数 ψx。从这里，为了计算约瑟夫森结
中的超电流，我们需要对方程（3）在结内的解应用适
当的边界条件。最简单的约瑟夫森结模型使用刚性边
界条件 36

ψx(x ≤ 0) = ψ∞, ψx(x ≥ L) = ψ∞e
iφ, (5)

其中定义结的正常区域是 0 ≤ x ≤ L，φ是结上的相位
差，并且 ψ∞ =

√
−α/β. 对于结的边界条件可以进行

更严格的处理，在二维和三维几何结构中这可能是重
要的 37，但是对于我们的准一维系统，刚性边界条件
提供了足够的定性准确性。假设 T . Tc和一个短连接
L� ξ，其中 ξ是超导相干长度，我们可以通过标准方
式线性化求解方程 3并找到

ψx(x) ≈ ψ∞L
−1eiax

(
L− x+ xei(φ−aL)

)
, (6)
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其中 a = −ρ3p
(0)
y

h̄ρ1
。然后通过求解方程 (2) 中的 Jx 来

计算 ChNt-JJ 的电流相位关系，由于超流刚度各向异
性，需要 j的两个分量：

j =
(
2iψ

2
∞
L

sin (φ− aL) + 2iaψ2
0

∣∣L− x+ xi(φ−aL)
∣∣2

2iψ2
0p

(0)
y

h̄

∣∣L− x+ xi(φ−aL)
∣∣2

)
.

(7)

写成 j0 = ρ1jx+ ρ3jy并注意到 ∂xj0 = 0 = ∂yj0，我们
可以重新排列方程 (2) 中的 Jx表达式为

Jx =
eh̄

iρ1

[
2ρ1j0 − (ρ8ρ1 − 2ρ3ρ4)p

2
xjy
]

+
eh̄

iρ1

[
(ρ8ρ1 + 2ρ3ρ7)p

2
y + (ρ6ρ1 − 2ρ3ρ8)pxpy

]
jy.

(8)

从方程 (7)，我们看到 pyjy = 0。然后 CPR由

Is(φ) = Ic

[
sin φ̃+

2Φ̂

LR
γ−1

(
1− cos φ̃

)]
. (9)

给出这里 Ic =
4eh̄ρ1ψ

2
∞A⊥

L
, φ̃ = φ − φ0, φ0 = −ρ3p

(0)
y L

h̄ρ1
,

Φ̂ = πR2Bext/Φ0和

γ =
(m1

m0
+ cos 2θ)2 csc 2θ

2m1(κ1 − λ− 2λm1

m0
cos 2θ)

. (10)

方程 (9)中的 CPR在 2π相移 Is(φ) = Is(φ+2π)下不
变，反映出无论是将导线中的序参数的相位改变 2π都
不会改变物理状态。临界电流 Ic 与常规表达式不同，
因为它依赖于手性角 ρ1 = ρ1(θ)。
让我们首先考虑一个简单的情况，其中方程（1）

中的 O(p4)项消失（γ−1 = 0），从而 Is = Ic sin φ̃。这
里存在一个异常相位 φ0，其中 ChNt-JJ在其自由能的
最小值处为 φ0 6= 0 和 Is(−φ) 6= −Is(φ)（在时间反
演对称性破坏下是允许的）。关于纳米管的各向异性，
φ0 ∝ sin 2θ/m1, 以及几何和磁场 φ0 ∝ BextAn 其中
An 是连接处纳米管的表面积。后一种关系意味着 φ0

在连接长度 L 上呈线性，类似于短 Rashba 连接 36。
此处异常相位的存在是由于纯粹的轨道机制 38，而不
是更常见的自旋-轨道机制 36,39。
我们也可以通过对速度 v(px) 的分析来获得关于

异常相位φ0的一些直觉。在这种情况下，我们有∆vx =

vx(px)− vx(−px) = 4ρ3p
(0)
y ，因此

φ0 = −∆vxL

4h̄ρ1
. (11)

之前对 Rashba纳米线 JJ在磁场垂直于电流流向的情
况下进行的工作表明，由自旋轨道相互作用 40 引起的
异常相位与安德烈夫束缚态谱中的相移 ϕ0 ∝ ∆vF,σL

相关，其中∆vF,σ是结中两个自旋通道费米速度之差。
因此，在 Rashba JJ和 ChNt-JJs中的异常相直接与凝
聚体速度破缺的手征对称性相关。这表明当凝聚速度
是非互易时，可以产生异常相，并且当凝聚波函数中的
凝聚速度的非互易性不能通过规范变换消除时，JDE
就会形成 41。

回到方程 9 的完整解，我们观察到 CPR 采取了
一种非常规的二部形式 Is(φ) = Ĩs(φ) + I0，其中 I0是
独立的的 φ。相位无关项 I0 表示与由于 Little-Parks
效应而围绕管流动的超电流相关的手性管中的持续电
流。我们有 I0 ∝ Bext sin(2θ)，因此只有当管是手性的
并且施加了外部磁场时，电流才非零。虽然磁场诱导
的环绕管的超电流（即 Jy 6= 0与常规预期相反，令人
惊讶的是这种持续电流直接贡献了二极管效应。在这
种情况下持续电流的图示见图 1(d)，其中电流沿着螺
旋形的路径环绕手性管流动。为了保持平衡状态下持
续电流形成闭合回路的要求，结点将自我调整到相同
的异常相位（φ = φ0），从而在 x方向上没有净超电流
流动。

我们可以将方程 (9) 中的持续电流与由 Meiss-
ner 屏蔽引起的非互易性的接点 CPR 中相位独立的
超电流进行比较 17。在参考文献 17 中，Meissner 效
应由于 Andreev束缚态的谱流而产生持续电流，导致∫ 2π

0
Isdφ = 0，但在我们的工作中我们发现

∫ 2π

0
Isdφ 6=

0。参考文献 17 中的屏蔽电流只有当更高谐波进入
CPR 时才会引起二极管效应，即在隧穿振幅的二次
方阶中，二极管效应消失。这表明由超导电极中的
Meissner效应产生的持续电流进入了接点上的高阶配
对隧穿通道，导致通道之间的干涉从而产生二极管效
应。而在我们的情况下，导致二极管效应的持续电流并
不依赖于配对通道干涉或任何相位相干的 Josephson
隧穿过程。持续电流与方程 (1) 中的 O(p4) 项相关，
我们发现用描述配对隧穿的项替换 O(p4)项并不必然
导致二极管效应（见附录）。此外，持续电流受到磁通
量量子化的保护，因此当阶参数 ψ 在 ChNt-JJ 中非
零时，持续电流中的非互易分量通常会穿过结。在不
对称的 SQUIDs31 中也发现了类似的持续电流。在那
里，磁通量量子化决定了器件的磁特性，并且屏蔽引
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(a) (b) (c) (d)

Figure 2. (a) 在极坐标中 η与 θ的对比，对于 Φ̂ = 0.5和 L/R = 10。(b)η与 I0/Ic 的对比。η 与 θ对比 Φ̂ = 0, 0.1, ..., 0.5，带
有 (c)L/R = 10和 (d)L/R = 1。这里我们使用了m1/m0 = 5、κ1m1/R

2 = 50和 λm1/R
2 = 10。

入了对超导二极管效应有贡献的非互易持续电流，但
发现配对隧穿也是产生二极管效应所必需的 31。因此，
ChNt-JJs展现了一种新的 SDE类型，在这种类型中，
持续电流无需配对隧穿。
二极管效率具有特别简单的形式：η = I0/Ĩc,其中

Ĩc是 Ĩs(φ)的最大值。这可以解析求解：

η =
2Φ̂/(LR)√

(2Φ̂/(LR))2 + γ2
, (12)

这里我们假设了 γ−1 6= 0；否则，二极管效应消失（η =

0）。η 作为手性角 θ 的函数的一个代表性计算结果如
图 2(a) 所示，表明在手性角 θ = nπ/2处，η对于 n ∈
Z受到抑制，这与文献 35 一致。我们还观察到在某些
手性角度 θ0（例如 ∼ 0.18π）下 η 的抑制作用，其中
γ−1 = 0对于 cos 2θ0 = m0(κ1−λ)

2λm1
。我们观察到 η是温度

的独立的。这是由于两个量 (Ic+ + Ic−)和 (Ic+ − Ic−)

具有相同的温度标度。我们还看到对于 0 < Φ̂ < 1，
有 sgn(η) = sgn(Bext)。这两个特征都与使用 GL理论
预测的超导手性纳米管 35 的超导二极管效应形成对比
（即在没有连接的情况下) 其中该情况下的 η对 T 敏感
并且通常在 0 < Φ̂ < 1处改变符号。在Ref.35中，通过
使用纳米管中的一个现象学配对破裂库珀对动量来计
算二极管效应，并导致一个小的 η(< 0.03)。方程 (12)
的结果忽略了超导引线中的去配对动量。这种配对破
坏机制预计在实际实验中会起到一定作用，暗示二极
管效应可能在现实中具有某种弱的 T -依赖性。
评估 η 的上限，我们看到 η → 1 如 Ic/I0 =

γLR/2Φ̂ → 0, 所示，见图 2(b)。这一极限原则上是
通过优化外在贡献 Φ̂/LR以主导由手性纳米管的超流
刚度（即m1,m2, κ1, λ）决定的内在贡献 γ 来实现的。

这里不能通过减小 R来任意增强 p
(0)
y ，因为凝聚态的

更大动能最终会导致超导状态被抑制 35。然后，优化
η 的关键参数是一个较小的结长度 L，如图 2(c-d)所
示。图 2(c)展示了对于中等接头长度L/R = 10的 η与
θ。这里当 Φ̂增加到 0.5时，η逐渐接近其最大值 0.7。
然而，当 L/R = 1时，图 2(d)显示 η 迅速接近近乎
完美的二极管效率 (η = 1)，随着 Φ̂增加超过 0.2。我
们通过几何量 η = sinΘ 量化这种外在贡献的主导地
位，其中 Θ = arctan(I0/Ic)，这表明 η 的值被限制为
|η| ≤ 1。因此，在原则上有可能实现完美的二极管效
率而不借助非平衡效应 32,33,42。实际上，由于我们假设
了m0 < m1（通常是这种情况），η只能接近这个手性
纳米管系统中的理想极限值 m1

m0
+ cos 2θ > 0，但没有

根本性的限制反对m0 = m1。

在这项工作中，我们提出了一种用于手性纳米
管-JJ的GL理论。我们推导出当磁场平行于管子方向
施加时，在结处发展起来的纯轨道异常相位。二极管
效应被认为与异常相位 43 密切相关，但在这里我们发
现它独立于 SDE。我们也展示了这里的二极管效应的
起源是一个非互易的持续电流，该电流受到磁通量量
子化的保护，并可能导致近乎完美的二极管效率。虽
然我们的分析不是针对特定材料系统进行的，但这些
一般论点适用于各种手性纳米管-JJs。测试手性纳米
管中 SDE的理想设置是使用单壁纳米管，因为与涡旋
相关的效应将被抑制。已经证明，NbSe2 的薄片可以
诱导碳纳米管的超导性，并能够在高磁场下探测超导
效应 44。这可能是未来研究手性纳米管中超电流二极
管效应的一个有用平台。
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配对共隧穿的包含

到目前为止，我们对手性纳米管的分析忽略了库
珀对共遂穿的贡献。我们现在将展示异常相位和对共
遂穿的结合不是ChNt-JJ中 JDE的充分条件。为了包
含共遂穿效应，我们假设自由能有一个额外的贡献，形
式为

F 2
kin[ψ] = Γ

∫
dr (fkin(ψ))

2 (13)

fkin(ψ) =
1

2m0

|p0ψ|2 +
1

2m1

(
|px0ψ|2 − |py0ψ|2

)
,

(14)

其中 fkin是配对凝聚自由能密度的动能部分，而Γ ∈ R
与 JJ 之间的配对共遂穿概率成正比。然后，一个短程
弹道手性纳米管基 JJ 的超电流密度由

J =
2eh̄

i
(1 + 2Γfkin(ψ))

(
ρ1 ρ3

ρ3 ρ2

)
j. (15)

给出。重要的是，我们看到公式 (13) 形式在配对和配
对共遂穿通道中创造了相同的超流刚度各向异性。在
这种情况下，小直径管的 CPR为

Is(φ) =
4eh̄ρ1ψ

2
∞A⊥

L
sin (φ+ φ0)

·
[
1 + 4h̄4Γ

ψ2
∞ρ1
L2

(1− cos (φ+ φ0))

]
(16)

= Ic (1 + 2δΓ) sin φ̃− δΓ sin 2φ̃, (17)

，其中 δΓ = 2h̄4Γψ2
∞ρ1/L

2。显然，尽管存在异常相位
和配对隧穿，但没有二极管效应。这是因为将成对电
流通道中的各向异性传播到成对隧穿通道中，在两个
通道中出现了相同的异常相位，从而抑制了两个通道
之间的任何干涉效应。如果包含的是 fkin 的各向同性
配对隧穿项，则可能会在通道之间产生一些干扰，导
致 JDE，但 GL方程需要数值解。
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