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摘要 涉及复变量的优化问题在求解时，通常会被转换为实变量问题，这往
往以牺牲收敛速度和可解释性为代价。本文介绍了一种新的形式化方法来
处理一个涉及复随机变量的显著的随机优化问题，该问题被称为复杂机会
约束问题（CCCP）。研究特别考察了线性CCCP在两种情况下的情形：一
种情况是各自具有概率约束，另一种情况则是联合概率约束。对于各自的
情况，核心方法将CCCP重新表述为确定性的二阶锥规划（SOCP）问题，
确保与原始 CCCP等价。对于联合情况，则通过推导合适的上下界来实现
近似，这也导致了 SOCP的公式化。最后，在信号处理应用中的一个具体
实例——使用 MVDR的最小方差波束形成问题存在不匹配的情况下进行
数值实验，证明所提出的形式化方法优于文献中现有的方法。还包含了一
种对联合与各自 CCCP情况之间的比较分析。

Keywords: 随机优化· 机会约束规划· 联合约束问题· 二阶锥规划·
复正态分布· 自适应波束成形。

1 介绍

数学优化是在遵守定义的约束条件的同时最大化或最小化目标的系统
过程。然而，许多优化问题因数据或模型中的不确定性而变得复杂。这导致
了一个被称为不确定性下的优化或随机优化的关键子领域，该领域最早由乔
治·丹茨格在 20世纪 50年代提出 [1]。这个领域被广泛研究是因为现实世界
的问题往往涉及不可预测的因素，这些因素无法完全预料。解决这些不确定
性对于开发既可靠又有效的解决方案至关重要。

处理优化中不确定性的一个突出框架是机会约束规划（CCP），该方法
由 Abraham Charnes和William W. Cooper在 1959年提出 [2]。CCP通过
将它们表示为概率条件直接将不确定性纳入约束条件中。在此方法中，约束
必须以预定义的置信水平得到满足，确保可行性和风险之间的平衡。处理复
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杂决策变量的 CCP问题的重要性日益明显，这主要是因为其在各种现实世
界领域的应用，例如信号处理 [3]（参见第 7节）。值得注意的是，解决这些问
题需要利用变量的复杂数性、随机变量的分布以及依赖于 z及其共轭 z̄的关
系矩阵的替代方法。这些方法与使用 CR-微积分（Wirtinger 微积分 [4][5] ）
将复变量转换为实数的方法有显著不同。后者方法会丢失一些可利用的特性
[6][7] 。

处理复变量的另一个关键原因是转换计算的影响。将复变量转化为实数
会使得问题的维度加倍，可能导致如表 1所示的计算时间增加、收敛速度变
慢、维度灾难相关的问题 [8]以及算法精度降低，正如 [9]中所示。作者证明，
在复数域中求解优化问题比将问题转换到实数域更准确，特别是在应用于量
子计算问题时。

表 1. 使用梯度下降（GD）和 SPSA[9]最小化 ‖
√
A z‖的平均目标值和计算时间，迭代

次数为 50,000 次，维度为 10D 和 20D 的复数和实数空间。复数算法（GDC，SPSAC）
实现了与实数空间转换（GDR，SPSAR）相当的精度，同时显著减少了计算时间。

size GDC GDR GDC GDR SPSAC SPSAR GDC GDR

obj obj time time obj obj time time

10 0.0 0.1 20.3 40.1 0.7 0.5 33.7 63.1
20 0.1 0.1 49.3 180.6 1.6 1.4 76.8 275.9

我们的工作动机源于解决量子优化中的挑战，其中混合经典-量子优化
技术已成为一种强大的方法，用于解决当今嘈杂的中间规模量子（NISQ）计
算机上的问题。这些方法通过在经典计算机上运行优化算法来结合经典和量
子计算的优势，并根据量子处理器得出的目标函数值进行指导。例如，在量
子近似优化算法（QAOA）[10]中，预期成本哈密顿矩阵被优化以确定变分
参数。将该问题转换为其实数对应形式会导致其物理意义的丧失、幺正算子
关键特性的退化以及不必要的问题维度增加。量子系统中的不确定性，如时
变噪声 [11]、非均匀量子系综和哈密顿量的不确定性 [12][13]，需要能够处理
不可预测动态并保持控制策略质量的优化框架。具有复杂决策变量的 CCP
提供了一种有效的方法来建模和管理这些不确定性，确保在量子优化中获得
高质量和可靠的结果。
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重新表述技术对于通过将机会约束转化为更易于分析和求解的形式来
管理优化中的机会约束至关重要。对于单个线性机会约束，在一定条件下可
以将其等效地重新表述为二阶锥规划（SOCP）[14][15] 。对于具有连续随机
变量的线性联合机会约束，[16]中使用 copula理论提供了一个完整的证明以
将问题转化为确定性问题。然后，提出了各种凸近似方法，例如 [17]，Cheng
和 Lisser利用泰勒级数和分段方法推导出了上下界。
本文介绍了一种处理涉及不确定性的复数变量优化问题的新方法，称为

复机会约束规划（CCCP）。据我们所知，具有复随机变量的 CCP的一般形
式此前尚未被制定或解决。我们的工作重点是线性情况，其中目标和约束都
是线性的，并且随机变量遵循复正态分布。我们解决了两类关键问题：第一
类是个体 CCCP，我们将随机问题通过利用均值和方差的特性转化为等效的
SOCP。第二类是具有相关矩阵行的联合CCCP。为此，我们使用 copulas来
处理随机向量之间的依赖关系，将联合 CCCP转换为确定性问题。由于得
到的问题是双凸性的，我们通过泰勒级数近似导出下界，并利用分段方法导
出上界来进行逼近求解。结果已经扩展到涵盖决策变量的非线性情况，同时
在随机变量方面保持线性。为了展示其实际应用价值，我们将这些发现应用
于一个鲁棒波束成形问题，特别解决具有不匹配情况下的 MDVR（最小方
差无失真响应）案例。

论文组织如下：第 2节介绍了预备知识和问题表述。第 3节介绍了CCCP
问题。第 4节讨论了复仿射函数的正态分布。第 5节介绍了个体-CCCP。第 6
节深入探讨了联合-CCCP，详细说明了该问题并提供了上下界逼近。第 7节
展示了来自信号处理的应用（MVDR与不匹配），并通过仿真实验比较了我
们的方法与文献中的方法，并且还对比了个别和联合 CCCP。最后，第 8节
总结了一切。

2 预备知识

复向量集表示为 Cn。复数可以写成 z = (x, y) = x+ iy，其中 x = <(z)
是 z 的实部，y = =(z)是 z [18] 的虚部。z 的复共轭定义为 z̄ = (x,−y) =

x− iy。z的转置和复共轭转置分别表示为 zT 和 zH。z的欧几里得范数等于
‖z‖ =

√
zzH =

√
x2 + y2。对于一个复随机向量 z ∈ Cn [19]，设 µz,Γz和Cz

分别是均值、协方差矩阵和相关矩阵，则复正态分布由 z ∼ Nc(µz,Γz, Cz)

给出。
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Definition 1. 随机向量 z的均值、协方差和关系矩阵由以下给出：

µz = E[z] = E[x] + iE[y] (1)

Cov(z, z) = Γz = Γx + Γy + i(Γyx − Γxy) (2)

Cov(z, z̄) = Cz = Γx − Γy + i(Γyx + Γxy) (3)

属性：

1. 协方差矩阵是厄米特矩阵，关系矩阵是对称的。
2. Cov(z, w) = Cov(w, z).
3. ∀α ∈ C, Cov(αz,w) = αCov(z, w)并且 Cov(z, αw) = ᾱCov(z, w)。

4. Cov(
∑

i zi,
∑

j wj) =
∑

i,j Cov(zi, wj).
5. 协方差矩阵 Γz 是半正定的：aHΓza ≥ 0,∀a ∈ Cn.

6. 如果 z ∼ Nc(µz,Γz, Cz)是随机变量，并且如果 A ∈ Cm×n和 b ∈ Cn，则
Az + b ∼ Nc(Aµz + b, AΓzA

H , ACzA
T ).

3 复杂机会约束问题（CCCCP）

复杂数量约束问题如下所示：

(CCCP) min f(z, ξ)

s.t. g(z, ξ) = 0

P[h(z, ξ) ≤ 0] ≥ p,

其中 f : Cn 7→ R，g : Cn 7→ Ck 和 h : Cn 7→ Rm。确定性决策变量由复
数向量 z ∈ Cn 给出，而 ξ 是包含所有以复随机变量形式出现的不确定性的
复随机向量。我们有两类，第一类是独立 CCCP，要求每个约束以一定的概
率独立满足，然后 p = [p1, · · · , pm], pi ∈ [0, 1]; ∀i是概率向量。另一类是联
合 CCCP，要求集合中的所有不等式约束以一定的联合概率同时满足，然后
p ∈ [0, 1]。在本文中，我们假设可行集非空且 p ≥ 0.5。

4 复仿射函数的正态分布

在本节中，我们介绍了两个在这篇论文中起关键作用的引理。我们讨论
了由 <(cHz)和 <(Az − b)给出的复随机变量仿射函数实部的分布。
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Lemma 1. 如果 cj ; j = 1, · · · , n是随机变量且具有 cj ∼ Nc(µcj ,Γcj , Ccj )，
如果 cj 的实部和虚部是独立的，那么 <(cHz)具有

<(cHz) ∼ N
(
<(µH

c z),
1

2
(<(zHΓcz + zHCcz̄))

)
(4)

的真实正态分布。此外，方差是一个二次函数。

证明. 使用定义（1）来求均值和协方差矩阵，F 的均值由以下给出：

E[<(cHz)] = <(µH
c z) (5)

利用性质（4），方差由以下给出：

V ar

(
1

2

n∑
j=1

c̄jzj + z̄jcj

)
=

1

4
(V ar(

n∑
j=1

c̄jzj) + V ar(
n∑

j=1

z̄jcj) (6)

+ Cov(
n∑

j=1

c̄jzj ,
n∑

j=1

z̄jcj) + Cov(
n∑

j=1

z̄jcj ,
n∑

j=1

c̄jzj)) (7)

通过对方差性质的应用分解该项，并使用定义（1），方差将等于：

1

2
<
(
zHΓcz + zTCcz

)
= xTΓcrx+ xT (Γcrci + Γcicr)y + yTΓciy (8)

为了保证方差的半正定性，Γcrci 必须为零。

Lemma 2. 令 aij ∼ Nc(µaij
,Γaij

, Caij
) j = 1, · · · , n, i = 1, · · · ,m 和

bi ∼ Nc(µbi ,Γbi , Cbi), i = 1, · · · ,m ，如果 Ai = (ai1, · · · ain)的实部和虚部
是独立的，则 <(Aiz − bi)是实正态分布，具有

<(Aiz − bi) ∼ N
(
<(µAi

z)− µbi ,
1

2
<
(
zHΓAi

z + zTCAi
z
)
+ σbi

)
, i = 1, · · · ,m

(9)

此外，<(Aiz − bi)的协方差矩阵是一个二次函数。

证明. 类似于引理（1）的证明。

从此点开始，我们假设 c的实部和虚部是独立的，Ai, i = 1, · · · ,m的实部
和虚部是独立的，并且 bi, Ai ∀i是独立的，我们考虑线性 CCCP。
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5 个体-CCCP

设 cj , aij 和 bi是具有已知概率分布的复随机变量，则：

(P1) min
n∑

j=1

<(c̄jzj)

s.t. P
[

n∑
j=1

<(aijzj − bi) ≤ 0

]
≥ pi, ∀i

<(z) ≥ 0, =(z) ≥ 0

5.1 个体 CCCP 作为 SOCP

本节旨在将随机问题（P1）转化为一个确定性问题，这是一个复杂的二
阶问题。使用引理（1），新的确定性目标函数最小化可以表示如下：

q1<(µH
c z) + q2

√
1

2
(zHΓcz + <(zHCcz̄)) (10)

其中 q1和 q2是均值和方差的非负权重。设

hi =
n∑

j=1

<(āijzj)− bi =
n∑

j=1

1

2
(aijzj + aijzj)− bi, ∀i (11)

因此问题的约束是：

P
[
(hi − µhi

)Cov(hi)
− 1

2 ≤ −µhi
Cov(hi)

− 1
2

]
≥ pi, ∀i (12)

设 Φ(x)表示标准正态分布的累积分布函数在 x处的值。约束条件表示为：

Φ
(
−µhi

Cov(hi)
− 1

2

)
≥ pi ⇐⇒ µhi

+Φ−1(pi)
√
Cov(hi) ≤ 0 (13)

然后，问题 10的确定性等价可以写成：

(P2) min q1<(µH
c z) + q2

√
1

2
<(zHΓcz + zHCcz̄)

s.t. <(µAi
z)− µbi +Φ−1(pi)

√
1

2
<(zHΓAi

z + zTCAi
z) + σbi ≤ 0, ∀i

<(z) ≥ 0, =(z) ≥ 0

Theorem 1. 问题 (P2) 是一个凸优化问题，进一步说，它是一个二阶锥
问题。
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证明. 令 s =
[
<(z) =(z) 1

]T
，K0 =

[
<(µc) =(µc) 0

]T
, K1 =


Γ<(c) On×n On×1

On×n Γ=(c) On×1

O1×n O1×n 0


K2i =


Γ<(Ai) On×n On×1

On×n Γ=(Ai) O
n×1

O1×n O1×n σbi

，K3i =
[
−<(µAi

) −=(µAi
) µbi

]T
.

使用引理 (2)，随机线性规划问题可以表示为等价的确定性非线性规划问题：

(P3) min q1s
TK0 + q2‖

√
K1

T
s‖

s.t. Φ−1(pi)‖
√
K2i

T
s‖ ≤ sTK3i ,∀i

s ≥ 0

如果K1和K2i 是半正定矩阵，则 (P2)给出 SOCP。

6 联合-CCCP

线性 CCCP使用 copulas理论来表示行依赖。

(P4) min
n∑

j=1

<(c̄jzj)

s.t. P [<(Az − b) ≤ 0] ≥ p,

<(z) ≥ 0, =(z) ≥ 0

其中 c, A,和 b是复正态分布。

Theorem 2. 问题 (P4)等价于以下双凸型问题：

(P5) min q1<(µH
c z) + q2

√
1

2
<(zHΓcz + zHCcz̄)

s.t. <(µAi
z)− µbi +Φ−1(py

1
θ
i )

√
1

2
<(zHΓAi

z + zTCAi
z) + σbi ≤ 0, ∀i

m∑
i=1

yi = 1, <(z) ≥ 0, =(z) ≥ 0, y ≥ 0

证明. 证明已在 [16]中完成。
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6.1 问题 (P5)的下近似和上近似

为了找到 (P5) 的 SOCP 近似，我们通过推导上界和一个可行的下界来
近似分位数函数。

(P5) 的下界近似 为了制定具有下界解的确定性问题 (P5)，我们使用围
绕切点 N ,rl, l = 1, · · · , N ,rl ∈ (0, 1] 的泰勒级数展开来近似分位数函数
Φl = Φ−1(py

1/θ
i )，其中使用了 r1 < r2 < · · · < rN。逼近函数由以下给出：

Φ̂1l = Φ−1(pr
1/θ
l ) + Φ−1′(pr

1/θ
l )pr

1/θ
l ln(p)r1/θ−1

l
1
θ
(y − rl) = a1l + b1ly,

其中 b1l = Φ−1′(pr
1/θ
l )pr

1/θ
l ln(p)r1/θ−1

l
1
θ
和 a1l = Φ−1(pr

1/θ
l )− b1lrl。

Φ̂1 = max
l=1,··· ,N

Φ̂1l 是下逼近函数。

Theorem 3. 令 r̂i = (r̂i1, · · · , r̂in)。结合 Φ−1(py
1/θ
i )的近似，我们得到问题

(P5) 如下的近似：

(P6) min q1<(µH
c z) + q2

√
1

2
<(zHΓcz + zHCcz̄)

s.t. <(µAi
z) +

√
1

2
<(rHi ΓAi

ri + rTi CAi
ri) + σbi − µbi ≤ 0,∀i

<(rij) ≥ <(a1lzj + b1lmij), ∀i, j, l

=(rij) ≥ =(a1lzj + b1lmij), ∀i, j, l
m∑
i=1

mij = zj ,∀j, <(z) ≥ 0, =(z) ≥ 0, m ≥ 0

此外，此近似的最优值是 (P5) 的下界。

证明. 首先，我们知道分位数函数 Φ−1(py
1/θ

)对于所有 p ≥ 0.5都是凸的。因
此，对于任意切点 rl, l = 1, · · · , N，

Φ−1(py
1/θ

) ≥ Φ̂1 =
Nmax
l=1

{Φ̂1l}. (14)

由于
√

1
2
<(zHΓAi

z + zTCAi
z) + σbi ≥ 0，则 ∀i我们有：{

z : <(µAi
z) + Φ−1(py

1
θ
i )

√
1

2
<(zHΓAi

z + zTCAi
z) + σbi ≤ µbi

}
(15)

⊂
{
z : <(µAi

z) + Φ̂1

√
1

2
<(zHΓAi

z + zTCAi
z) + σbi ≤ µbi

}
. (16)
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上界 - 分段线性逼近 为了构造问题 (P5)的一个上逼近解，我们从区间 (0, 1]

中选择N 个插值点 rl, l = 1, · · · , N，并且有 r1 < r2 < · · · < rN，用 Φl表示
Φ−1(pr

1/θ
l )。令 Φ̂2l 为对应的分段线性近似函数 Φ−1(py

1/θ

)。我们有：

Φ̂2l = Φl +
y − rl

rl+1 − rl
(Φl+1 − Φl) = a2l + b2ly (17)

其中 a2l =
rl+1Φl − rlΦl+1

rl+1 − rl
和 b2l =

Φl+1 − Φl

rl+1 − rl
。定义 Φ̂2 = max

l=1,··· ,N
Φ̂2l 为上

界逼近函数。

Theorem 4. 令 r̂i = (r̂i1, · · · , r̂i,n)。结合Φ−1(py
1/θ
i )的近似，我们得到问题

(P5)的如下近似：

(P7) min q1<(µH
c z) + q2

√
1

2
<(zHΓcz + zHCcz̄)

s.t. <(µAi
z) +

√
1

2
<(rHi ΓAi

ri + rTi CAi
ri) + σbi − µbi ≤ 0,∀i

<(rij) ≥ <(a2lzj + b2lmij), ∀i, j, l

=(rij) ≥ =(a2lzj + b2lmij), ∀i, j, l
m∑
i=1

mij = zj ,∀j, <(z) ≥ 0, =(z) ≥ 0, m ≥ 0

此外，如果 p
∑

y
∗ 1
θ

i ≤ Φ
(

−µAiz−bi

σAiz−bi

)
，那么这个近似的最优值是 (P6)的一个

上界。

证明. 同证明定理 3。

7 模拟实验

实现是在 Python环境中完成的，我们的优化问题使用 CVXPY解决。

自适应波束成形中的失配问题 我们的形式化已经应用于自适应波束成形，
采用 MVDR[20]。假设我们有多个传感器 N，窄带波束形成器的输出信号
是 y(t) = wHx(t)，其中 t 是样本索引，w ∈ CM 波束成形加权系数，而
x(t) = S(t) + v(t)是阵列观测快照向量。其中，S(t) = s(t)as和 v(t)分别是
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x(t)的期望信号和干扰加噪声分量，s(t)和 as 是期望信号波形及其导向矢
量（空间特征）。最优权向量可以通过计算 SINR 函数的最大值获得：

SINR =
wHRsw

wHRi+nw
(18)

Rs, Ri+n是信号的协方差和干扰及噪声的协方差。因此，最大化 (18)等价于
[21]:

minwHRi+nw s.t. wHas = 1 (19)

其中最优解为 w∗ = R−1
i+na/a

HR−1
i+na且 SINR 为 = σ2

sa
HR−1

i+na。在实践中，
导向矢量的估计存在误差。所开发的波束形成器 [22]的关键思想是明确将导
向矢量不确定性建模为 ãs = δ + as 6= as，其中 ãs 和 as 分别是实际和假设
的信号导向矢量。在 [23]中，Vorobyov 等人重新将问题公式化为一个概率
约束问题，并将其转换为确定性问题。在这项工作中，我们使用我们的形式
主义解决了这个概率约束问题以优化 w。CCCP问题如下：

min wHRi+nw (20)

s.t. P[−<(δHw) ≤ <(aHw)− 1] ≥ p, <(aHw) ≥ 0, =(aHw) = 0 (21)

其中 δ 是圆周独立同分布的零均值复高斯随机变量。使用引理 (1) 和定理
(7.1)，我们得到以下等效的确定性问题：

min wHRi+nw (22)

s.t. Φ−1(p)‖C1/2
δ w‖/2 ≤ <(aHw)− 1, <(aHw) ≥ 0, =(aHw) = 0 (23)

仿真参数配置如 [23]，传感器数量为M = 8，样本数量为 K = 100，阵列

图 1. SINR 与 SNR 的对比关系（左图 INR=5，中图 INR=20，右图 INR=40）。

元素之间的间距为 d = 0.5 波长，概率为 p = 0.95。期望信号的到达方向
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（DOA）是 θs = 3◦。两个干扰信号的DOA分别为 30◦和 50◦。扰动方差设置
为 σ2

δ = 0.3M，协方差为 Covδ = σ2
δ/MIM。噪声功率是 σ2

n = 1，进行 200
次仿真运行。
图 1展示了我们的方法和在 [23]中提出的方法的输出 SINR作为信噪比

（SNR）的函数。结果显示，我们的方法显著优于测试过的波束形成器在 [23]
中的表现。此外，我们的方法解决了任意复高斯分布的问题，并且实部和虚
部之间是独立的。相比之下，先前的研究假设导向矢量中的不确定性遵循零
均值独立同分布的高斯分布。另外，我们的方法适用于多种接收信号场景。

个体与联合 CCCP的比较 另一个约束已被施加到问题上（20，21），其为
<(δiw) +<(aHi w) ≤ α，参数与之前相同，以抑制可能来自强源的干扰信号。
该问题被作为联合和单独的 CCCP来解决以便进行比较，正如预期并在图 2
中所示，联合 CCCP的表现优于单独的 CCCP，在后者中，你可能会从风险
区域采样。

图 2. 输出 SINR 当 INR =20,100 次运行和 α = 0.7。问题作为单独的 CCCP 和联合
CCCP 解决。

8 结论

本文提出了一种通过复数机会约束优化编程（CCCP）来优化涉及复杂
变量的真实世界应用的新方法。我们的工作重点是处理具有特定置信水平的
约束条件下的随机实验。我们解决了一个特殊的复数优化问题，即遵循复高
斯分布的复数随机变量的线性规划。我们将问题重新公式化为确定性问题，
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从而将单个 CCCP转化为一个确定性的 SOCP。对于联合 CCCP，我们使
用泰勒级数和分段切线近似，制定了一个涉及两个固有凸函数乘积的确定性
问题。所获得的最佳值作为原始问题上下界之间的紧密差距。实验表明，联
合 CCCP优于单个 CCCP，在许多应用中提供了更高的准确性和速度。
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