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广义的 Erdős-Rogers 超图问题

Xiaoyu He ∗ Jiaxi Nie†

2025 年 4 月 9 日

摘要

给定 r-一致超图 G和 F 及一个整数 n，设 fF,G(n)是最大的m，使得每个 n-顶点 G-freer-图都有一个
F -free 诱导子图包含m个顶点。我们证明了当 G是 F 的迭代爆破的子图时，fF,G(n)在 n上是多项式的。
作为部分逆定理，我们证明如果G不是 F -迭代扩展的子图，并且是 2-紧密连接的，则 fF,G(n)最多为 n的
多对数函数。我们的界限推广了 Dudek和Mubayi在 F 和 G是完全图的情况下得到的结果。

1 介绍

给定 r-均匀超图（此后称为 r-图）G和 F 以及一个整数 n ≥ 1，我们令 fF,G(n)是最大的整数m，使
得每个 n顶点的不含G的 r-图包含一个不含 F 的诱导子图，该子图有m个顶点。当 F = Kr

r 单边 r-图
时，确定 fKr

r ,G
(n)等同于确定经典的非对角超图拉姆塞数，这是极值组合学中的中心问题之一。即使是

对于图而言，我们对这些数字的了解仍然相当有限：对于K3，Ajtai-Komlós-Szemerédi [1]和 Kim [15]
表明 fK2,K3

(n) = Θ(
√
n logn)；对于 K4，Mattheus 和 Verstraëte [16]表明 fK2,K4

(n) = n1/3+o(1)。我
们仍然不知道当 G是 C4或K5时 fK2,G(n)的正确指数。
厄多斯和罗杰斯 [10]，通过对角线拉姆齐问题的推广，开始了对 fKs,Kt

(n)的研究；这些问题自那
时以来引起了广泛关注，并被称为厄多斯-罗杰斯问题。关于 t = s + 1 的最新研究成果来自 Dudek-
Mubayi [8]和 Mubayi-Verstraëte [18]，他们确定了边界

Ω(
√
n logn/ log logn) = fKs,Ks+1

(n) = O(
√
n logn).

。对于 t = s+ 2，Sudakov [19]和 Janzer-Sudakov [14]表明。

n
1
2−

1
6s−6 (logn)Ω(1) = fKs,Ks+2

(n) = O(n
1
2−

1
8s−10 (logn)3).

最近，Mubayi-Verstraëte [17]和 Balogh-Chen-Luo [3]，随后 Gishboliner、Janzer 和 Sudakov [12]
开始了对函数 fF,G(n)的系统性研究，其中 F 和 G是图。他们的结果主要关注当 G是一个团的情形，
并在 F 满足某些性质（如无团、二分图、包含一个圈或具有较大的最小度）时，为 fF,Kr

建立了界。
在这篇论文中，我们考虑将这一研究方向自然推广到超图。请注意，之前的 fF,G(n) 的界都是多项

式形式的。我们的第一个结果表明这不是巧合：我们找到了一个充分条件使得 fF,G(n) 是多项式的，这
个条件被所有成对的图满足。设 H 和 G 为 r-图。对于顶点 v的H 和一个正整数 t，我们令H(v, t)为
通过向H 添加 t− 1副的 v而得到的 r图。进一步，我们令H(v, F )通过将 v(F )− 1个 v加到H 上获
得，这与 v一起诱导出一个 F 的副本。

定义 1. 令 G和 F 为 r-图。我们说 G是一个 F -迭代扩展如果
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图 1: 迭代吹胀 H(v, F )当 H = F = K3
3。

(1) G = F ; 或

2 G = H(v, F )其中 H 是一个 F -迭代的爆破。

当 G = K3
3 和 F 是一个 K3

3 -迭代吹胀的子图时，Erdős 和 Hajnal [9] 证明了存在某个常数 c 使
得 fK3

3 ,F
(n) ≥ nc（参见 [6, 11]）。我们扩展了这一结果，表明如果 G是 F -次迭代膨胀的一个子图，则

fF,G(n)具有多项式下界。

定理 1.1 (证明在 Section 2). 令 r ≥ 2和令 G和 F 为 r-图。如果 G是一个 F 迭代膨胀的子图，那么
存在一个仅依赖于 F,G的常数 c > 0，使得对于足够大的 n，成立。

fF,G(n) ≥ nc.

定理 1.1 是一个直接推广的超额饱和论证，这个论证是 Erdős 所熟知的（参见 [11]），但我们为了
完整性而包含了一个证明。
请注意，在图的情况下，从任意非空图 F 开始，可以获得具有任意大的团数的 F -迭代膨胀。因此，

每个图 G都是一个 F -迭代膨胀的子图。因此定理 1.1再现了图中 fF,G(n)是多项式这一事实。更多有
趣的现象出现在超图中，如 Conlon-Fox-Gunby-He-Mubayi-Suk-Verstraëte-Yu [5]的近期工作中所示，
他们证明了如果 G紧密相连且不是三部分的，则

fK3,G(n) = O((logn)3/2). (1)

我们的第二个结果将（1）推广到了 Erdős-Rogers的设置。我们说一个 r-图 F 是 k-紧密相连，如果
它的边可以按顺序排列为 e1, e2 . . . , et，使得对于每个 2 ≤ i ≤ t都存在 1 ≤ j ≤ i−1使得 |ei∩ej | ≥ k。
特别地，(r − 1)-紧密连接是通常的紧密连接概念。对于任意集合 X，我们使用

(
X
k

)
表示所有大小为 k

的 X 子集族。k-影子的 r 图 H，记作 ∂kH :=
⋃

e∈E(H)

(
e
k

)
，是其边为 H 边的 k 子集的 k 图。我们用

e(H)和 v(H)分别表示 H 中的边数和顶点数。

定理 1.2 (证明在 Section 3). 令 r ≥ 3，并令 G和 F 是 r图，使得 G是 2-紧密相连的且不同构于 F。
则存在一个仅依赖于 F 的常数 c，使得对于足够大的 n，

fF,G(n) ≤ c(logn)αF ,

其中

αF = max
∅6=F ′⊆∂2F

{
e(F ′) + 1

v(F ′)− 1

}
.

表征成对的 F 和 G，使得 fF,G(n)是多项式会非常有趣。在 [5]中，提出了以下猜想。

猜想 1.3 (猜想 1.1，[5]). 对于一个 3-图 G，存在一个常数 c = c(G)，使得 fK3
3 ,G

(n) ≥ nc 当且仅当 G

是K3
3 -迭代扩展的一个子图。
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扩展定理 1.3，我们提出以下内容。

猜想 1.4. 对于任何 r图 F 和 G，存在一个常数 c = c(F,G)，使得 fF,G(n) ≥ nc 当且仅当 G是一个 F

迭代扩展的子图。

确实，当 G是 2-紧密连接时，定理 1.2确认了定理 1.4，因为很容易验证如果 G是 2-紧密连接且
不与 F 同态，则 G不是任何 F 迭代扩展的子图。
请注意，当 F = K3

3 时，定理 1.2只给出 fK3
3 ,G

(n) ≤ c(logn)2，这比 (1) 更差。这是因为我们对定
理 1.2的证明本质上不同于对 (1)的证明，因为我们牺牲了指数来处理更一般类别的 F 和G。特别是当
G和 F 是团时，比如说 G = Kr

s 和 F = Kr
s+1其中 s ≥ r ≥ 3，定理 1.2意味着

fKr
s ,K

r
s+1

(n) ≤ c(logn)
(s
2
)+1

s−1 .

这比 Dudek 和 Mubayi 当前的最佳上界 [8]要差得多，他们证明了

fKr
s ,K

r
s+1

(n) ≤ c(logn) 1
r−2 . (2)

Dudek 和 Mubayi 对 (2) 使用的方法是特定的。我们提供了 (2) 的一个新证明，作为一般上界的一
个结果，对于 G和 F 假设 G大致说来远离同态于 F。
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图 2: 一个 2-阴影同态但不是一个同态。

定义 2. 给定 r 图 F 和 G。我们说 F 是 k-影射同态到 G ，如果我们可以为每个 S ∈ ∂kF 定义一个
f(S) ∈ ∂kG和一个双射 gS : S → f(S)，使得对于每条边 e ∈ E(F )都存在一条边 e′ ∈ E(G)和一个双
射 g : e → e′，使得对于每个 S ∈

(
e
k

)
，g|S = gS。

换句话说，如果我们可以定义从 ∂kF 到 ∂kG的双射，以一种沿着 F 的边缘一致粘合的方式，那么
F 是 k-阴影同态到 G。注意，1-阴影同态就是同态；同样不难验证对于任意的 k1 > k2，如果 F 是 k2-
阴影同态到G，则 F 是 k1-阴影同态到G，因此一般来说阴影同态是一个更宽松的概念。例如，设 F 是
一个具有边 abc, bcd, cde和 dea的 3-图，则 F 对于 2影子同态于K3

3（参见 Figure 2以获取说明），但不
与K3

3 同态。我们注意到阴影同态与在 [4]中定义的“配对同态”概念密切相关，但又有所不同。
我们的最后一个结果在使用影子同态的情况下，在更严格的假设下改进了定理 1.2的指数。

定理 1.5 (证明在 Section 4). 对于 r > k ≥ 2，给定 r-图 G和 F，使得 G不是 k-阴影同态到 F，存在
一个仅依赖于 F 的常数 c，对于足够大的 n，

f r
F,G(n) ≤ c(logn) 1

k−1 .
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对于任何 s ≥ r ≥ 3，Kr
s+1不是 (r− 1)-影同态到Kr

s（证明在 Section 4中），因此（2）由定理 1.5
得出。令Hr

t 是具有 r + 1个顶点和 t条边的唯一 r图。对于 2 ≤ t ≤ r，可以证明Hr
t+1不是 (r − 1)-影

同态到 Hr
t（证明在 Section 4中）。因此，我们得到定理 1.5的以下推论。

推论 1.6. 对于 r ≥ 3和 2 ≤ t ≤ r，存在一个常数 c，使得当 n足够大时，

f r
Hr

t ,H
r
t+1

(n) ≤ c(logn) 1
r−2 .

为了清晰起见，我们系统地省略了所有不必要的地板和天花板函数。

2 证明 定理 1.1
在本节中，我们给出了定理 1.1的证明，这是一个直接的推广，源自于 Erdős的一个民间饱和度论

证（参见例如 [11, Section 6]）。

证明 定理 1.1. 只需假设 G 是一个 F -迭代吹胀来证明这一点。我们将通过归纳法对 G 进行证明。当
G = F 时，该定理显然是成立的。当 G 6= F 时，根据定义存在一个比 G小的 F -次吹胀 G′和一个顶点
v ∈ V (G′)，使得G = G′(v, F )。通过归纳，存在一个常数 c′，使得对于所有足够大的 n，fF,G′(n) ≥ nc′。
令 c1是相对于 c′和G足够小的常数。令H 是一个 r-图，使得H 中的每个 nc1-顶点集都包含一个 F 的
副本。只需证明 H 包含一个 G的副本即可。
由于 fF,G′(nc1/c

′
) ≥ nc1，可知在 H 中的每一个 nc1/c

′-顶点集都包含一个 G′ 的副本。通过双重计
数，G′在 H 中的副本数量至少为 (

n
nc1/c′

)( n−v(G′)

nc1/c′−v(G′)

) ≥ n(1−c1/c
′)v(G′).

注意，G′ \ v在 H 中的副本数量至多为 nv(G′)−1。因此存在一个 G′ \ v的副本可以扩展到至少

n(1−c1/c
′)v(G′)/nv(G′)−1 = n1−c1v(G

′)/c′ ≥ nc1

个 G′ 副本在 H 中，只要 c1 足够小。这些扩展共同形成一个 G′(v, nc1)的副本。根据 H 的定义，形成
G′(v, nc1)中 v复制品的 nc1 个顶点包含一个 F 的复制品。此副本中的顶点 F，连同副本 G′ \ v中的顶
点，形成一个 G′(v, F ) = G的副本，从而完成证明。

3 证明 定理 1.2
我们使用以下标准的上尾界来包含随机图中的子图。

定理 3.1 (定理 3.9来自 [13]). 令 G(n, p)为一个具有 n个顶点和边概率 p的 Erdős-Rényi 随机图。令
F 为一个至少有一条边的图。然后对于每一个序列的 p = p(n) < 1，

Pr[F 6⊂ G(n, p)] ≤ exp(−Θ(nv(F ′)pe(F
′)))

其中 F ′是 F 的非空子图，并且具有最小的 nv(F ′)pe(F
′)。

证明 定理 1.2. 令常数 c3和 c4足够大；c5在 F 的意义上足够大；c1在 F 和 c5的意义上足够大；c2在
F、c1、c3和 c4的意义上足够大。我们简写为 α = αF。令 ` = c1 logn并令 w = c2(logn)α。
考虑一个随机函数（着色）β :

(
[n]
2

)
→ [`]，其中

(
[n]
2

)
中的每对都被独立且均匀随机地分配到 [`]中

的一种颜色。对于每个 t ∈ [`]，我们令 Gt是一个在 [n]上的图，其边是所有颜色为 t的配对来自 β。
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主张 3.2. 以正概率，对于每一个 t ∈ [`]和每一个W ⊆ [n]，当 |W | ≥ w/2成立时，Gt[W ]包含 ∂2F 的
一个副本。

证明. 对于每一个 t ∈ [`]和W ⊆ [n]满足 |W | = w/2，我们令 Xt,W 是事件 Gt[W ]是 ∂2F -自由。请注
意，每个 Gt都是一个随机图 G(n, p)，其中 p = 1/`。因此根据定理 3.1，我们有

Pr[Xt,W ] ≤ exp
(
− 1

c3
wv(F ′)`−e(F ′)

)
其中 F ′是 ∂2F 的某个非空子图。
因此，通过联合界，

Pr

 ⋃
t∈[`],W∈( [n]

w/2
)

Xt,W

 ≤ `

(
n

w/2

)
exp

(
− 1

c3
wv(F ′)`−e(F ′)

)

≤ exp

(
c4c2(logn)1+α − c

v(F ′)
2

c3c
e(F ′)
1

(logn)v(F
′)α−e(F ′)

)
.

比较上述两项中 logn的指数，我们注意到 v(F ′)α− e(F ′) ≥ 1 + α等价于 α ≥ e(F ′)+1
v(F ′)−1

，这是由 α的定
义得出的。这完成了证明。

我们可以固定 β 满足定理 3.2的结论。对于每个 t ∈ [`]，取一个函数 γt : [n] → V (F )随机且均匀
分布。我们定义一个 r-图 H 在 [n]上，其边是所有 r-元组 X，使得存在 t ∈ [`]，使

(
X
2

)
中的所有成对

都被 β 映射到 t，并且 γt(X)是 F 的一条边。
不难验证 H 是 G-自由的；事实上，由于 G是 2-紧密连接的，G的一个副本必须将其 2-阴影映射

到相同的颜色 t ∈ [`]由 β，因此 γt将将这个G副本中的每条边映射到 F 中的一条边，从而产生从G到
F 的同态。
对于每个W ⊆ [n]与 |W | = w，我们令 YW 为事件W 是 F -自由的。由定理 3.2可知，对于每个具

有 |W | = w的W 以及每个 t ∈ [`]，Gt[W ]至少包含 w
2v(F )

个顶点不交的 ∂2F 副本。在 Gt 中的 ∂2F 的

副本产生在 H 中的 F 的副本的概率至少为 v(F ) !

v(F )v(F )。因此

Pr[YW ] ≤
(
1− v(F ) !

v(F )v(F )

) `w
2v(F )

.

由并集界，

Pr

 ⋃
W∈([n]

w )

YW

 ≤
(
n

w

)(
1− v(F ) !

v(F )v(F )

) `w
2v(F )

≤ exp
(

logn · w − 1

c5
`w

)
= exp

(
(1− c1

c5
) logn · w

)
< 1.

这意味着，以正概率，对于每个W ⊆ [n]且 |W | = w，H[W ]包含 F 的一个副本。

4 证明及其应用 定理 1.5
在本节中，我们证明了定理 1.5，这在更严格的条件下改进了 f r

F,G的界限，即G不是 k-影射同态到
F。
我们使用 Janson不等式的扩展形式，如下所示。
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定理 4.1 (定理 8.1.2, [2]). 令 Ω是一个有限集合，令 R是由 Pr[r ∈ R] = pr 给定的 Ω的一个随机子集，
这些事件在 r ∈ Ω上相互独立。令 {Ai}i∈I 是 Ω的有限子集集合。令 Bi是事件 Ai ⊆ R。对于 i, j ∈ I，
如果 i 6= j 和 Ai ∩Aj 6= ∅，我们写 i ∼ j。定义

∆ =
∑
i∼j

Pr[Bi ∩Bj ],

其中求和是对有序对进行的，以及
µ =

∑
i∈I

Pr[Bi].

如果 ∆ ≥ µ，则
Pr[∩i∈IBi] ≤ exp(−µ2/∆).

证明 定理 1.5. 令常数 c3, c4在 F 的意义上足够大；c1在 c3和 c4的意义上足够大；c2在 c1的意义上足
够大。
设 w = c2(logn) 1

k−1。我们想要构造一个 n-顶点 G-free的 r图H，使得在H 中的每个 w-顶点集都
包含一个 F 的副本。我们如下随机构造 H。令 [n]是 H 的顶点集。对于每个 S ∈

(
[n]
k

)
，我们随机均匀

地取一个 f(S) ∈ ∂kF，然后随机均匀地取一个双射 gS : S → f(S)。对于任何 X ∈
(
[n]
r

)
，我们令 X 是

H 的一条边当且仅当存在一条边 e ∈ E(F )和一个双射 g : X → e使得，对于每个 S ∈
(
X
k

)
，g|S = gS。

不难验证 H 是 G-自由的，否则函数 gS 将会组合成一个从 G 到 F 的 k-影子同态，这将导致矛盾。

主张 4.2. 设W ∈
(
[n]
w

)
。H[W ]是 F -自由的概率至多是

exp
(
− 1

c1
wk

)
.

证明. 为了简化分析，我们将 H[W ]分成 v(F )部分，并且只考虑 F 的横截面副本。
令 v1, v2, . . . , vt是F 中的所有顶点。考虑一个划分W = V1tV2t· · ·tVt，其中每个 i都有 |Vi| = w/t。

我们说一个 k-集合 S = {s1, s2, . . . , sk} ⊆ W 是好的的，如果存在 {vi1 , vi2 , . . . , vik} ∈ ∂kF 使得对于所
有的 1 ≤ t ≤ k都有 st ∈ Vit。对于每个好的 k-集合 S = {s1, s2, . . . , sk} ⊆ W，我们说 S 是忠实的如果
gS(st) = vit 对所有的 1 ≤ i ≤ k都成立。令 YS 是 S是忠实的事件；请注意，这些事件在所有好的 k-集
S ⊆ W 中相互独立。
我们说集合X = {x1, x2, . . . , xt} ⊆ W 是横截的，如果对于每个 1 ≤ i ≤ t都有 xi ∈ Vi。对于每个横

截集 t-X = {x1, x2, . . . , xt}，我们设 YX 为事件，使得对于任何好的集合 k-S ⊆ X 和任意的 1 ≤ i ≤ t，
如果 gS(xi) = vi 则 xi ∈ S；换句话说，所有的好集合 k-S ⊆ X 都是忠实的。注意，YX 发生当且仅当
H[X]按正确顺序形成 F 的一个副本。因此，只需证明没有事件 YX 发生的概率的上限。
令 Ω是W 中所有好的 k-集的集合，并令 R是由所有忠实的好 k-集构成的 Ω的随机子集。然后，

YX 可以被视为所有好的 k-集 S ⊆ X 都包含在 R中的事件。令

µ =
∑
X

Pr[YX ]

其中 X 遍历所有横截集 t，且令
∆ =

∑
YX1

∼YX2

Pr[YX1
∩ YX2

]

其中 YX1
∼ YX2

表示X1 ∩X2包含一个良好的 k-集合，特别是 |X1 ∩X2| ≥ k。不难验证，当 n足够大
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时，µ ≥ 1
c3
wt，∆ ≤ c4w

2t−k 和 ∆ ≥ µ成立。由定理 4.1（扩展詹森不等式），我们得到

Pr

[⋂
X

YX

]
≤ exp

(
− µ2

2∆

)
≤ exp

(
− 1

c1
wk

)
,

如所期望的那样。

通过联合界和定理 4.2，存在一个 w-顶点集W 在 H 中，使得 H[W ]是 F -自由的概率最多为(
n

w

)
exp

(
− 1

c1
wk

)
≤ exp

(
logn · w − 1

c1
wk

)
= exp

((
c2 −

ck2
c1

)
(logn) k

k−1

)
< 1.

因此，以正概率，H 满足所需的性质。这完成了定理 1.5的证明。

接下来，我们检查我们在引言中声称的非阴影同态。我们首先证明一个有用的引理。

引理 4.3. 令 G 和 F 是两个 r-图，使得 G 是 (r − 1)-影射同态到 F，因此对于每个 S ∈ ∂r−1G 存
在一个 f(S) ∈ ∂r−1F 和一个双射 gS : S → f(S)，并且对于每个 E ∈ E(G) 存在一个 f(E) 和一个
双射 gE : E → f(E)，使得对于任意的 S ∈ E,gS = gE |S。令 E1, E2 和 E3 是 G 的三条边，使得
|E1 ∩ E2| = |E1 ∩ E3| = |E2 ∩ E3| = r − 1和 |E1 ∩ E2 ∩ E3| = r − 2。那么 f(E1) 6= f(E2)。

证明. 设 S = E1 ∩ E2，E1 = S ∪ {v1}和 E2 = S ∪ {v2}。假设矛盾存在，即 f(E1) = f(E2)。那么根
据定义，对于每个 v ∈ S，gE1

(v) = gS(v) = gE2
(v)，从而我们有 gE1

(v1) = gE2
(v2)。注意 v1, v2 ∈ E3。

根据定义，gE3
(v1) = gE3∩E1

(v1) = gE1
(v1)，类似地，gE3

(v2) = gE2
(v2)。因此 gE3

(v1) = gE3
(v2)，这与

gE3
是双射的事实相矛盾。

命题 4.4. 对于所有 s ≥ r ≥ 2，Kr
s+1不是 (r − 1)-影同态到Kr

s。

证明. 令 V = {v1, v2, . . . , vs} 和 U = {u1, u2, . . . , us+1} 分别为 Kr
s 和 Kr

s+1 的顶点集。假设矛盾，
Kr

s+1 是 (r − 1)-影同态到 Kr
s，因此我们可以为每个 S ∈

(
U

r−1

)
挑选一个 f(S) ∈

(
V

r−1

)
和一个双射

gS : S → f(S)，并且为每个 E ∈
(
U
r

)
挑选一个 f(E) ∈

(
V
r

)
和一个双射 gE : E → f(E)使得，对于任何

S ⊆ E,gS = gE |S。
设U ′ = {u1, u2, . . . , ur−1}。不失一般性，我们可以假设对于每一个 1 ≤ i ≤ r−1都有 gU ′(ui) = vi。

注意对于每个 r ≤ j ≤ s+1，都有 gU ′∪{uj}(uj) 6∈ V ′ := {v1, v2, . . . , vr−1}；因此 gU ′∪{uj}(uj) ∈ V \V ′。
由定理 4.3，对于 r ≤ j1 < j2 ≤ s+1,f(U ′∪{uj1}) 6= f(U ′∪{uj2})，因此 gU ′∪{uj1}(uj1) 6= gU ′∪{uj2}(uj2)。
因此，集合 {gU ′∪{uj}(uj) : r ≤ j ≤ s+1}包含 s−r+2个不同的顶点在 V \V ′中。但 |V \V ′| = s−r+1，
所以这是矛盾的。

因此，通过定理 1.5，fKr
s ,K

r
s+1

≤ c(logn) 1
r−2。这与 (2) 相匹配。

命题 4.5. 对于 2 ≤ t ≤ r，Hr
t+1不是 (r − 1)-影同态到 Hr

t。

证明. 令 V = {v1, v2, . . . , vr+1} 和 U = {u1, u2, . . . , ur+1} 分别是 Hr
t 和 Hr

t+1 的顶点集。假设矛盾，
Hr

t+1 是 (r − 1)-影同态到 Hr
t，则根据定义，我们可以为每个 S ∈ ∂r−1H

r
t+1 定义一个 f(S) ∈ ∂r−1H

r
t

和一个双射 gS : S → f(S)，并且为每个 E ∈ E(Hr
t+1) 定义一个 f(E) ∈ E(Hr

t ) 使得对于任意的
S ⊂ E,gS = gE |S。
由于我们正在处理仅有 r + 1个顶点的 r-一致超图，Hr

t+1 的每三个边都满足定理 4.3的条件。因
此，根据定理 4.3，函数 f : E(Hr

t+1) → E(Hr
t )是单射的。但是 |E(Hr

t+1)| = t + 1 > t = |E(Hr
t )|，所

以这是一个矛盾。

定理 1.6 立即从定理 1.5和定理 4.5得出。
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结论 remarks应翻译为“备注”，但根据您的要求，直接翻译“Conclud-
ing Remarks”为“结束语”。
定理的证明可以直接推广至 [5]中的 (1)，得出以下定理。

定理 4.6. 令 G 和 F 是 3 图，使得 G 紧密相连且不同构于 F。如果对任意非空的 F ′ ⊆ ∂2F 均有
e(F ′)

v(F ′)−1
≤ e(∂2F )

v(F )−1
成立，则存在一个仅依赖于 F 的常数 c，使得对于足够大的 n时，

fF,G(n) ≤ c(logn)
e(∂2F )

v(F )−1 .

该定理在适用时比定理 1.2严格更强。我们相信对 F 的额外限制是不必要的。

猜想 4.7. 令 G和 F 是 3图，使得 G紧密相连且不同构于 F。则存在一个仅依赖于 F 的常数 c，使得
对于足够大的 n，

fF,G(n) ≤ c(logn)βF ,

其中

βF = max
∅6=F ′⊆∂2F

{
e(F ′)

v(F ′)− 1

}
.

确定 f3
H3

2 ,H
3
3
(n) 的大小似乎是这种类型中（从某种意义上说）最基本的问题。通过定理 1.6 结合

r = 3 和 t = 2，我们得到 f3
H3

2 ,H
3
3
(n) ≤ c logn。另一方面，从 H3

3 [11] 的拉姆齐结果中，我们知道
f3
H3

2 ,H
3
3
(n) ≥ f3

K3
3 ,H

3
3
(n) ≥ c log n

log log n
。我们不确定哪个界限更接近事实。

问题 4.8. 确定 f3
H3

2 ,H
3
3
(n)的大小。

最后，关于团集 Erdős – Rogers问题，我们想强调 Conlon、Fox和 Sudakov提出的 [7].

问题 4.9. 是否对于每一个 s ≥ 4都有 fK4
s ,K

4
s+1

= (logn)o(1)成立？

似乎本文中的所有方法以及之前在这个课题上的工作，在 (logn)c处遇到了一个自然的障碍，因此
需要全新的构造来肯定地解决这个问题。
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