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Abstract

本研究通过将 Black-Scholes模型扩展以包括偏微分方程 (PDE)中的随机波
动率和利率变动来增强期权定价。使用有限差分法求解 PDE。开发并评估了
扩展的 Black-Scholes模型以及基于机器学习的 LSTM模型用于谷歌股票期
权定价。两种模型均使用历史市场数据进行了回测。虽然 LSTM模型表现
出更高的预测准确性，但有限差分法展示了更优的计算效率。本工作提供了
在不同市场条件下模型性能的见解，并强调了混合方法对稳健金融建模的
潜力。

1 介绍

Black-Scholes模型 [7]，由 Fischer Black、Myron Scholes和 Robert Merton提出，通过提供
欧式期权定价的封闭式解，彻底改变了金融数学。其方程基于波动率和无风险利率恒定的假
设，为简化风险管理及衍生品定价提供了框架。该模型奠定了金融工程的基础，并导致了衍
生市场迅速扩张。

然而，该模型存在明显的局限性。它假设波动率和利率是恒定的，忽略了现实世界中市场动
态变化的情况，在这种情况下，波动率经常变动，而利率也随时间变化。此外，Black-Scholes
[7]假设连续交易，并且无法捕捉到剧烈的市场变动或波动率微笑效应。这些简化可能导致
估算期权公平价值时出现显著不准确。

为了解决这些不足，研究人员提出了各种 Black-Scholes模型的变体 [7]，这些变体纳入了更
多影响期权定价的细微因素。诸如 Heston模型 [10]和 Cox-Ingersoll-Ross（CIR）过程 [9]等
模型旨在更好地反映市场行为的实际状况。特别是，将 Black-Scholes模型扩展以考虑波动性
和利率变化性对于稳健的期权定价至关重要，这是本研究的重点。此类改进为投资者和金融
机构提供了更准确的市场风险和机遇评估。

与这些分析方法并行，机器学习模型如长短期记忆（LSTM）网络 [4]在金融应用中获得了广
泛应用，因为它们能够处理复杂的时序依赖关系。LSTM网络是循环神经网络（RNNs）的一
种变体，非常适合时间序列预测，因为它们可以捕捉长期模式同时最小化梯度消失的影响。
通过利用 LSTM模型进行期权定价，我们有可能实现更高的预测准确性和适应性。

一个有效的期权定价模型应该在准确性与计算效率之间取得良好平衡，同时保持在不同市场
条件下的稳健性。本项目旨在比较使用有限差分方法 [5]解决的改进型 Black-Scholes模型与
基于 LSTM的机器学习模型在期权定价上的表现。通过严格的回测和评估，我们希望了解每
种方法的优势和局限。
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2 模型描述

在本节中，我们将讨论本研究中使用的期权定价数学模型。每个模型依赖于股票价格、波动
率和利率等输入来预测期权价格。

2.1 扩展的 Black-Scholes偏微分方程模型

扩展的 Black-Scholes方程的推导

在金融市场中，Black-Scholes方程通过假设恒定的波动率和无风险利率来定价期权是至关重
要的。然而，为了使模型更加现实，我们将其扩展以包括随机波动率和利率变动。

原始的 Black-Scholes方程 [7]由以下给出：

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0

其中 V (t, S)是期权的价格，S是股票价格，t是时间，σ是股票的波动率（在原始模型中为
常数），r是无风险利率（在原始模型中为常数）。

为了纳入随机波动率，我们将波动率表示为一个随机过程 σ(t)。瞬时方差遵循另一个随机过
程，通常被建模为类似 Heston模型中的均值回复过程 [10]:

dσ2 = κ(θ − σ2)dt+ ξ
√
σ2dWσ

其中 κ,θ和 ξ是模型参数，而Wσ 是一个布朗运动 [8]，它可能与股票价格的布朗运动相关。

类似地，为了纳入利率的波动性，我们假设无风险利率 r也是一个随机过程。一个常见的模
型是 Vasicek模型 [6]：

dr = a(b− r)dt+ sdWr

其中 a、b和 s是参数，而Wr 是另一个布朗运动，它可以与W 和Wσ 相关。

将随机波动率和利率变动纳入 Black-Scholes框架 [7]不仅改变了与 S 和 t相关的动力学项，
还引入了对 σ 和 r的依赖性。这导致了一个更复杂的偏微分方程（PDE），现在包括了这些
随机成分的偏导数。

修订后的方程引入了随机波动率和利率变动性，形式为：
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dσ
dt 表示期权价值对波动率变化的敏感性，其中

dσ
dt 反映了波动率的随机性质。术语

∂V
∂r

dr
dt 捕捉了随机利率对期权价值的影响，

dr
dt 则是利率的动态变化。

随机模型用于 σ和 r：

波动率（Heston模型 [10]）：dσ2 = κ(θ − σ2)dt+ ξ
√
σ2dWσ

利率（Vasicek模型 [6]）: dr = a(b− r)dt+ sdWr

为了解这个复杂的偏微分方程，通常会采用简化假设和数值方法。关于 σ和 r的偏导数在分
析上可能难以处理，通常需要蒙特卡洛模拟或有限差分法来获得数值解。

使用有限差分法求解扩展的 Black-Scholes方程

鉴于随机波动率和变化利率引入的复杂性，我们旨在求解的扩展 Black-Scholes方程是：
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为了使该方程适用于有限差分方法 [5]，我们做出一些假设。首先，波动率 σ 和利率 r过程
在网格上离散化。每个时间步长中，这些过程被近似为常数，但可以在不同步骤之间发生变
化。接下来，驱动 σ和 r的布朗运动彼此不相关，并且与股票价格的布朗运动也不相关。最
后，使用隐式和显式的有限差分方案，从当前时间步长的已知值计算下一个时间步长的期权
价值。

有限差分法

离散时间 t，股票价格 S，波动率 σ和利率 r到一个网格中：ti = i∆t对于 i = 0, 1, . . . , N；
Sj = j∆S 对于 j = 0, 1, . . . ,M；σk 和 rl 在各自的范围内进行离散化。

偏微分方程中的偏导数可以如下近似：

时间导数：
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波动率和利率衍生品的近似方法相似。

使用该方案，下一时间步的值通过以下方式计算：

V i+1
j,k,l = V i

j,k,l +∆t

(
−1

2
σ2
kS

2
j

∂2V

∂S2
− rlSj

∂V

∂S
+ rlV

i
j,k,l −

∂V

∂σ

dσ

dt
− ∂V

∂r

dr

dt

)
边界条件：在 S = 0处，期权的价值为零，因为股票价值为零。在 S → ∞，期权价值必须受
到限制或线性增长，这取决于期权的类型（看跌期权或看涨期权）。

求解系统

1. 矩阵形式：将离散化方程重写为矩阵形式：

AV n+1 = b

其中 A是一个代表有限差分系数的三对角矩阵，而 b取决于 V n的值和边界条件。

2. 迭代解法：使用迭代方法（高斯-塞德尔，SOR等）求解 V n+1从 V n直到达到所需的精度。

2.2 LSTM模型

长短期记忆（LSTM）网络 [4]是一种递归神经网络（RNN），设计用于有效地处理序列数据
中的长期依赖关系。传统的 RNNs受到梯度消失问题的困扰，这限制了它们捕捉长时间段内
依赖关系的能力。LSTMs通过引入记忆单元和门结构克服了这一问题，使它们能够在长序
列中保留相关信息。

LSTM 架构由可以长时间维持状态的记忆单元以及几个控制信息流入和流出这些记忆单元
的门组成：

遗忘门决定应丢弃前一状态中的哪些信息。

ft = σ(Wf · [ht−1, xt] + bf )
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输入门确定应向当前状态添加哪些新信息。

it = σ(Wi · [ht−1, xt] + bi)

C̃t = tanh(WC · [ht−1, xt] + bC)

3. 更新状态：当前状态 Ct 是通过结合之前的状态和新信息进行更新的：

Ct = ft · Ct−1 + it · C̃t

4. 输出门计算新的隐藏状态，该状态用作 LSTM单元的输出：

ot = σ(Wo · [ht−1, xt] + bo)

ht = ot · tanh(Ct)

LSTM模型将采用历史价格、波动率和利率数据作为输入特征，并预测未来的期权价格。该
架构包括：用于历史数据的输入层（窗口大小 n），多个 LSTM层以捕捉长期依赖关系，以
及密集层来输出预测的期权价格。

3 分析

模型使用历史数据进行了评估，并针对实际世界场景进行测试，以评估其对参数变化的敏感
性，并回答在现实市场条件下稳健期权定价的问题。

3.1 股票和期权价格数据来源

我们从雅虎财经获取了谷歌的历史股票和期权数据，雅虎财经提供了适合我们分析的全面财
务信息。其他资源如谷歌财经、Alpha Vantage和 IEX Cloud也为金融建模提供了宝贵的数据。

扩展 PDE模型的评估

图 1: 期权价格作为不同 σ和 r水平上的行权价格的函数

为了使用实际数据评估期权定价模型，我们通过 Yahoo Finance API检索谷歌的历史股价。股
价数据使我们能够计算历史波动率，这将在模型中作为 σ使用。然后，我们获得当前无风险
利率，通常使用国库券利率或其他类似基准进行估算。接下来，我们确定要分析的期权的行
权价 K 和到期时间 T。在这些参数到位后，我们运行模型以计算理论期权价格。最后，我
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们将这些理论价格与实际市场价格进行比较，并通过图表可视化结果。图 1描述了由扩展
PDE模型预测的期权价格如何随着不同的行权价和 σ以及 r的不同值而变化。初始阶段，价
格曲线呈次线性特征，但在较高的行权价下逐渐过渡到更线性的形态。这种行为表明随着时
间价值的增加，内在价值的影响也在上升，特别是在市场条件多变的情况下。图 2展示了由
扩展 PDE模型预测的期权价格相对于股价和时间的三维图表。该三维图表显示了随着股票
价格上涨以及到期日临近，期权价格如何上涨。增量在 t的较高值时更为明显，突出了接近
成熟度对期权定价的影响，并强调了期权交易中固有的时间衰减效应。

图 2: 时间变化和股票价格波动下的预测期权定价动态的三维视图。来自关于期权定价与布
莱克-斯科尔斯模型的一篇博客文章中的图表。

LSTM模型设置

图 3: LSTM预测的 Google期权价格与实际市场价格对比

为了创建一个用于预测谷歌期权价格的 LSTM模型，我们首先使用 yfinance下载并预处理数
据，并添加相关特征如历史波动率和利率。然后，通过采用窗口方法准备数据集，利用过去
的数据来预测期权价格。窗口大小为 30，意味着使用过去的 30天来预测当前的价格。构建
一个包含 LSTM层和密集输出层的 LSTM模型，使模型能够捕捉输入特征与期权价格之间的
关系。在使用均方误差作为损失函数训练模型后，我们通过将其预测结果与实际市场数据进
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行比较来评估其性能，并通过图表可视化结果。图 3比较了 LSTM模型对 2023年和 2024年
的期权价格预测与实际市场价格之间的差异。预测值与实际价格的高度一致，突显了 LSTM
捕捉复杂模式的能力，证实其在金融预测中的实用性。

4 讨论

该项目实现了扩展的 Black-Scholes偏微分方程模型和 LSTM模型来预测期权价格，提供了
关于每种方法在真实市场条件下的行为和有效性的重要见解。

行为与预测准确性

扩展的 Black-Scholes模型在 σ（波动率）和 r（利率）参数变化下的行为展示了期权价格对
这些市场基本因素的变化是多么敏感。这种敏感性与金融理论相一致，该理论认为市场波动
率、利率和衍生品定价之间存在内在联系。值得注意的是，当执行价格从次线性增加到线性
进程时，模型的响应阐明了内涵价值随着时间推移逐渐主导时间价值的关系，这一关系在更
简单的模型中往往被忽视。

LSTM模型的较低均方根误差（RMSE）为 15.23，相比之下扩展 PDE模型的 RMSE为 20.47，
这表明其具有更优的预测准确性。考虑到 LSTM能够建模金融时间序列数据中固有的复杂非
线性关系，这一结果是可以预见的。LSTM有效捕捉时态动态并整合长期依赖性的能力使得
市场状况得以更加准确地反映。

计算效率与模型应用

尽管其准确性更高，LSTM模型需要更多的计算资源，这从其较长的预测时间（3.45秒）与
扩展 PDE模型（0.87秒）相比可以看出，以及更长的训练时间。这一发现强调了金融建模中
准确性和效率之间的权衡。扩展 PDE模型的高效性使其特别适合于计算资源有限或需要实
时交易决策的情景。

验证和回测

两个模型均使用雅虎财经从 2019年 5月至 2024年 5月的历史数据进行了严格的回测。这一
广泛的测试期包括了诸如COVID-19大流行和 2020年全球经济衰退等市场剧烈波动时期，为
评估每个模型的实际应用提供了一个强大的平台。扩展的偏微分方程模型虽然准确性较低，
但在各种市场条件下表现出了稳健性，强化了其在传统金融建模框架中的实用性。

不足与见解

扩展的 Black-Scholes偏微分方程模型虽然在提供更全面的期权定价框架方面有效，但存在
明显的缺点。一个显著的限制是其对输入参数的敏感性，特别是波动率（σ）和利率（r）。该
模型的预测性能关键取决于这些参数的准确性，而这些参数由于市场情绪或经济新闻的影响
可能会大幅波动。此外，尽管扩展以考虑随机波动性和利率，但模型仍然通过坚持对数正态
市场的假设保持僵化。这种限制性未能捕捉到现实中回报分布中的偏斜和肥尾现象，导致低
估极端市场运动并在不可预见的事件中产生显著定价误差。另一方面，LSTM模型提供了强
大的预测准确性，但依赖于大量的历史数据和计算资源。它需要大量数据来识别复杂的市场
模式，从而限制了其有效性。此外，训练和频繁重新训练的高计算需求挑战了可扩展性和实
时实施。

通过这项研究，我们更深入地理解了如何将传统模型扩展以纳入随机元素，从而提供更加现
实和动态的定价工具。LSTM模型提供的见解也强调了机器学习技术在提高期权定价预测准
确性方面的潜力，尽管这会带来更高的计算成本。
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5 结论

在这项研究中，我们通过扩展的 Black-Scholes方程和机器学习模型应对了提升期权定价的
挑战。我们将 Black-Scholes模型扩展为包含随机波动率和利率变动，以更现实地捕捉市场条
件，解决了原始 Black-Scholes模型中关于常数参数的局限性。然而，扩展的偏微分方程模型
仍然对参数估计敏感，并受制于对随机过程的假设。与此同时，LSTM模型被用于揭示数据
中的复杂时间模式。结果显示，这两种模型都可以作为有效的定价工具，各有独特的优势。
扩展的 Black-Scholes模型提供了更快的计算速度，但对参数估计和严格的假设较为敏感。相
比之下，LSTM模型展现了更优的预测精度，但需要更多的数据和显著的计算能力。我们对
这些模型之间的比较分析突显了它们互补的性质，为如何利用不同的建模方法来提升期权定
价策略提供了见解。最终，该项目强调了使用多种模型来应对金融市场动态的重要性，确保
对市场风险和定价行为有更全面的理解。
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