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三阶雅可布斯塔尔 3-参数广义四元数
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摘要. 本文旨在将三阶 Jacobsthal数和三参数广义四元数结合起来，后者是
根据三个参数的四元数代数的一般形式。为此，我们引入并研究了一种新的相
当大的特殊数字系统，该系统被称为三阶 Jacobsthal三参数广义四元数（简
称，三阶 Jacobsthal 3PGQs）。进一步地，我们计算了一些新方程和经典的
知名方程，如：线性递推、Binet公式、生成函数、求和公式、Cassini恒等
式和 d’Ocagne恒等式。
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1. 介绍

三阶雅各布斯塔尔数和修改后的三阶雅各布斯塔尔数是整数序列中广为
人知的数字。三阶雅各布斯塔尔数满足以下三阶递推关系

J
(3)
0 = 0, J

(3)
1 = J

(3)
2 = 1, J (3)

n = J
(3)
n−1 + J

(3)
n−2 + 2J

(3)
n−3, n ≥ 3.

类似地，修改后的三阶雅各布斯塔尔数定义了以下递推关系

K
(3)
0 = 0, K

(3)
1 = 1, K

(3)
2 = 3, K(3)

n = K
(3)
n−1 +K

(3)
n−2 + 2K

(3)
n−3, n ≥ 3.

生成函数对于序列 {J (3)
n }n≥0和 {K(3)

n }n≥0分别是

J(x) =
∞∑
n=0

J (3)
n xn =

x

1− x− x2 − 2x3

和

K(x) =
∞∑
n=0

K(3)
n xn =

3− 2x− x2

1− x− x2 − 2x3
,

。Binet公式对于三阶 Jacobsthal数和修改后的三阶 Jacobsthal数分别是

J (3)
n =

1

7

[
2n+1 +Xn − 2Xn+1

]
1
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和
K(3)

n = 2n +Xn + 2Xn+1,

，其中 {Xn}n≥0是通过

Xn =
ωn
1 − ωn

2

ω1 − ω2
=


0 if n ≡ 0 (mod 3)

1 if n ≡ 1 (mod 3)

−1 if n ≡ 2 (mod 3)

定义的周期序列，并且 ω1 = ω2
2 = 1

2(−1 + i
√
3) ∈ C是方程 x2 + x+ 1 = 0的

根。更多细节，请参阅 [4, 8]。
另一方面，Şentürk 和 Ünal[11]引入了一种广义四元数代数，称为三参数

广义四元数（简称，3PGQs）。3PGQs 的集合记为 Hλ1,λ2,λ3，定义如下：

{ψ0 +

3∑
l=1

ψlel : e2
1 = −λ1λ2, e2

2 = −λ1λ3, e2
3 = −λ2λ3, e1e2e3 = −λ1λ2λ3},

其中 λl∈{1,2,3} ∈ R。
向量 {e1, e2, e3}满足乘法规则

(1) e1e2 = −e2e1 = λ1e3, e1e3 = −e3e1 = −λ2e2, e2e3 = −e3e2 = λ3e1.

表 1包含了一些 3PGQs的特殊情况。可以观察到，将各种类型的四元数和
特殊递归序列成分结合起来对于文献中的许多研究人员来说是一个相当吸引
人的概念。在 [5]中，Halıcı和 Karataş研究了广义斐波那契四元数，Morales[9]
引入了广义 Tribonacci四元数，并且三阶 Jacobsthal广义四元数在 [10]中由
Akyiğit等人提出。[1, 2]研究了分裂斐波那契四元数和广义斐波那契四元数，
Bród引入了分裂Horadam四元数。最近，Kızılateş和Kibar[7]确定了具有高阶
广义斐波那契数分量的 3PGQs，并且 İşbilir和 Gürses[6]引入了具有Horadam
数分量的 3PGQs。

λ1 λ2 λ3 Type of 3PGQs
1 λ2 λ3 Generalized quaternions
1 1 −1 Split quaternions
1 1 1 Hamilton quaternions
1 1 0 Semi-quaternions
1 −1 0 Split semi-quaternions

表 1. 一些类型的 3PGQs。

在这项研究中，我们打算结合三阶雅各布斯塔尔数和 3PGQ；也就是说，
我们探讨含有三阶雅各布斯塔尔数成分的 3PGQ。此外，我们还考察了递推关
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系、比内公式、生成函数、求和公式、达奥卡涅恒等式、卡西尼恒等式以及一
些特殊方程。

2. 三阶雅可布斯塔尔 3参数广义四元数

我们定义了三阶 Jacobsthal 3参数（TJ3p）广义四元数和修改的三阶 Ja-
cobsthal 3参数（MTJ3p）广义四元数如下。

定义 2.1. 对于 n ≥ 0，第 n个 TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数是

JG(3)
n = J (3)

n + J
(3)
n+1e1 + J

(3)
n+2e2 + J

(3)
n+3e3

和

KG(3)
n = K(3)

n +K
(3)
n+1e1 +K

(3)
n+2e2 +K

(3)
n+3e3,

其中 J
(3)
n 和 K

(3)
n 是经典的三阶雅克布斯塔尔数和修正的三阶雅克布斯塔尔

数，{e1, e2, e3}满足方程 (1) 中的乘法规则。

对于 n ≥ 3，TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数分别满足以下递推关系

(2) JG(3)
n = JG(3)

n−1 + JG(3)
n−2 + 2JG(3)

n−3

和

(3) KG(3)
n = KG(3)

n−1 +KG(3)
n−2 + 2KG(3)

n−3,

下一个定理给出了序列 {JG(3)
n }n≥0和 {KG(3)

n }n≥0的生成函数。由于证明
非常直接且简单，我们不倾向于给出它们。

定理 2.2. 生成函数对于序列 {JG(3)
n }n≥0和 {KG(3)

n }n≥0分别是

∞∑
n=0

JG(3)
n xn =

1

σ(x)

[
e1 + e2 + 2e3 + (1 + e2 + 3e3)x+ 2(e2 + e3)x

2
]

和
∞∑
n=0

KG(3)
n xn =

1

σ(x)

{
3 + e1 + 3e2 + 10e3 − (2− 2e1 − 7e2 − 5e3)x

−(1− 6e1 − 2e2 − 6e3)x
2

}
,

其中 σ(x) = 1− x− x2 − 2x3。

这种四元数的一个有趣性质在下面的定理中给出。为了证明这个结果，我
们将使用满足三阶雅可布斯塔尔数和修正三阶雅可布斯塔尔数的关系。
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定理 2.3. 对于任何非负整数 n，我们有

JG(3)
n+3 = JG(3)

n + 2n+1Θ

和

KG(3)
n+3 = KG(3)

n + 7 · 2nΘ

其中 Θ = 1 + 2e1 + 4e2 + 8e3。

证明. 考虑定义 2.1和关系 J
(3)
n+3 − 2n+1 = J

(3)
n 对于 n ≥ 0，我们得到

JG(3)
n = J (3)

n + J
(3)
n+1e1 + J

(3)
n+2e2 + J

(3)
n+3e3

= J
(3)
n+3 − 2n+1 +

[
J
(3)
n+4 − 2n+2

]
e1 +

[
J
(3)
n+5 − 2n+3

]
e2 +

[
J
(3)
n+6 − 2n+4

]
e3

= J
(3)
n+3 + J

(3)
n+4e1 + J

(3)
n+5e2 + J

(3)
n+6e3 − 2n+1(1 + 2e1 + 4e2 + 8e3)

= JG(3)
n+3 − 2n+1Θ.

最后一个方程给出了定理中的第一个方程。第二个方程的证明非常相似，使用
了修改后的三阶 Jacobsthal数的恒等式K

(3)
n+3 − 7 · 2n = K

(3)
n 。 �

TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数的 Binet 公式可以在以下定理中找到。

定理 2.4. 对于 n ≥ 0，第 n个 TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数分别为

JG(3)
n =

1

7

[
2n+1Θ+XnA −Xn+1B

]
=

1

7


2n+1Θ− B if n ≡ 0 (mod 3)

2n+1Θ+ A + B if n ≡ 1 (mod 3)

2n+1Θ− A if n ≡ 2 (mod 3)

和

KG(3)
n = 2nΘ+XnC −Xn+1D =


2nΘ− D if n ≡ 0 (mod 3)

2nΘ+ C + D if n ≡ 1 (mod 3)

2nΘ− C if n ≡ 2 (mod 3)

,

其中Θ = 1+2e1+4e2+8e3,A = 1+2e1−3e2+e3,B = 2−3e1+e2+2e3,C =

1− 2e1 + e2 + e3和D = −2 + e1 + e2 − 2e3。



三阶雅可布斯塔尔 3-参数广义四元数 5

证明. 从定义 2.1对于 TJ3p 广义四元数，Binet 公式对于三阶 Jacobsthal 数
以及递推关系 Xn+2 = −Xn+1 −Xn对于 n ≥ 0，我们得到

7JG(3)
n = 7J (3)

n + 7J
(3)
n+1e1 + 7J

(3)
n+2e2 + 7J

(3)
n+3e3

= 2n+1 +Xn − 2Xn+1

+
[
2n+2 +Xn+1 − 2Xn+2

]
e1

+
[
2n+3 +Xn+2 − 2Xn+3

]
e2

+
[
2n+4 +Xn+3 − 2Xn+4

]
e3

= 2n+1(1 + 2e1 + 4e2 + 8e3) +Xn(1 + 2e1 − 3e2 + e3)

−Xn+1(2− 3e1 + e2 + 2e3)

= 2n+1Θ+XnA −Xn+1B,

其中Θ = 1+2e1+4e2+8e3,A = 1+2e1−3e2+e3和B = 2−3e1+e2+2e3。
最后一个方程给出了定理中的第一个方程。第二个方程的证明非常相似。 �

前一定理中的符号 Θ = 1 + 2e1 + 4e2 + 8e3, A = 1 + 2e1 − 3e2 + e3,
B = 2− 3e1 + e2 + 2e3, C = 1− 2e1 + e2 + e3和D = −2 + e1 + e2 − 2e3在
本文的其余部分中将被使用。
应注意到

BA = (2− 3e1 + e2 + 2e3)(1 + 2e1 − 3e2 + e3)

= 2 + 4e1 − 6e2 + 2e3

− 3e1 + 6λ1λ2 + 9e3 + 3λ2e2

+ e2 − 2λ1e3 + 3λ1λ3 + λ3e1

+ 2e3 + 4λ2e2 + 6λ3e1 − 2λ2λ3

= 2 + 6λ1λ2 + 3λ1λ3 − 2λ2λ3 + e1 − 5e2 + 4e3 + 7(λ3e1 + λ2e2 + λ1e3)

= Ψ + 7Ω,

其中Ψ = 2+6λ1λ2+3λ1λ3−2λ2λ3+e1−5e2+4e3和Ω = λ3e1+λ2e2+λ1e3。
然后，利用方程 (1) 中的乘法规则，我们得到以下恒等式

(4) BA = Ψ+ 7Ω, AB = Ψ− 7Ω

和

(5) DC = Φ+ 3Ω, CD = Φ− 3Ω,
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其中

Ψ = 2 + 6λ1λ2 + 3λ1λ3 − 2λ2λ3 + e1 − 5e2 + 4e3,

Φ = −2 + 2λ1λ2 − λ1λ3 + 2λ2λ3 + 5e1 − e2 − 4e3,

Ω = λ3e1 + λ2e2 + λ1e3.

方程（4）和（5）将在下一节中用于简化。应注意的是

(6) BA = AB + 14Ω, DC = CD + 6Ω.

3. 主要结果

在本节中，我们介绍了第三阶雅各布斯塔尔数和修正的第三阶雅各布斯塔
尔数的一些众所周知的身份的推广。我们从以下定理给出的 TJ3p和 MTJ3p
广义四元数的 Vajda身份开始。

定理 3.1. 对于整数 n，a和 b，我们有

JG(3)
n+aJG

(3)
n+b − JG(3)

n JG(3)
n+a+b =

1

49

{
2n+1

[
ΘYn+b(a)− 2bYn(a)Θ

]
+Xa [XbΞ − 14Xb+2Ω]

}

和

KG(3)
n+aKG(3)

n+b −KG(3)
n KG(3)

n+a+b =

{
2n
[
ΘY ∗

n+b(a)− 2bY ∗
n (a)Θ

]
+Xa [XbΞ

∗ − 6Xb+2Ω]

}
,

其中 Yn(a) = Xn(2
aA+Xa+2A−XaB)−Xn+1(2

aB+XaA−Xa+1B)，Y ∗
n (a) =

Xn(2
aC+Xa+2C−XaD)−Xn+1(2

aD+XaC−Xa+1D)，Ξ = A2+AB+B2和
Ξ∗ = C2 + CD + D2。
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证明. 让我们考虑Zn = XnA−Xn+1B。使用序列 {Xn},Xn+aXn+b−XnXn+a+b =

XaXb的 Vajda 身份，我们有

Zn+aZn+b − ZnZn+a+b

= [Xn+aA −Xn+a+1B] [Xn+bA −Xn+b+1B]

− [XnA −Xn+1B] [Xn+a+bA −Xn+a+b+1B]

= [Xn+aXn+b −XnXn+a+b]A2

− [Xn+aXn+b+1 −XnXn+a+b+1]AB

− [Xn+a+1Xn+b −Xn+1Xn+a+b]BA

+ [Xn+a+1Xn+b+1 −Xn+1Xn+a+b+1]B2

= XaXbA2 −XaXb+1AB −XaXb−1BA +XaXbB2

= XaXbA2 −XaXb+1AB −XaXb−1(AB + 14Ω) +XaXbB2

= XaXb(A2 + AB + B2)− 14XaXb+2Ω

= Xa [XbΞ − 14Xb+2Ω] ,

其中 Ξ = A2 +AB+B2。从定理 2.4中的 TJ3p广义四元数的 Binet公式，我
们得到

49
[
JG(3)

n+aJG
(3)
n+b − JG(3)

n JG(3)
n+a+b

]
=
[
2n+a+1Θ+ Zn+a

] [
2n+b+1Θ+ Zn+b

]
−
[
2n+1Θ+ Zn

] [
2n+a+b+1Θ+ Zn+a+b

]
= 2n+a+1ΘZn+b + 2n+b+1Zn+aΘ

− 2n+1ΘZn+a+b + 2n+a+b+1ZnΘ

+ Zn+aZn+b − ZnZn+a+b

= 2n+1
[
ΘYn+b(a)− 2bYn(a)Θ

]
+Xa [XbΞ − 14Xb+2Ω] ,

其中 Yn(a) = Xn(2
aA+Xa+2A−XaB)−Xn+1(2

aB+XaA−Xa+1B)。最后
一个方程给出了定理中的第一个方程。第二个方程的证明非常相似。 �

取定理 3.1中的 b = −a，结合恒等式 X−n = −Xn 和 Xn = Xn+3 得到
TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数的卡特兰恒等式。

推论 3.2. 令 n和 a为两个整数，使得 n ≥ a，我们有

JG(3)
n+aJG

(3)
n−a −

[
JG(3)

n

]2
=

1

49

{
2n+1 [ΘYn−a(a)− 2−aYn(a)Θ]

−Xa [XaΞ − 14Xa+1Ω]

}
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和

KG(3)
n+aKG(3)

n−a −
[
KG(3)

n

]2
=

{
2n
[
ΘY ∗

n−a(a)− 2−aY ∗
n (a)Θ

]
−Xa [XaΞ

∗ − 6Xa+1Ω]

}
,

其中 Yn(a),Y ∗
n (a),Ξ 和 Ξ∗如定理 3.1中所述。

类似地，在推论 3.2中取 a = 1可得到 TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数的卡
西尼恒等式。

推论 3.3. 对于任意整数 n ≥ 1，我们有

JG(3)
n+1JG

(3)
n−1 −

[
JG(3)

n

]2
=

1

49
[2n (2ΘYn−1(1)− Yn(1)Θ)− (Ξ + 14Ω)]

和

KG(3)
n+1KG(3)

n−1 −
[
KG(3)

n

]2
= 2n−1

[
2ΘY ∗

n−1(1)− Y ∗
n (1)Θ

]
− [Ξ∗ + 6Ω] ,

其中 Yn(1) = Xn(2A−B)−Xn+1(3B+A),Y ∗
n (1) = Xn(2C−D)−Xn+1(3D+

C),Ξ 和 Ξ∗如定理 3.1所示。

例如，如果在之前的推论中 n = 1，我们得到

JG(3)
0 =

1

7
[2Θ− B] ,

JG(3)
1 =

1

7
[4Θ + A + B] ,

JG(3)
2 =

1

7
[8Θ− A] .

然后，我们可以写出

49

[
JG(3)

2 JG(3)
0 −

(
JG(3)

1

)2]
= [8Θ− A] [2Θ− B]− [4Θ + A + B]2

= −4Θ(A + 3B)− 2(3A + 2B)Θ− (A2 + BA + B2)

和

JG(3)
2 JG(3)

0 −
[
JG(3)

1

]2
=

1

49
[2 (2ΘY0(1)− Y1(1)Θ)− (Ξ + 14Ω)] ,

其中 Y0(1) = −(A + 3B)和 Y1(1) = 3A + 2B。
以下恒等式可以通过使用 TJ3p和MTJ3p广义四元数的定义、递推关系

和 Binet公式来证明。
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定理 3.4. 对于任意整数 n ≥ 0，我们有

JG(3)
n + JG(3)

n+1 + JG(3)
n+2 = 2n+1Θ,

KG(3)
n +KG(3)

n+1 +KG(3)
n+2 = 7 · 2nΘ,

KG(3)
n+2 = JG(3)

n+2 + 2JG(3)
n+1 + 6JG(3)

n ,

JG(3)
n+2 =

1

147

[
13KG(3)

n+2 + 48KG(3)
n+1 + 20KG(3)

n

]
,

其中 Θ = 1 + 2e1 + 4e2 + 8e3。

4. TJ3p 和 MTJ3p 广义四元数的和

在本节中，我们介绍一些关于 TJ3p和MTJ3p广义四元数项之和的结果。
以下引理将给出这些数字的一些已知方程。

引理 4.1. 对于任意整数 n ≥ 0，我们有

(7)
n∑

l=0

J
(3)
l =

1

3

[
J
(3)
n+2 + 2J (3)

n − 1
]

和

(8)
n∑

l=0

K
(3)
l =

1

3

[
K

(3)
n+2 + 2K(3)

n

]
.

证明. 证明通过对 n进行归纳很容易。 �

下一个定理给出了三阶雅各布斯塔尔数和修改后的三阶雅各布斯塔尔 3
参数广义四元数的求和公式。

定理 4.2. 令 n ≥ 0为一个整数。则

n∑
l=0

JG(3)
l =

1

3

[
JG(3)

n+2 + 2JG(3)
n − (1 + e1 + 4e2 + 7e3)

]
和

n∑
l=0

KG(3)
l =

1

3

[
KG(3)

n+2 + 2KG(3)
n − (9e1 + 12e2 + 21e3)

]
.
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证明. 使用定义 2.1和公式（7），我们得到

3
n∑

l=0

JG(3)
l = 3

n∑
l=0

[
J
(3)
l + J

(3)
l+1e1 + J

(3)
l+2e2 + J

(3)
l+3e3

]
= 3

n∑
l=0

J
(3)
l + 3

(
n∑

l=0

J
(3)
l+1

)
e1 + 3

(
n∑

l=0

J
(3)
l+2

)
e2 + 3

(
n∑

l=0

J
(3)
l+3

)
e3

= J
(3)
n+2 + 2J (3)

n − 1 +
(
J
(3)
n+3 + 2J

(3)
n+1 − 1

)
e1

+
(
J
(3)
n+4 + 2J

(3)
n+2 − 4

)
e2 +

(
J
(3)
n+5 + 2J

(3)
n+3 − 7

)
e3

= J
(3)
n+2 + J

(3)
n+3e1 + J

(3)
n+4e2 + J

(3)
n+5e3

+ 2
(
J (3)
n + J

(3)
n+1e1 + J

(3)
n+2e2 + J

(3)
n+3e3

)
− (1 + e1 + 4e2 + 7e3)

= JG(3)
n+2 + 2JG(3)

n − (1 + e1 + 4e2 + 7e3) .

另一个恒等式类似，使用定义 2.1和公式（8）。 �

定理 4.3. 令 n ≥ 0为一个整数。然后

(9) JG(3)
n+2 − 4JG(3)

n = −1

7
[Xn(5A + B) +Xn+1(A − 4B)] ,

(10) KG(3)
n+2 − 4KG(3)

n = −Xn(5C + D)−Xn+1(C − 4D).

证明. 由定义 2.1和定理 2.4，我们得到

JG(3)
n+2 − 4JG(3)

n =
1

7

[
2n+3Θ+Xn+2A −Xn+3B

]
− 4

7

[
2n+1Θ+XnA −Xn+1B

]
=

1

7
[Xn+2A −Xn+3B − 4XnA + 4Xn+1B]

=
1

7
[−Xn+1A −XnA −XnB − 4XnA + 4Xn+1B]

= −1

7
[Xn(5A + B) +Xn+1(A − 4B)] ,

这完成了对 (9)的证明。方程 (10)类似地使用定理 2.4。 �

以同样的方式我们可以证明下一个结果。

定理 4.4. 令 n ≥ 0为一个整数。则

(11) 7JG(3)
n +KG(3)

n = 3 · 2nΘ+Xn(A + C)−Xn+1(B + D),
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(12) 7JG(3)
n −KG(3)

n = 2nΘ+Xn(A − C)−Xn+1(B − D),

其中 Θ = 1 + 2e1 + 4e2 + 8e3。

5. 结论

本研究介绍了三参数广义四元数，连续系数的第三阶雅各布斯塔尔数和修
改后的第三阶雅各布斯塔尔数。我们获得了这些以前在文献中未定义的新数
字。我们提供了一个全面的介绍性研究作为指南。由于这项研究包括一些新结
果，它通过提供关于这些新数字的基本信息为文献做出了贡献。因此，我们希
望我们发现的新数字和属性能为研究提供新的视角。未来的研究方向是通过
增加这些数列的多样性来研究广义三阶斐波那契三参数广义四元数的其他恒
等式。
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