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一种局部傅里叶扩展方法用于函数逼近 ∗

ZHENYU ZHAO† AND YANFEI WANG ‡

摘要. 本文提出了一种新的局部傅里叶扩展方法，通过域分割来近似非周期函数。通过对计算域进行子区域
划分并采用统一离散尺度，该方法实现了具有O(M)计算复杂度的谱精度。理论误差界限和参数依赖性分析验证
了所提方法的鲁棒性。建立了涉及关键参数之间的关系，并伴有一项优化参数选择策略。数值实验进一步证实了
所提出方法的有效性。

Key words. 傅里叶扩展，傅里叶连续

AMS subject classifications. 42A10, 65T40, 65T50

1. 介绍. 数值逼近方法是计算数学的基石，在理论进步和工程应用中都扮演
着至关重要的角色。经典的逼近理论不仅为构造微分方程的数值解提供了必要的
工具，而且持续推动了多学科的技术创新。例如，谱方法的高精度特性从根本上
源于对多项式逼近和傅里叶级数展开 [12]的全面研究。同时，小波多尺度分析通
过在时频局部化性质上的突破，为诸如图像压缩和信号去噪 [6]等实际应用建立
了严格的数学基础。

在最近几十年中，框架近似理论作为函数表示的一个范式转移发展，由于其
超越传统基约束的增强灵活性而吸引了显著的关注 [1, 7, 2]。该框架采用冗余表
示系统的同时保持稳定性，从而表现出对复杂功能特征的优越适应性。特别引人
注目的是傅里叶扩展技术——这是一种原型框架近似方法，通过将目标函数扩展
到更大的周期域来有效缓解经典傅里叶逼近中的吉布斯现象。这一方法为处理非
周期函数开辟了新的途径，同时保持谱精度 [8, 4, 11, 5, 14]。
傅里叶扩展方法的收敛性质在 [1, 3, 8, 13]中进行了全面讨论。关于数值实

现，通过对离散矩阵的奇异值分布与随机化算法相结合的分析取得了显著进展。
值得注意的是，[9]和 [10]开发了快速算法实现了 O(M log2 M)复杂度，其中M

表示节点点数。在此基础上，[15]提出了一种更有效的方法，该方法仅使用边界
数据进行扩展操作，并结合基于 FFT的全局逼近，达到 O(M logM)复杂度。

虽然这些现有的方法采用了全局近似视角，但出现了两个基本的限制：首先，
函数中的局部奇异性会显著降低全局近似的精度。其次，由此产生的密集离散化
矩阵使得这些方法不太适合与其他数值方案结合使用。从 [15]得到的关键见解表
明，增加扩展长度可以减少所需的边界节点——这一原则我们通过区域分解扩展
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到了内部区域。
本文提出了一种分区扩展方法，其中计算域被划分为多个子区域以进行局部

扩展操作。通过在子域中采用统一的离散化尺度，我们实现了矩阵复用，并将整
体计算复杂度降低至 O(M)，同时保持了近似质量。这种结构化的方法不仅提高
了计算效率，还自然地适用于并行实现架构。

1.1. 论文概述. 论文采用以下组织框架：第 2节构建了方法论架构，通过严
谨的数学证明介绍了理论框架和相关的误差分析。在这一理论基础之上，第 3节
通过对系统参数进行调查研究计算实现，并提出了基于计算复杂性分析的参数选
择实用指南。随后的第 4节通过全面的数值实验验证了所提出的方法论。最后一
节总结关键发现，讨论该方法在计算数学中的更广泛影响，并提出了未来研究的
方向。

2. 局部傅里叶扩展方法.

2.1. 方法概述. 令 f 是区间 I = [a, b]上的一个非周期性、光滑且足够可微的
函数。点 a = a0 < a1 < . . . < aK = b将 I 分成 K 个子区间 I1, I2, . . . , IK。令函
数 fk(x)在区间 Ik 上定义，满足：

fk(x) = f(x), x ∈ Ik, k = 1, 2, . . . ,K. (2.1)

令Ω = [0, 2π]，Λ = [0, 2π
T
](T > 1)。{gk(t)}Kk=1 是一个定义在 Λ上的函数族，使得

gk(t) = fk(ak−1 + skt), ∀t ∈ Λ, (2.2)

其中
sk =

T

2π
(ak − ak−1). (2.3)

令
φ`(t) = ei`t, ` = ±1,±2, . . . , t ∈ Λ. (2.4)

对于任何固定的 N，我们定义

ΦN = {φ`}|`|≤N , (2.5)

它是其张量 span(ΦN ) =: HN 的一个框架。定义算子

FN : C2N+1 → HN , cN = {c`}|`|≤N 7→
N∑

`=−N

c`φ`,

LN : C2N+1 → C2N+1, cN = {c`}|`|≤N 7→ c̃N = {ρ`c`}|`|≤N ,

(2.6)

由于 FN 是有限秩的，它是一个紧算子。设 (σj , vj , uj)为 FN 的一个奇异系统，则
方程

FNcN,k = gk (2.7)



Local Fourier Extension Method 3

的 TSVD解可以表示为

cεN,k =
∑
σj>ε

〈gk, uj〉
σj

vj , (2.8)

其中截断参数 ε作为正则化参数。然后得到 gk 的傅里叶扩张近似 Qε
Ngk 为

Qε
Ngk := FNcεN,k. (2.9)

我们使用

(
Pε

N,Kf
)
(x) := (Qε

Ngk)

(
x− ak−1

sk

)
, x ∈ Ik, k = 1, 2, . . . ,K (2.10)

作为函数 f 的局部傅里叶扩张近似。

2.2. 方法的误差估计. 我们可以得到以下误差估计：

Lemma 2.1. 傅里叶扩展近似 Qε
Ngk 满足

‖gk −Qε
Ngk‖L2(Λ) ≤ inf{‖gk −FNcN‖L2(Λ) + ε‖cN‖`2 : cN ∈ C2N+1}. (2.11)

Proof. 对于任意的 cN ∈ C2N+1，注意 Qε
N 是到 H̃ = span{uj : σj > ε}的正

交投影算子，通过使用三角不等式，我们可以得到

‖gk −Qε
Ngk‖L2(Λ) ≤ ‖gk −Qε

NFNcN‖L2(Λ)

≤ ‖gk −FNcN‖L2(Λ) + ‖FNcN −Qε
NFNcN‖L2(Λ)

此外，由于 FNcN ∈ HN = R(FN )，我们有

‖FNcN −Qε
NFNcN‖L2(Λ) =

∥∥∥∥∥∥
∑
σj≤ε

〈FNcN , uj〉uj

∥∥∥∥∥∥
L2(Λ)

=

∥∥∥∥∥∥
∑
σj≤ε

σj〈cN , vj〉uj

∥∥∥∥∥∥
L2(Λ)

≤ ε ‖cN‖`2

(2.12)

这完成了证明。

Theorem 2.2. 局部傅里叶扩展逼近 Pε
N,Kf 满足

∥∥f − Pε
N,Kf

∥∥ ≤
√

T

2π
(b− a) max

1≤k≤K

{
‖gk −Qε

Ngk‖L2(Λ)

}
. (2.13)
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Proof.

‖f − Pε
N,Kf‖2L2(I) =

∫ 1

0

[f(x)−
(
Pε

N,Kf
)
(x)]2dx

=
K∑

k=1

∫ ak

ak−1

[
fk(x)− (Qε

Ngk)

(
x− ak−1

sk

)]2
dx

=
K∑

k=1

∫
Λ

sk [gk(t)− (Qε
Ngk) (t)]

2
dt

≤ T

2π

K∑
k=1

(ak − ak−1) ‖gck − gk‖2L2(Λ) .

(2.14)

备注 2.1.
1. 我们可以看到，对于函数 f(x) = e(iπωx)，其对应的

gk(t) = eiωπak−1eiωπskt. (2.15)

即，该函数的频率从 ωπ变化到 skωπ。因此，对于高频函数，只要区间划
分能够保证所选的 ak − ak−1足够小，就能在扩展计算中起到降低频率的
作用，从而使仅需一个小的 N 就能实现高精度逼近。

2. 结合 (2.11)和 (2.13)的结果，我们可以看到方法能否获得良好的近似结果
主要取决于每个子区间上的扩展近似是否能实现所需的精度。根据逼近
理论，对于低频函数 g(t)，总是存在一个适当的值N，使得可以找到向量
cN，从而使 ‖g −FNcN‖L2(Λ) = O(ε)和 ‖cN‖`2 不会太大。

3. 数值实现与参数确定. 在特定问题中，子区间的长度 Ik 不一定是相同的。
当函数 f在整个区间 [a, b]上的频率变化很大时，根据频率设置区间长度是一个更
好的选择。这可以通过事后测试近似误差来实现。为了确保后续扩展计算过程中
离散矩阵的一致性，我们在每个子区间中取相同数量的等距节点。也就是说，我
们取K 组节点 {xki}mi=1,k = 1, 2, . . . ,K:

xki = ak−1 + ihk, hk =
ak − ak−1

m− 1
, i = 0, 1, . . .m− 1. (3.1)

3.1. 方程的离散化 (2.7). 取采样比例 γ ≥ 1并令

m = dγ(2N + 1)e,

其中 d·e是取整符号。选择参数 N, γ, T 并令

L = dT ×me, h =
2π

L
, ti = ih, i = 0, 1, . . . ,m− 1. (3.2)



Local Fourier Extension Method 5

然后我们得到方程 (2.7)的离散形式：

FT
γ,NcN,k = gk, (3.3)

其中 (
FT
γ,N

)
i,`

=
1√
L
φ`(ti), (gk)i =

1√
L
gk(ti) =

1√
L
fk(xki). (3.4)

FT,p
γ,N 的 SVD可以表示为

FT
γ,N =

2N+1∑
j=1

ujσjvT
j , (3.5)

其中 σj 是 FT
γ,N 的奇异值，满足

σ1 ≥ . . . ≥ σ2N+1 ≥ 0,

而 ui和 vi分别是 FT
γ,N 的左、右奇异向量。

现在，(3.3)的 TSVD解可以表示为

cεN,k =
∑
σj>ε

〈gk,uj〉
σj

vj (3.6)

我们得到 Qε
Ngk 的离散逼近：

Qε
Ngk = FT

γ,NcεN,k. (3.7)

3.2. 关键参数的数值测试. 通过简单的分析，我们可以初步看到各种参数对
算法性能的影响：参数 m控制子区域扩展期间的计算复杂度，而参数 K 控制函
数 gk(t)的频率特性，从而决定 N 的大小。产品 Tγ 决定了区间 [0, 2π]上的离散
步长，这关键性地影响了算法收敛。此外，产品Km集体决定了操作域 [a, b]中的
总节点数。接下来，我们将通过有针对性的数值实验系统地考察这些参数关系。
我们取 a = −1, b = 1并研究具有均匀分布分割点 ak 的配置。具体来说，令

M = K(m− 1), h = 2
M
,，节点坐标构造如下：

xki = −1 + (k − 1)(m− 1)h+ ih, k = 1, 2, . . . ,K, i = 0, 1, . . . ,m− 1.

对于数值测试，我们采用振荡测试函数：

f(x) = eiπωx.

我们首先量化参数 T 与其他参数之间的相互作用。在整个实验过程中，近似误差
被计算为在更精细的评估网格（比构造网格更密集的 10×）上的最大点间误差，正
则化参数固定为 ε = 1e− 14。
如图 3.1所示，当参数 T 位于特定区间 [T1, T2]内时，所提出的方法仅能达到

机器精度。下界 T1 完全由参数 γ 决定，而上界 T2 则依赖于多个参数：ω、N 和
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(a) γ = 2, K = 20, N = 20 (b) ω = 20, K = 20, N = 20

(c) ω = 20, γ = 2, N = 20 (d) ω = 40, γ = 2,K = 20

图 3.1. 近似误差 对于 不同值的 T，ω，γ，N 和K。

K。这种行为源于基本关系 Tγ，它决定了区间 [0, 2π]内的离散步长，从而影响离
散矩阵 FT

γ,N 对算子 FN 的逼近，并最终决定每个子区间的收敛特性。图 3.1(b)清
楚地说明了 T1和 γ之间的反比关系，显示随着 γ的增加，T1的值减少。此外，如
方程 (2.15)所示，在子区间上对 gk(t)的有效近似需要满足以下条件：

N ≥ ωT

K
. (3.8)

这种关系给出了上限估计值：
T2 ≤

KN

ω
, (3.9)

这与图中呈现的数值结果一致。这些结果也反映了我们预期使用固定N 值进行计
算的可能性。具体来说，对于高频函数，在常数N 下，可以通过战略性增加参数
K 来保持公式 (3.8)的有效性。公式 (3.8)也揭示了一个关键关系：T 的扩展需要
更大的K 值，这对应着更细的区间划分。因此，我们更关心不同 γ.对应的 T1的
值。我们测试了这一点，并且结果如表 3.1所示。
我们现在建立在一般低频函数逼近中达到谱精度所需的最小参数幅度 N。我

们使用三个代表性的频率进行数值实验：ω ∈ {
√
2, e2,

√
2π}。

图 3.2揭示了两个基本的收敛特性：
1. 指数误差衰减：随着 N 的增加，近似误差超代数地减少，在达到临界阈
值 N0时实现谱精度。
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表 3.1
T1 的近似值对于各种 γ。

γ = 1 γ = 1.2 γ = 1.5 γ = 2 γ = 3 γ = 4

T1 5.6 4.5 3.9 2.3 1.6 1.2

表 3.2
N0 的近似值对于各种 T。

T = 1.1 T = 1.5 T = 2 T = 4 T = 6 T = 10 T = 15

N0 78 29 18 10 9 7 5

2. 参数依赖性：收敛阈值 N0展现了：
• 仅依赖于 T。随着 T 的增加，N0的值减少。
• 对K 的变化具有免疫力，尽管K 在频率调制中发挥作用。

3.3. 计算复杂性分析和参数确定. 根据上一节的测试结果，本文中的算法可
以使用固定的 N∆ ≥ N0 进行计算。整体算法流程可以描述如下：1. 给定分割点
ak

K
k=1，参数 T，γ，N∆和 ε。2. 形成离散矩阵 FT

γ,N∆
并对它进行 SVD分解，选

择 σj ≥ ε和相应的 uj , vj。3. 对于 k = 1, 2, . . .K,计算 c̃εN∆,k。
在此设置下，每个子区间中的节点数为 m∆ = γ(2N∆ + 1),L∆ = Tm∆ =

Tγ(2N∆ + 1)。在整个区间 [a, b]上的节点数为M = Km∆。算法的计算复杂度分
为以下部分：

• 矩阵 FT
γ,N∆

的生成及其 SVD分解，计算复杂度为

O
(
N3

∆

)
∼ O(1).

需要注意的是，由于方法中 FT
γ,N∆

是固定的，这一步的计算可以提前完成
并存储。

• 系数 cN∆,k 的计算量为

C∆ ×m∆ ×K = C∆M

其中 C∆是大于 ε的 σj 数量，我们有

C0 ≤ 2N∆ + 1.

因此，计算复杂度是
O(M).

• 获取每个子区间的扩展数据，这可以通过 IFFT实现，计算复杂度是

K ×O (L∆ log(L∆)) ∼ O (M) .
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(a) γ = 2, T = 4, K = 20 (b) γ = 4, K = 20, ω =
√
2

(c) T = 12, K = 20, ω = e (d) γ = 2, T = 4, ω = π

图 3.2. 近似误差针对N 的不同值的 ω,γ,T 和K。

结合之前的测试结果，我们实际上希望产品 TγN∆被最小化，因此我们建议
使用参数

γ = 1, T = 6, N∆ = 9 (3.10)

进行实际计算。在这种情况下

m∆ = γ × (2N∆ + 1) = 19, L∆ = T ×m∆ = 114.

4. 数值示例. 在本小节中，给出了一些数值实验来验证提出的方法。所有测
试均在配备 16 GB 内存的 Windows 10 系统上使用 MATLAB 2016b 进行计算，
处理器为 Intel(R) Core(TM)i7-8500U CPU1.80GHz。
示例 1 我们取测试函数为

f1(x) =
1

1 + 25x2
, x ∈ [−1, 1].

图 4.1(a)显示了使用分区点 ak ∈ {−1 + 2k
K
} 在十个采样点处绝对逼近误差的分

布。关键观察结果显示：在K = 4，边界相邻区域的误差接近机器精度{向内部区
域逐渐降低准确性}。这种空间模式反映了函数的频率特性：f1(x)在靠近边界的
地方表现出更平滑的行为，而与内部区域的高频相比则不然。将分区密度加倍至
K = 8使两个中心子区间保持在机器精度阈值之上，而 K = 12使得所有子区间
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(a) ak ∈ {−1 + 2k
K

} (b) ak ∈ {0,±0.2,±0.5,±1}

图 4.1. 绝对逼近误差的分布。

的误差接近机器精度。这一进展表明，通过预先了解函数振荡频率来战略性定位
分区点可以实现稀疏离散化下的机器级别精度。支持证据出现在图 4.1(b)中，比
较非均匀分区 ak ∈ {0,±0.2,±0.5,±1}的误差。虽然可以采用自适应采样技术进
一步优化分区位置，但此类扩展超出了我们当前的研究范围。

示例 2 接下来，我们取测试函数为

f2(x) = cos(200x2), f3(x) = Ai(−66−70x), f4(x) = esin(65.5πx−27π)−cos(20.6πx).

其中 Ai(·)表示 Airy函数。图 4.2(a)–4.2(c)显示了这些函数的图像，揭示了它们
显著的高频振荡行为。图 4.2(d)描述了当K 增加时这三个函数近似误差的变化情
况。值得注意的是，只要K 超过与函数频率相关的值，算法就可以获得接近机器
精度的近似值，展示了该方法在解析高频特征时具备近乎最优数值精度的能力。

示例 3 在众多计算问题中，采用一致的离散化尺度来近似不同的函数通常是
必不可少的。为了展示这一能力，我们保持固定的离散化级别为K = 20，并评估
以下代表性测试函数：

f5(x) = esin(2.7πx)+cos(πx), f6(x) = x2 sin(10x), f7(x) =
1

8− 7x
.

。图 4.3(a)- 图 4.3(c)展示了这些函数的图形表示，而图 4.3(d)比较了我们的方法
产生的逼近误差。结果表明，在相同的离散化参数下，所提出的方法在这些功能
不同的情况下实现了相当的逼近精度。这种一致的表现突显了我们框架在处理不
同功能性形式方面的方法灵活性，正如尽管函数特性各异但误差分布均匀所示。

5. 结论和备注. 我们以一些最终的评论结束本文。
• 方法论框架：我们提出了一种新的局部傅里叶扩展方案，通过域分割实现
分段低阶逼近。该框架建立了关键参数 T 和 γ 之间的分析关系，并附有
优化的参数选择策略。这种表述最终产生了一个具有 O(M)计算复杂度
的同时保持指数收敛率的谱近似算法。
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(a) f2(x) (b) f3(x)

(c) f4(x) (d) 近似误差

图 4.2. 函数 f2，f3，f4 及其与M 的逼近误差。

(a) f5(x) (b) f6(x)

(c) f7(x) (d) 近似误差

图 4.3. 函数 f5,f6,f7 及其近似误差分布。
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• 泛化潜力：所提出的定位方法自然扩展到多项式框架近似和其他框架系
统。未来的研究将系统地比较它们相对于我们当前框架的优缺点，特别是
关于逼近效率、稳定性阈值和计算开销。

• 方法论转移：开发的框架通过适当的算子变换展示了对更广泛问题类别的
内在适应性。为不同的计算场景建立通用实现协议将是未来研究的主要重
点，特别是在偏微分方程求解和高维逼近任务中。
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