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节点表面半金属-超导体结中在有或无光照情况下的传输
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我们研究了通过 s-波超导（SC）结的量子隧穿现象，其中涉及一个拓扑荷节点面半金属（NSSM），
非对称性迫使节点面粘附于布里渊区边界。由于其二维能带交叉附近的独特色散关系，NSSM中的载
流子在 SC结界面处展示出安德烈反射以及正常反射的有趣行为，这种行为适用于亚间隙和超间隙能
量。我们研究了不同入射方向上的这些行为。此外，我们也考虑了通过圆偏振光和线性偏振光照辐射
对这类系统的影响，并探测传输参数的脉冲时间演化过程。特别地，在高频率照射极限下，我们采用
了一个 Floquet方法并见证了许多不寻常的安德烈传输行为展现出来。

I. 介绍

拓扑稳健性 [1] 看起来是凝聚态物理界长期以来
追求的圣杯，只要无序无关的电荷传输这一甘露仍然
受到追捧。这激励着物理学家和工程师不断寻找不同
的手段或非平凡能带交叉或避免交叉的不同性质，在
各种材料中尝试发现可能呈现此类奇异现象的材料候
选者。按时间顺序，这类交叉最初在动量空间内的零
维（e.g.,石墨烯、外尔半金属）[2, 3]和一维（节点线
半金属）[4]被观察到，但最近也报道了二维能带交叉，
这鼓励了对节点表面 (NS)和节点表面半金属 (NSSM)
的彻底研究。

一个具有线性色散关系的二维（2D）带交叉构成
了我们所说的节点面 [5–7]。它们常常带有由对称性保
护拓扑荷所标志的非平凡相位 [8–10]。在这方面，非常
重要的是一非镶嵌对称性 [11, 12]（点群对称性和半晶
格平移的组合），因为与时间反演对称性T 结合，可以
在三维布里渊区 [5, 11]的二维边界（例如，kz = π）上
导致两重简并。这些带交叉在局部和全局上都具有拓
扑稳健性 [13]。
本文致力于超导体与这类奇异的 NSSM系统之间

的连接以及通过它的量子输运。通常，电荷通过 s波
超导体-正常金属 (SN) 结的输运特征在于安德烈夫反
射 [14](AR)，其中空穴主要从界面反射回正常金属一
侧，对于亚间隙入射能量：E < ∆，其中 ∆ 是超导
配对势。尽管通常的带内电子-空穴转换导致反向 AR
（RAR），但类似狄拉克的能谱为隧穿传输现象增添了
重要的因素，因为在基于石墨烯的 SN结 [15]中以及在
涉及狄拉克材料如硅烯 [16]、MoS2[17] 或磷烯 [18]等
其他结中，在低能下预测了带间镜面 AR（SAR）。在

这方面，具有拓扑半金属的超导结也很相关。相对定
向的点节点在Weyl半金属（WSM）中相对于载流子
入射流产生 s波超导结中的各向异性安德烈耶夫电导
[19]，而在节线半金属（NLSM）中，可以观察到双重安
德烈耶夫反射 [20]。具有 NSSM的超导结的传输特性
尚未得到充分研究。我们试图在本工作中探索这一问
题。类似于WSM或 NLSM，在这里节点表面与超导
体界面的不同相对定向也会导致不同的安德烈耶夫传
输特征。然而，在这项工作中，我们将研究仅限于 NS
垂直于结界面的情况。
光照到 NSSM 上会带来载流子调制的动力学变

化。通过间歇性观测，可以在辐射场周期性的跳跃中构
建一个有效的稳态佛罗凯哈密顿量 [21, 22] 来描述在
场的周期性变化下的动力学行为。这种佛罗凯展开可
以揭示出依赖于辐射偏振方向 [23] 的有趣动态特性，
因此这样的光照作用在一个包含 NSSM 的超导结上，
会导致透射率和反射率出现有趣的修改，这些可以在
佛罗凯空间中进行检验。
在这份报告中，我们在第二节讨论了一个带有拓

扑荷 NSSM 的超导结中的量子传输。后来在第三节，
我们考虑了对该系统的光照，并使用 Floquet-Magnus
分析 [21]来研究它们的动力学行为，包括圆形（第 IIIA
节）和线性（第 IIIB节）偏振的情况。最后，在第四
节中，我们总结了我们的结果并简要介绍了我们工作
的进一步范围。

II. 一个NSSM-SC连接点

如上所述，这里我们描述了通过一种具有近邻诱
导的 s-波超导体连接的 NSSM 材料的散射过程和电
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导。我们认为节点表面垂直于界面，并相应地讨论了
该形式主义。特别地，我们将 NSSM和 SC分别位于
区域 x < 0和 x > 0中，NSSM-SC界面位于 x = 0处。
考虑一个在正常侧消失的阶跃电位V (x) = VsΘ(x)。在
所考虑的 NSSM中，NS是由非对称性引起的，在 BZ
边界通常出现 NS。在这种情况下，NS 由 kz = π 平

面表示。关于平面上的点 k0 = (0, 0, π)，我们可以将
NSSM 在 k = k0 + q 处写成连续模型 H = H(q) =

Aqz(qxσx + qyσy) +Bqzσz。这里为了简单起见，我们
考虑 A = B = 1[10]。
该问题的 Bogoliubov-de-Gennes (BdG)哈密顿量

由以下给出

(
H + V (x)− µ ∆(x)

∆∗(x) µ−H − V (x)

)
=


V (x) + qz − µ qxqz − iqyqz ∆(x) 0

qxqz + iqyqz V (x)− qz − µ 0 ∆(x)

∆∗(x) 0 µ− qz − V (x) −(qxqz − iqyqz)

0 ∆∗(x) −(qxqz + iqyqz) µ+ qz − V (x)



其中 ∆(x) = ∆Θ(x)表示超导体的配对势。

在正常一侧（x < 0），通过求解 BdG 方程得到
的 NSSM 的类电子准粒子 (ELQ) 和类空穴准粒子
(HLQ) 的准粒子色散为

E±
e = ±qz

√
1 + q2ρ − µ, E±

h = ±qz
√
1 + q2ρ + µ

(1)

其中 µ是化学势且 q2ρ = q2x + q2y。我们考虑沿着 x方向
的电子输运。以导带 E+

e 为例，当入射能量 E 和波矢
qy 及 qz 给定时，方程 E+

e (qx, qy, qz) = E 的 qx只有两
个解，即 qex和-qex。这里，qex和 -qex状态分别沿 +x和
−x方向传播，可以视为入射波和反射波对。因此，在
这种情况下，只有一个正常的反射过程（还有一个来
自空带解的安德烈夫反射，与在 NLSM-SC 结中观察
到的双重反射不同 [20]。假设入射 ELQ来自导带E+

e 。
它们将在带E+

e 上镜面反射为 ELQs，并在导带E−
h 上

作为 HLQs 返回安德烈夫反射，如果 E < µ；或者如
果 E > µ，在价带 E+

e 上镜面安德烈夫反射为 HLQs。
在这方面，散射过程与石墨烯-SC 结构 [15, 24, 25]中
的相同。

因此，对于一个具有波矢量 qex 和能量 E 并满足
µ > E 的入射电子，其波函数可以表示为

ψN (x < 0) = ψe+
N + rψe−

N + rAψ
h−
N =

eiq
e+
x x√

Re[χ11]


1

χ11

0

0



+ r
e−iqe+x x√
Re[χ12]


1

−χ12

0

0

+ rA
e−iqh−

x x√
Re[χ22]


0

0

1

χ22


(2)

其中

χ11 = χ0
11e

iθe =

√
(E + µ)− qz
(E + µ) + qz

eiθe , χ12 = χ11e
−2iθe ,

χ22 = χ0
22e

iθA =

√
(E − µ) + qz
(E − µ)− qz

eiθA . (3)

θe 是电子在 xy 平面中的入射角度，r 和 rA 分别是法
线和安德烈反射系数。三项的分母确保了入射波函数、
反射波函数以及安德烈反射波函数 [15]的电流密度相
同。安德烈反射光线以角度 θA（在 xy平面中）逆反射
回，遵循关系 qeρSinθe = qhρSinθA[26] 。
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另一方面，对于 µ < E 我们得到

ψN (x < 0) =
eiq

e+
x x√

Re[χ11]


1

χ11

0

0

+

r
e−iqe+x x√
Re[χ12]


1

−χ12

0

0

+ rA
eiq

h+
x x√

Re[χ21]


0

0

1

χ21

 (4)

与 χ21 = χ22e
−2iθA .

现在求解超导侧的 BdG方程，我们得到本征值为

E±
e = ±

√
∆2 + (µ− Vs − qz

√
1 + q2ρ)

2

E±
h = ±

√
∆2 + (µ− Vs + qz

√
1 + q2ρ)

2. (5)

注意在亚间隙情况下当E < ∆时，qρ变成虚数使得模
式衰减（i.e.，非传播）正如预期的那样。电子和空穴
类的本征态出现为

ψ+
e =


u

uη1

v

vη1

 , ψ−
h =


v

−vη2
u

−uη2

 (6)

这导致波函数一般形式为

ψs(x > 0) = aψe+
s + bψh−

s

= a


u

uη1

v

vη1

 eip
+
x x + b


v

−vη2
u

−uη2

 e−ip−
x x

(7)

其中 p
+(−)
x =

√
[p+(−)]2 − q2z cos θe(h)s 与

p± =

√
((µ− Vs)±

√
E2 −∆2)2 − q2z + q4z

qz
,

u(v) =

√
1

2
(1 + (−)

√
E2 −∆2

E
) and

η1(2) =

√
(µ− Vs) + (−)

√
E2 −∆2 − qz

(µ− Vs) + (−)
√
E2 −∆2 + qz

eiθ
e
s(−iθh

s ).

(8)
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图 1. 正常和安德烈反射率对于E =（a,e）0.5∆和（b,f）1.5∆

及 θe =（c,g）π/8和（d,h）π/5与 Vs = 30∆和 µ =（a-d）
100∆和（e-h）0.02∆。

最后在边界处用 ψN (x = 0−) = ψ(x = 0+)匹配
波函数，我们求解四个未知数 r, rA, a和 b。

典型的正常反射率Rn = r2和安德烈反射率Ra =

r2A曲线如图 1所示，对应于入射电子的不同方向和能
量（亚间隙和超间隙）。请注意，对于正入射情况，Ra =

1仅在具有 E < ∆的亚间隙情况下出现，而在超间隙
区域，Ra随着 E 的增加而减少。

对于 µ >> ∆，在亚间隙情况下，当 θe 从 0逐渐
增加时，Ra 稳步下降到零。然而对于 E > ∆，这种
持续下降的趋势在 Ra 处突然回升，一直持续到 θe ∼
π/4，并在 Ra 达到峰值 θe ∼ π/3 后，逐渐降至零于
θe ∼ θc = sin−1[ q

h
N

qeN
]。

对于 µ << ∆，Ra 随着 θe 的减少保持其单调性。
有趣的是，Rn 和 Ra 的行为在 E ∼ qz ± µ附近发生
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图 2. 隧道电导率G/G0对于 qz = 0.1。我们考虑（a）µ = 100∆

和（b）Vs/∆ =30对于不同的 VS 和 µ值分别。

逆转。对于更高的能量，E的增加会导致Ra单调递减
直到 E = ∆。超过这一点后，由于电阻损耗，它显示
出更急剧的衰减。反射概率作为角度 θe的对称函数表
现，只要 χ0

11和 χ0
22是实数（参见方程 3）。图 1(a)显示

了当 E=0.5和 µ = 100∆时安德烈反射 Ra = 1与正
常反射 Rn = 0对于 θe = 0的情况。当我们增大入射
角 θe从 0到 π/2时，安德烈反射逐渐减小而正常反射
增强。在 θe = π/4，Rn和Ra都等于 0.5。随着E > ∆

（如图 1(b)中的 E = 1.5所示），Ra即使在沿 xy平面
的正常入射下，其最大限制单位也会减少，这一数值随
着 θe的增加而进一步减小。对于一个小的 µ = −.02∆
（见图 1(e)），我们看到安德烈夫反射在Ra = 1处达到
最大值，而正常反射为 Rn = 0当 E = 0.5。当增加入
射角 θe从 0到 π/2，AR逐渐减小，正常反射增大。在
特定角度 θe ∼ π/3处，安德烈夫反射和正常反射都等
于 0.5。在超间隙区域（图 1(f)中的 E = 1.5），超导体
一侧的准粒子输运导致在整个几乎 θe : (0, π/2)范围
内出现 Ra +Rn < 1。

我们还可以使用 Blonder-Tinkham-Klapwijk 公
式 [15] 来评估固定 qz 的 NSSM-SC 结合的微分隧道
电导，如下所示：

G/G0 =

∫ π/2

0

(1 +Ra −Rn) cos θedθe. (9)

其中G0表示 NSSM[23]的弹道电导。在图 2 中，我们
展示了电导对 E 的依赖性。首先考虑大 µ的情况，并

检查图中的结果。2(a).Vs = 0表示在 E = 0处不存在
正常反射。从那里可以看出，在亚间隙情况下 E 的增
加只会导致Ra减少，因为超导侧形成库珀对的机会随
着 (∆− E) 变小而减少。这表现为 G/G0 慢慢减少直
到 E = ∆。然而，在 E = 0，Vs从零开始增加，导致
Rn 增加，从而减少了 G/G0。随着 E 增加，Ra (Rn)

开始增加（减少），导致G/G0增加直到 E = ∆。对于
E > ∆，准粒子状态在超导侧变得可用，并且 G显示
出电阻衰减与 E 在那些极限下的关系。

接下来我们减小 µ，如图 2(b)所示。差值 µ−VS在
电导中扮演着重要角色，这可以从色散关系公式 Eq.5
中理解。µ的减少（从而导致 µ− VS 减少）使得在固
定 qz = 0.1条件下的 SC 谱的有效间隙减小，进而减
少了 Ra，最终降低了次间隙电导率直到 µ = VS。对
于 µ ∼ Vs，有效 SC 间隙变得非常小，因此表现出完
全不同的特征，其中 G在 E ∼ 0时变得更小，然后在
E = ∆达到最大值。随着 µ的进一步减小，亚间隙电
导开始再次增加。然而，当E < qz变为 qρ虚数时，不
能期望有任何电导率。

III. 辐射存在情况下的隧道效应

参考 [10]展示了通过用不同极化的辐射照射一个
非简谐单级分子（如这里考虑的）可以获得不同的Flo-
quet哈密顿量（HF ’）。这种与超导体连接的情况可以提
供许多有趣的输运特性，我们现在将要探索这些特性。

A. 圆偏振的 Floquet系统

如果我们考虑角频率为 ω 的圆偏振光，我们得到
一个由 HF = qz(qxσx + qyσy) + qzσz + (eE0qz)

2

h̄3ω3 σz =

qxqzσx + qyqzσy + qz(1 + q1qz)σz 给出的 HF，其中包
含 q1 = q30 = 1

h̄3ω3 和 (eE0)
2 = 1

将这个代入沿 x方向传输的 BdG 方程中，得到 ELQ
和 HLQ 的准粒子色散关系为

E±
e = ±qz

√
(1 + q1qz)2 + q2ρ − µ

E±
h = ±qz

√
(1 + q1qz)2 + q2ρ + µ (10)

再次假设一个波矢为 qex 从 −x̂ 方向注入 NSSM 中的
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图 3. 正常反射率和安德烈反射率对于 E =（a,c,e,g）0.5∆

和（b,d,f,h）1.5∆带有 Vs = 30∆和 µ =（a-f）100∆和（g-h）
0.02∆。我们分别考虑 q0 = 18(a,b)，19(c,d)，20(e,f)和 3(g,h)。

ELQ，则 µ > E 和 µ < E 的波函数可以表示为等式。
2 和分别由修改给定的 4

χ11 =

√
(E + µ)− qz(1 + q1qz)

(E + µ) + qz(1 + q1qz)
eiθe , χ12 = χ11e

−2iθe

χ22 =

√
(E − µ) + qz(1 + q1qz)

(E − µ)− qz(1 + q1qz)
eiθA , χ21 = χ22e

−2iθA .

(11)

θA 的值再次通过关系 qeρsinθe = qhρsinθA[26] 计算得
出。
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0.5
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1.5
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G
/G

0

0 0.5 1 1.5 2

E/∆
0
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1

1.5

2

q
0
 = 19 q

0
 = 20

（a） (b)

图 4. 隧道电导率G/G0对于 qz = 0.1。我们分别考虑 q0 =（a）
19和（b）20对于 µ = 100∆和 VS = 30∆。

然后我们看 SC侧，ELQ和 HLQ的色散分别为

E±
e = ±

√
∆2 + ((µ− Vs)− qz

√
(1 + q1qz)2 + q2ρ)

2

E±
h = ±

√
∆2 + ((µ− Vs) + qz

√
(1 + q1qz)2 + q2ρ)

2

(12)

波函数再次由方程 7给出，

η1 =

√
(µ− Vs) +

√
E2 −∆2 − qz(1 + q1qz)

(µ− Vs) +
√
E2 −∆2 + qz(1 + q1qz)

eiθ
e
s

(13)

η2 =

√
(µ− Vs)−

√
E2 −∆2 − qz(1 + q1qz)

(µ− Vs)−
√
E2 −∆2 + qz(1 + q1qz)

e−iθh
s

(14)

以及在边界处的波函数匹配导致了反射系数 (r) 和安
德烈夫反射系数 (rA)。

图 3显示了不同 q0值的反射率角变化。在 µ >> ∆

的极限下，对于小值的 q0(=
1
h̄ω

)直到 0 < q0 . 17，有
无辐照的所有变化都相似。但较大的 q0可以表现出不
同的行为（如图所示）。3)其中对于较小的 θe，亚间隙
安德烈反射从其最大的单位值减少，有趣的是超间隙
安德烈反射首先显示出下降（从 q0 = 18到 19）然后增
加（从 q0 = 19到 20），最终表明没有准粒子传输（因为
Rn+Ra = 1）在 SC 一侧。关于 θe的不对称性在超间
隙情况下也变得明显（参见图 3(f)）。即使在 µ << ∆
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亚间隙 Andreev 反射率由于辐射而降低（从 θe = 0的
单位值开始）的极限情况下也是如此。

在图 4中，我们展示了我们的辐照系统在 µ = 100

和 Vs = 30下的两个典型隧道电导曲线。由于亚间隙
安德烈反射的大幅减少，我们可以看到在 q0 = 19的情
况下，G对于 E < ∆变得非常小，在 q0 = 20的情况
下几乎消失。此外，在超间隙区中，G的电阻衰减相比
q0 = 19对于 q0 = 20来说变得更快。

B. 线性偏振的 Floquet系统

在直线偏振辐照的情况下，Floquet哈密顿量可以
变为 [10]

H = qxqzσx + qy(qz − q2q
3
z)σy + qz(q2qz − q3z)σz

= qxqzσx + qyqz(1− q2q
2
z)σy + qz(1− q2q

2
z)σz

(15)

其中 q2 = q40/2 = 1
2(h̄ω)4

当 (eE0)
2 = 1。

电子和空穴在 NSSM中的准粒子色散如下：

E±
e = ±qz

√
q2x + (1 + q2y)(1− q2q2z)

2 − µ

E±
h = ±qz

√
q2x + (1 + q2y)(1− q2q2z)

2 + µ (16)

为了简化，我们考虑 qy = 0并仅保持在 x−z平面
的传输。假设有一个波矢为 qex的电子注入到结点，波
函数可以再次通过修改参数获得。

χ11 =

√
(E + µ)− qz(1− q2q2z)

(E + µ) + qz(1− q2q2z)
, χ12 = χ11,

χ22 =

√
(E − µ) + qz(1− q2q2z)

(E − µ)− qz(1− q2q2z)
, χ21 = χ22. (17)

超导侧的 ELQ和 HLQ的分散关系看起来像

E±
e = ±

√
∆2 + ((µ− Vs)− qz

√
q2x + (1 + q2y)(1− q2q2z)

2)2

E±
h = ±

√
∆2 + ((µ− Vs) + qz

√
q2x + (1 + q2y)(1− q2q2z)

2)2

(18)

我们再次为了简单起见考虑 qy = 0。波函数是通过修
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图 5. 正常反射率和安德烈反射率分别为 q0 =（a）8，（b）10
和（c）12 对应于 Vs = 30∆和 µ = 100∆和 qz = 0.1和 0.2。

改参数获得的。

η1 =

√
(µ− Vs) +

√
E2 −∆2 − qz(1− q2q2z)

(µ− Vs) +
√
E2 −∆2 + qz(1− q2q2z)

(19)

η2 =

√
(µ− Vs)−

√
E2 −∆2 − qz(1− q2q2z)

(µ− Vs)−
√
E2 −∆2 + qz(1− q2q2z)

(20)

波函数在边界处的匹配给出了反射系数（r）和安
德烈夫反射系数 (rA)。

在这种情况下，对于 µ > E 所有图的变化在有无
辐照的情况下都是相同的，当 q0(=

1
h̄ω

)的值较小时，
对于 0 < q0 < 2也是如此。

在图 5中，反射概率作为入射能量的函数被绘出，
不同的线偏振参数 q0 = 8、q0 = 10 和 q0 = 12 对应
于两个不同的 qz 值，并且 µ = 100、Vs = 30保持恒
定。对于 qz = 0.1，在小入射能量 (E) 下，正常反射
率保持为零。安德烈夫反射率在亚间隙情况下维持为
一，并且在 E > ∆的情况下逐渐衰减。但对于更高值
的 qz = 0.2，Rn和 Ra在 0 < E < ∆下不是常数。从
统一出发，Ra 的值随着 q0 在 E = 0减少，然后增加
到在 E = ∆成为 Ra = 1。超过这一点，可以注意到
Ra随着 E的增加单调衰减。正常反射率 Rn在亚间隙
情况下开始增长，当 q0增加时显示出最大值为统一的
q0 = 12。在超间隙区域，Rn 的值也随着 E 的增加而
持续增加。
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IV. 讨论与总结

我们的工作展示了量子隧穿通过 SC-NSSM 结的
电荷传输特性，包括在有光照射和无光照射的情况下
的表现。在我们的模型中，NS出现在 qz = 0处，我们
探测反射率和电导时考虑了接近节点表面的小固定值
qz。对于这里考虑的垂直于NS的结界面，我们在电荷
传输过程中发现单次 SAR或RAR（不同于在节点线半
金属 [20]中获得的双重反射）发生。RAR主导 µ >> ∆

的情况，而 SAR主导 µ << ∆的情况，这与石墨烯-SC
结中的观测行为类似 [15]。然而，由于 NSSM的不同
色散，这种情况下见证了反射率和隧穿电导的许多区
别变化。例如，我们在超带隙反射率中发现了突然的变
化，这种变化出现在大的µ和 θc > θe & π/4，以及E超
过 qz 的值时的小的 µ。我们详细描述了不同参数如入
射角 θe、入射能量E、势垒电位 VS、配对电位∆以及化
学电位 µ的变化。这些提供了调整亚带隙或超带隙电
导率的充分范围。然后我们还通过引入线性和圆偏振
辐射来考虑这些传输特性的动力学变化。这表明传输
特性甚至更为丰富多变。随着辐照参数 q0(=

1
h̄ω

)的变
化，反射概率发生了剧烈变化，甚至使亚带隙Andreev
电导率消失。相反，在超带隙区域内，正常反射率随E

增加。在正常入射条件下 θe = 0我们发现 Ra = 1对
于 E < ∆在没有光照的情况下成立，而随着照射的存
在，Ra随着 q0的增加而减少，并且即使对于 E > ∆，
Rn也增加。有趣的是，对于较大的 q0，Rn和Ra的和
不仅在亚间隙区域保持为 1，在超间隙区域（当 E 不
是非常大时）也保持为 1，这表明没有准粒子传输发生
在超导一侧。然而，安德烈夫反射仍然导致隧道电导
在超间隙区域内衰减。
报道的 NSSM 基础上的 SN 结的 Rn,Ra 和 G异

常变化可以显著增加在设计超导 LED[27]、太阳能电
池 [28]或整流器等电子设备时的调谐性。此外，还可
以探测 SC 结中的传输载体纠缠或由于辐射 [29]引起
的 Floquet 版本，用于量子计算 [30]应用。这些传输
行为的调节如果通过辐照来实施会比通过对系统进行
[31] 应变或人为打开能隙 [32] 更容易实现。另外，人
们总是可以在一个正确复制的冷原子设置中的光晶格
[33]上检查这些反射率和电导变化的影响。
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