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非互易约瑟夫森结中的内在非互易性及其非正弦电流相位关系

R.A. Hovhannisyan∗

Department of Physics, Stockholm University, AlbaNova University Center, SE-10691 Stockholm, Sweden

约瑟夫森结（JJs）具有非正弦电流-相位关系（CPRs），这引起了越来越多的关注，部分原因是拓扑
二维材料的兴趣日益增加。了解 CPR和 JJ中的不均匀性如何影响它们的响应对于准确解释实验观测
至关重要。本文报道了非正弦 CPR与 JJ中的不对称性相结合可以打破空间对称性并导致短结区域内
的约瑟夫森二极管效应（JDE）。这种非互易性被证明是与超电流最大化相关的内在机制，而不仅仅是
几何或材料不对称驱动的。进一步分析表明，JDE效率受到 CPR形状的强烈影响，但基本上不受结
不对称性的敏感影响，使得观察到的非互易性不仅是非传统 CPRs的潜在实验特征，也是探测它们特
性的可能方法。

JJs具有对外部刺激的高度非线性响应，使得在超
导电子学中出现了一系列独特的现象 [1–4]。这些器件
的一个关键特性是 CPR。虽然 CPR 最初被推导为正
弦波形 [5, 6]，但现在已普遍认为实际结点可能表现
出与这些简单形式的显著偏差 [7–29]。
具有非正弦 CPR的 JJ在均匀磁场和均匀临界电

流密度分布 Jc(x)下的性质至今已经通过实验 [19, 23,
30]和理论 [11, 31]得到了充分研究。然而，在许多实
验情况下，由于结的几何形状非均匀性 [1, 32]、量子
霍尔效应 [33, 34]、边缘态 [35]等原因，这些理想条件
无法重现。尽管以前考虑过这种情况，但据我所知，还
没有对非均匀电流密度分布对 JJ性质的影响进行实质
性分析，特别是在长结极限下。

另一个激励本研究的动力源于对基于二维材料的
超导结的日益增长的兴趣 [16–29]，这些材料通常表现
出非常规的 CPR。最近，Ref. [36]证明了非正弦电流-
相位关系 (CPR) 的不对称 SQUID 中出现二极效应。
此外，Ref. [37]报告了由于 Josephson 结中不对称临
界电流 (Jc)导致的非互易行为的实验观察。然而，二维
材料中的 JDE也可以由多种其他机制引起，包括自旋
轨道相互作用 (SOI) [38, 39]或晶体结构中固有的反演
对称性缺失 [40]。此外，外部因素如应用的磁场 [41]或
混合异质结构中的邻近效应 [42] 也可能导致非互易超
导传输的出现（更多内容请参见综述 [43] 及其参考文
献）。因此，区分不对称的 Jc 与其他机制的能力对于
正确解释观察到的非互易行为至关重要。

在这封信中，我系统地分析了非正弦 CPRs对 JJ
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临界电流 Ic(H)磁依赖性的影响。通过探索短接合区
和长接合区两种情况，我发现当关键电流密度 Jc(x)的
不对称与非正弦 CPRs结合时，在短接合区极限下会
导致非互易行为。通过一个直接的理论分析，我展示
了在这个区域中，非互易性作为临界电流最大化机制
的一个内在结果出现。进一步分析 JDE，考虑到接合
区的不对称性和CPR的形式，表明尽管最大二极管效
率 η对CPR形状高度敏感，但它可以在相对较小不对
称性的 JJ中出现，并且仅轻微受到其程度的影响。这
种灵敏度的差异可能提供了一种实用的方法，可以从
不对称 JJ的 JDE测量中提取 CPR特征。
我首先考虑短接限情况，其中约瑟夫森结的尺寸

可以被认为小于约瑟夫森穿透深度，即 L � λJ。在这
种情况下，可以忽略 JJ对磁场的屏蔽效应，由此产生
的相移可以通过以下关系表示：

ϕ =
2πdeff

Φ0

H + φ (1)

其中，Φ0 = H0deffL是磁通量子，deff 是结的有效磁
厚度，而H 是外部磁场。方程 1中的项 φ是一个积分
常数。
临界电流则表示为：

Is(H) = max
φ

 L/2∫
−L/2

Jc(x) f(ϕ, x)dx

 , (2)

其中，Jc 是临界电流密度分布，f(ϕ, x) 表示适当的
CPR，它可以取任意形式，这取决于接点的性质 [11]。
然而，为了简化问题，将忽略 CPR的空间分布。
为了进一步分析，我们重点关注了两种主要类型
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图 1. 二极管效应在一个电流密度分布不均匀且具有非平凡电流-相位关系的 JJ中。(a) 计算中使用的 CPRs：由方程 3描述的正
弦 CPR（红线）和由方程 4给出的非正弦 CPR（蓝线），对应透明度参数 D = 0.99。(b) JJ的归一化临界电流 Ic 作为外加磁场
的函数，使用图 (a)所示的 CPRs计算得出，基于对称的临界电流密度分布 Jc(x) = 1 + x2/L2。(c) 依赖于不对称临界电流密度
Jc(x) = 1+ bx/L和正弦 CPR的 Ic(H)。曲线展示了随着 b的增加，较大的节点提升，同时保持时间反演和空间对称性。(d)f(ϕ)
的空间分布对于 Ic+（实线）和 Ic−（虚线），在穿过结的磁场对应于半个磁通量子，即H/H0 = 0.5，以及 b = 0.5。(e)非正弦 CPR
如 (a) 中所示的临界电流 Ic作为磁场的函数，以及如 (c) 所示的非对称 Jc(x)。该 JJ 展现了空间对称性的破坏同时保持时间反演
对称性。(f) 对应于 (e)中 Ic(H)曲线的二极管效率，作为施加磁场的函数进行评估。虚黑曲线展示了在 (c)情况下不存在 JDE。

的 CPRs图 1（a）及其各自的分析。第一种是普通的
正弦关系：

f = sinϕ. (3)

第二个对应于狭窄 SNS型结的清洁极限 [10]：

fk =
sinϕ√

1−D sin2(ϕ/2)
, (4)

其中 D是透明度参数。

图 1(b) 展示了在透明度参数 D=0.99 的情况下，
对于正弦波 (Eq. 3)和非正弦波 (Eq. 4)的 CPRs，在
Jc(x) = 1 + x2/L2(边缘状态引起的不均匀性)对称分
布下的计算出的 Ic(H)依赖关系。可以看出，在这两
种情况下，CPR形式的影响对临界电流依赖的整体形
状几乎没有影响。在模拟过程中，我们测试了多种正
弦波和非正弦波的对称 Jc(x)和 f(ϕ)依赖关系，并且
没有观察到与之前实验结果有显著差异。此外，负方

向和正方向的临界电流在幅度上相等 Ic+ = Ic−，显示
没有 JDE的证据。

相比之下，图 1(c) 和图 1(e) 展示了数值计算的
Ic(H) 依赖关系，该依赖关系是基于临界电流密度的
不对称线性分布给出的，即 Jc(x) = 1+ bx/L（由梯度
引起的非均匀性），对于不同的倾斜参数 b值。

首先，可以观察到在两种情况下，临界电流依赖
性表现出节点提升，与对称的 Jc(x)图 1(b)相反。此
外，对于 f(x) = sinx（图 1(c)），临界电流 Ic+和 Ic−

在任何施加的磁场下保持相等，表明空间和时间反演
对称性得以保留。确实，如果任何 φ = ϕ0最大化了等
式 2，那么 ϕ0 + π就会最小化它（参见图 1(d) 的顶部
面板，在施加的磁场等于一半磁通量量子时相位的空
间分布）。

另一方面，图 1(e) 揭示了在结长度内临界电流
Ic+ 6= Ic−和相位空间分布的显著不对称性，如图 1(d)
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底部面板所示。这导致了一个效率为：

η =
Ic+ − Ic−
Ic+ + Ic−

, (5)

的 JDE，如图 1(f)所示。
为了进一步研究不对称结中非互易性的出现，我

们计算了在 Ic(H)模式的第一个最小值附近达到的最
大效率 η，作为透射率参数D（方程 4中）和不对称比
率 b的函数。图 2(a) 和 (b) 分别展示了这些计算的结
果。可以观察到，效率表现出强烈的类似指数的依赖
性于 CPR。有趣的是，与 CPR不同，最大实现的非
互易性对 Jc(x)的不对称性表现出低敏感度，在 η内显
示出阶梯状上升，并在 b < 0.05范围内有一个缓慢衰
减的尾部，随着总不对称性的增加。请注意，Jc(x)的
不对称性强烈影响了 η(H)随磁场的整体行为（参见图
1(f)）。
最后，我们使用有限长度结的正弦-戈登形式主义

～[44]计算了二极管效率依赖性，适用于两种CPR。结
果如图所示～2(c)。与短结限制相比，现在两种CPR都
表现出显著的 η，这是由于 JJ的自场效应所致，这种
现象也被称为涡旋棘轮效应～[45–48]。对于足够长的
结（L/λJ > 9），两种 CPR收敛到渐近效率 η = 55%。
然而，它们在更小的 L/λJ 处开始发散，在 L/λJ < 4

处变得明显。sin(ϕ)曲线在 η ' 40%处达到峰值，而 fk

达到显著更高的 η ' 65%。如预期的那样，正弦 CPR
的效率消失为 L → 0，而其他部分保留了 η ' 30%的
残余非互易性，这与图 2（a）和（b）一致。
因此，我们研究了具有非均匀临界电流密度 Jc(x)

和不同类型的CPR的 JJ的性质。为了理解在短接点区
域观察到的非互易性的原因，需要仔细分析方程 1- 4。
一般来说，JJ的 CPR可以写成傅里叶分量的和。

f =
∞∑

n=1

an sin (nϕ) (6)

其中 an表示每个单独傅里叶谐波的振幅。
式 2 可以在假设离散傅里叶变换 Jc(x) 为已知的

情况下解析求解，这些频率是根据外部磁场H定义的：

An =

L/2∫
−L/2

Jc(x) cos
(
2πdeff

Φ0

nHx

)
dx, (7)

Bn =

L/2∫
−L/2

Jc(x) sin
(
2πdeff

Φ0

nHx

)
dx. (8)

将式 6和 An及 Bn的表达式代入式 2，得到：

Ic(H) =
∞∑

n=1

(anAn sin (nφ) + anBn cos (nφ)) . (9)

此外，关于约瑟夫森自由相位 φ的最大化可归结为求
解一个三角方程：

∞∑
n=1

(nanAn cos (nφ)− nanBn sin (nφ)) = 0. (10)

在典型的实验中，可以忽略高阶谐波。在这种情况下，
公式 10被简化为求解一个 n阶多项式方程 [31]。
现在约瑟夫森二极管效应的出现变得明显。在对

称的 Jc（即 x的偶函数）情况下，方程 8中的被积函数
成为奇函数，因此Bn = 0。此外，由式 9给出的 Ic(φ)

是 φ 的奇函数，满足 Ic(φ) = −Ic(−φ)。因此，如果
φ = ϕ0 最大化了临界电流，则 φ = −ϕ0 最小化了它。
此外，由于被积函数具有固有的 2π周期性，公式 7中
的积分对于任何 H = kΦ0/Ldeff 都消失。因此，在这
些条件下不会发生临界电流的节点提升。
这种推理在非对称的 Jc(x) 情况下变得无效，因

为偶对称性的假设不再成立。这可能导致 Bn 具有非
零值，并因此导致非对称的 Ic(φ)。Ic(φ)中的这种不对
称性可能会引起节点提升和 JDE的出现。请注意，这
些论点对于正弦 CPR 或任何其他具有平移对称性的
CPR（即 f(ϕ) = −f(ϕ+ a)）是不成立的。
重要的是，这种非互易性的机制从根本上不同于

长接头区域的情况，因为它不涉及自场效应。这一现
象可以从以下事实中看出：与长接头不同，在短接头区
域内，Ic(H)的主要峰值出现在H = 0处，如图 1(c,e)
所示。非互易性的同时存在和自场效应的缺失可以解
释为依赖于 Ic(H)的非正弦 CPR的独特标志。
此外，由于最大二极管效率几乎与 Jc(x)的不对称

性无关，但强烈依赖于 CPR，测量 η可以作为确定约
瑟夫森结固有属性（如其透射率 D）的工具。

η 在有限长度连接近似中的显著不同行为无法简
单解释。这是由于两种机制之间更为复杂的相互作用：
自场和内在机制。然而，图 2(c)显示，在相当长的连接
极限下，自场机制超过了内在机制，而在短连接区域，
只有内在机制是活跃的。此外，在 1 < L/λJ < 4的 η

中，过渡长度的整体差异大约为 25%，这接近于两种
CPR 之间内在机制的剩余 η ' 30%，突显了这种相互
作用。
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图 2. 最大 JDE对不同接合参数的依赖性 (a) 二极管效率 η作为 CPR透明度参数D的函数（公式 4）。随着透明度的提高，观察
到 η有显著增加，这突显了CPR形式对非互易性的重要影响。(b)η作为不对称参数 b在临界电流密度分布 Jc(x) = 1+ bx/L中的
函数。尽管对于 b的小值可以看到 η的阶梯式增加，但总体上对不对称性的敏感性较弱。(c) 二极管效率 η与归一化结长度 L/λJ

的关系。在短接头区域（L/λJ � 1），非正弦 CPR由于内在机制表现出剩余的 JDE，而在长接头区域（L/λJ > 9），两种 CPR
都显示出由自场（棘轮）效应驱动的渐近二极管效率（∼55%）。过渡区（1 < L/λJ < 4）揭示了内在机制和自场机制之间的复杂
相互作用。

总之，我考察了 CPR对单个 JJ在短和有限长度
状态下的性质的影响。在短结点极限下，表明非对称
临界电流密度导致 Ic(H)明显发散，这种现象高度依
赖于 CPR，并且在非正弦 CPR的情况下表现为非互
易性。在此状态下对 JDE的理论分析及其与有限长度
结点近似的比较突出了这一效应源自内在机制，独立
于自场贡献。此外，还证明即使在具有极小不对称性
的 JJs中也能出现非互易性，揭示了 CPR对临界电流

调制的独特指纹。这些发现表明，JDE测量可以作为
探测内在 JJ参数（如 CPR）的工具。
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