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变形代数在量子物理中的应用
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Abstract

一些变形代数在量子物理中的可能应用是基于严格的方法考虑的。

Jackson积分是在配备的可分希尔伯特空间背景下表达的。Jackson积
分尽可能使用点测度在配备了的可分希尔伯特空间背景下进行表达。

在此过程中，纠正了引用参考文献的不同作者所犯的一些错误和/或
不准确之处。文章末尾的简要分析表明，在将变形代数应用于量子力

学和场论时仍然存在问题。
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1 介绍

众所周知，量子物理取得了许多成功，其概念和应用远远超越了许多

科学应用，并几乎涵盖了所有现代技术。然而，在考虑某些分支的发展时，

如场论等，仍存在大量不一致之处。本文试图阐明所谓的变形代数的数学
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结构，从而改进某些方面。历史上，矩阵力学是由海森堡（1925年）[2, 14]
发展起来的，用于从观察到的光谱线出发描述原子结构。随着数学的发展，

人们逐渐认识到海森堡引入的操作符（或矩阵）可以被视为构建某些自由代

数的基础。这使我们得以反向操作，定义不同的代数结构（称为代数），并

试图将它们应用于解决量子物理学中的一些问题。在 [8]中，定义了实正数
q 6= 1的 q-海森堡代数。一年后，Wess 在 [12]中以不同的方式定义了 q-变
形海森堡代数的对易关系。Silvestrov 和 Hellström 受到著名的 Heisenberg
正则关系 x̂p̂− p̂x̂ = I 的启发，在 [3]中介绍了另一种版本的 q-变形海森堡
代数，其中 I 表示单位算子。这个关系在量子力学的操作形式中占据着关

键位置。同一批作者还提到了这种变形背后的物理动机，它源自具有一个

自由度并遵循 Bose 统计系统的创造和湮灭算符。Wess 和 Schwenk 在量子
平面 [5, 1]的背景下提出了其他变形 [13]，目前存在所谓的量子微积分。q-
导数和 q-积分已在参考文献 [7, 4]中提出。下一章专门介绍了 q变形代数的

简要描述。在第三章中，定义了 Jackson导数，并考虑其在量子物理学中的
应用。随后是装备希尔伯特空间概念及其与新“变形”概念关系的简短介

绍。第五章考虑了相应的积分微积分，在这里可以欣赏到与基于已知传统

微积分定义的相关公式之间的相似之处和差异。由于所有物理定律都与微

分方程的存在性和唯一性定理密切相关，因此在倒数第二章中尝试将这些

定理扩展到已经引入的应变微积分。文章以关于变形代数在量子物理学中

的适用性的讨论和结论结束。

2 变形代数

根据海森堡量子力学图像，除了单位算子之外的三个位置和动量算子

构成了所谓的海森堡（传统）代数。q-形变海森堡代数或 q-海森堡代数已经
被诸如 [12, 8, 13, 3, 7]等多位作者定义并详细研究过。q-形变海森堡代数由
任意坐标之间的动量的不同投影的对易关系以及对应于同一投影的不同类

型的量的以下对易关系决定（对于 q ∈ R）：

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = if(q).

现在，如果 q ∈ {−1,+1}和 f(q) = −ih̄−1，则该定义可以明显扩展到
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广义的 q-海森伯代数的定义，如 [3]所示；如果 q ∈ C − {0}，并且 f(q) =

ih̄Dpk(q)，其中Dpk(q)是依赖于 q的任何函数，则得到在 [11]中提出的 q− h̄
海森伯代数。在最后一种情况下，使用了两个变形参数：q和 h̄，即普朗克

“常数”是一个变量。

关于谐振子，令 â, â† 为湮灭和创造算符，N 为量子数算符。q-海森堡
代数由生成元 â, â†和 N̂ 定义，并受以下关系约束 [7]：

ââ† − qâ†â = q−N̂ , [â, â†] = [â†, â†] = 0, [N̂ , â†] = â†, [N̂ , â] = −â.

为了更大的舒适性，让我们引入以下两个符号 [...]：

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
,

和“阶乘”

[n]q! = [n]q[n− 1]q · · · [1]q,

q是一个非零实数。我们可以设置 [0]q = 0并且显然可以计算出 [1]q =

1。但不幸的是，对于任何其他自然数 [n]q 6= n。上述符号使得通过替代微

分和积分运算的常见概念来表达不同类型的算子变得更容易。在下面的内

容中，考虑的算子被假定设置在适当向量空间的元素上。

3 杰克逊导数

Jackson 导数的定义如下：

D(q)
x f(x) =

f(qx)− f(q−1x)

(q − q−1)x
, (1)

其中变形参数为 q ∈ (0, 1)。上述公式关于变换 q 7→ q−1 对称。如果函

数 f(x)满足通常的可微条件，用 x +∆x替换 qx，我们可以确保新的导数

包含当 q → 1时的通常极限。该方程。(1)定义了一个“有限”的递增导数，
并且如果变形 q非常接近于 1，则是有意义的。最后这些考虑，加上下一章
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中的一些关系，将证明引入所述表达式作为 Jackson导数是合理的。立即我
们可以演示 D

(q)
x [6] 的几个性质：

D(q)
x xn = [n]qx

n−1, (2)

D(q)
x (f(x)g(x)) = D(q)

x [f(x)]g(q−1x) + f(qx)D(q)
x [g(x)] (3)

= D(q)
x [f(x)]g(qx) + f(q−1x)D(q)

x [g(x)],

D(q)
x [αf(x) + βg(x)] = αD(q)

x [f(x)] + βD(q)
x [g(x)], (4)

(α和 β 假设为常数)

[x̂, ŷ] = [ŷ, ẑ] = [ẑ, x̂] = 0, (5)

[p̂x, p̂y] = [p̂y, p̂z] = [p̂z, p̂x] = 0, (6)

和

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = ih̄. (7)

这里，一旦固定了 q，位置和动量算子被定义如下：x̂ = x，ŷ = y 和

ẑ = z；分别为 p̂x = −ih̄D(q)
x ，p̂y = −ih̄D(q)

y 和 p̂z = −ih̄D(q)
z 。符号 [..., ...]

（与 [..., ...]q 不同）是在普通量子物理中定义的当前换位子。

4 装备空间

设 Hz 是由勒贝格可积函数 (ψ ∈ C)在区间 (−∞,∞)上的等价类构成

的希尔伯特空间，(Hz ≈ L2
z)（因为所有可分离的希尔伯特空间都是同构

的），即属于的条件是对可积性的要求。∫
R
|ψ(x)|2µ(dx) <∞,

以及 (S∗ ⊂ H∗
z ,S)是其各自配备的空间。由于 S函数是连续的，在由Hz函

数创建的相应等价类中，只有一个 S 代表进入。注意，Dirac delta函数（实
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际上是泛函 δx0）可以由一个点测度 µ∗实现，该点测度在 x0处采用：

δx0(f) =

∫ ∞

−∞
f(x)µ∗(dx) = f(x0),

为 f ∈ S。这扩展到任何有限和。
之后，空间Hz是可分的，并且可以从由湮灭算子D

(q)
x 定义的真空函数

ψ0(x)开始构造一个福克基。

D(q)
x ψ0(x) = 0. (8)

创造算子的作用由 x̂来完成。事实上，让我们引入属于福克基的函数ψn(x) =
1√
[n]q !

x̂nψ0(x)（尽管归一化失去了其最初的传统的物理意义）。然后，

D(q)
x ψn(x) =

√
[n]qψn−1(x),

和

x̂ψn(x) =
√
[n+ 1]qψn+1(x),

是 n = 0或 n ∈ N。因此，对于涉及量子数（“有多少个量子”回答）的操
作符，我们有

N̂ψn(x) = x̂D(q)
x ψn(x) = [n]qψn(x). (9)

这里，我们与文献 [10]不同，在那里 [n]q 的数值被有意或无意地忽略了。

5 变形积分

在参考文献 [6]中，变形或杰克逊积分以如下方式定义：

∫ b

0

f(x)dqx = b(q−1 − q)
∞∑
n=0

q2n+1δ2n+1(f) = b(q−1 − q)
∞∑
n=0

q2n+1δ2n+1(f),

（对于第二个等式需要假设 f ∈ S，我们不同意 [10]，第 115页），即作
为一个点测度，它是一个非负数。为了使上述方程的右侧有意义而不过度

限制函数，我们将假设 |f(x)| ≤ 1（或任何 ≤ M > 0）。另外，如果 f ∈ S
我们也能够定义一个无限变形积分：
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∫ ∞

0

f(x)dqx = (q−1 − q)
∞∑
n=0

q2n+1f(q2n+1) = (q−1 − q)
∞∑
n=0

q2n+1δ2n+1(f),

使用 f 在 bq−2n+1 和发散词中的行为……建议继续与当前积分微积分

的类比；让我们假设∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx. (10)

不幸的是，从以下反例（a 和 b 足够接近，q = 1/2）：

Figure 1: 变形积分比较的示例

可以看出来在区间 [a, b]上的 f(x) > g(x)并不意味着强制性的∫ b

a

f(x)dqx >

∫ b

a

g(x)dqx.

后者指出，并非这里引入的所有积分都可以用任何点测度表示，因此，

在斯特伯格 [9]中所示的允许其唯一性稳定的积分概述不适用。
如果在∞处的反常积分定义通过自然假设 dq(−x) = −dqx被扩展到

−∞，其中 dqx可以被视为一种测度，我们得到：

∫ ∞

−∞
f(x)dqx = (q−1 − q)

(
∞∑

n=−∞

q2n+1f(−q2n+1) +
∞∑

n=−∞

q2n+1f(q2n+1)

)
,
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相信此时第一个级数的收敛是显而易见的（f ∈ S）。实际上，所有允许
的函数 f 仅在以下可数点集上有贡献：

...,−q−2n+1, ...−q−3,−q−1,−q1,−q3, ...,−q2n+1, ..., q2n+1, ..., q3, q1, q−1, q−3, ..., q−2n+1, ...,

全部属于 R。因此，我们可以陈述，我们不是在对单独的 f 函数进行积

分，而是对其等价类进行积分，这些等价类由不同的 f, g等组成，尽管它们

在刚才提到的点上是相同的。

6 积分方程

存在性和唯一性定理关于微分方程的解在物理学中起着关键作用，因为

它们允许自然法则被形式化。在作品 [7]中表明，即使特殊函数 Eq(x),Sq(x)

和 Gq(x)是已知的 Jackson 方程常微分方程的解

[
D(q)

x

]2
f(x) + af(x) = 0,

证明是通过检查完成的。但似乎不存在这样的定理，也没有一般情况

下的解算法。虽然有一些公式将杰克逊导数与其相应的杰克逊积分联系起

来，即

D(q)
x

∫ b

0

f(t)qdt = f(x),

和 ∫ b

0

D(q)
x [f(x)]qdx = f(b),

（在这里我们与 [7]不同，因为上述公式中不存在 f(0)）。正如对于原函

数一样，可以写作

∫
f(x)dx = (q−1 − q)

∞∑
n=0

q2n+1xf(q2n+1x) + const,
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问题在积分方程层面更容易解决。假设对于涉及 h(x)的方程（F (b)是

一个已知函数）。 ∫ b

0

h(x)qdx = F (b), (11)

有两个解，即 f(x)和 g(x)。将它们代入并相减，我们得到

b(q−1 − q)
∞∑
n=0

q2n+1[f(q2n+1b)− g(q2n+1b)] = 0,

对于任何允许的 q。由于序列 q3, q5, . . . 由独立的 q函数组成，我们有

f(q2n+1b) = g(q2n+1b),

对于 n = 0, 1, 2, . . .，或者换句话说，由我们定义的函数等价类 {f(x)}
是方程 (11) 的唯一解。

存在性的证明被归结为在 S 的元素中找到一类函数，其代表者将满足

方程 (11)。对方程 (11) 进行微分，并考虑到这一点，我们将面临一个类似
于格林函数理论类型的问题 [10]。

7 讨论与结论

变形代数在量子物理中的适用性不可避免地涉及到杰克逊微积分。作

为一种增量计算方法，它有其优势和劣势。我们相信首先的优势在于能够

将空间视为晶格，即通过多少个。如果定义杰克逊积分的级数可以表示为
傅里叶展开式，那么可以通过这种逆变换，在一个有限脉冲空间中工作。这

样的程序将消除许多奇异性问题，包括场论在点 0遇到的问题。另一个优
势是有可能通过变形参数 q进行调整。然而，在我们看来，将变形理论应用

于量子物理存在某些困难。至关重要的是只有交换算子能够表示同时可测

量的量。这允许构建适当的基来寻找搜索平均值。不幸的是，消失的变形

对易子并不能保证同时测量。这提出了一个疑问，即是否可行使用这种类

型的对易子进行“量子化”。另一个必须克服的障碍是，正如我们已经提到

的，调整算子 N̂（见 (8)）的解释，因为其在 [7]中的处理不正确。仅有一个
分数数量的量子与量子理论本身相矛盾。最后，我们提到我们已经设法使
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杰克逊微积分与配备好的希尔伯特空间兼容，并纠正了一些错误，例如上

述关于证明级数对负下标收敛性和基本定理类比的问题。所有这些都使得

将来能够尝试严格地将已开发的内容应用于晶格场论。
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