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等周不等式的一些类似结果

SUBASH CHANDRA BEHERA AND SHIV PARSAD

摘要. 离散等周不等式指出，在所有面积固定的 n-边形中，正 n-边形具有最小的周长。我们证明
了双曲几何中循环多边形和切圆多边形的离散等周不等式的类似结果（涉及外接圆半径或内切
圆半径），同时考虑单个多边形和多个多边形的情况。此外，我们在对它们的面积或周长有一定
限制的情况下，建立了双曲几何中多个多边形的两种版本的等周不等式。

1. 介绍

离散等周不等式表明，在所有固定面积的 n-边形中，正 n-边形具有最小的周长。这
一结果不仅在欧几里得几何中成立，在球面和双曲几何中也同样成立，其中球面情况由
László Fejes Tóth[10]建立，双曲情况由 Károly Bezdek[2]证明。关于其他相关工作，请
参见 [4, 5]。
一个多边形被称为切向的如果它的所有边都与同一个圆（其内切圆）相切。一个多

边形被称为循环的如果它的所有顶点都在同一个圆（其外接圆）上。循环多边形已经被
几位作者研究过 [6, 8]。一个循环多边形 P被称为中心的，如果它的外接圆的中心在其内
部 P。在这篇文章中，所有的循环多边形都被假定为是中心的。在整篇文章中，对于一个
循环（相应的切线）多边形 P，R(P)（相应的）。r(P))表示其外接圆半径（分别内切圆半
径），并且假设多边形的所有顶点都位于双曲平面上。受经典等周不等式的启发，我们探
讨了涉及双曲多边形内切圆半径或外接圆半径的类似不等式。我们证明了以下结果：

定理 1.1. 对于任何切线双曲 n-边形 P，Peri(P) ≥ 2n tanh−1 (tan(π/n) sinh r(P))，等号成立
当且仅当 P是正则的。

定理 1.2. 对于任何循环双曲 n-边形 P，Peri(P) ≤ 2n sinh−1 (sin(π/n) sinh R(P))，等号成立
当且仅当 P是正则的。

定理 1.1和 1.2的一个直接结果如下，这些定理建立了内切圆半径与外接圆半径之间
的关系：

推论 1.3. 对于任意双曲 n-边形 P，

r(P) ≥ sinh−1

 tan(π/n)

tan
(
2n sinh−1 (sin(π/n) sinh R(P))

)  .
定理 1.4. 对于任何切线双曲 n-边形 P，Area(P) ≥ (n − 2)π − 2n cos−1 (sin(π/n) cosh r(P))，
等号成立当且仅当 P是正则的。

定理 1.5. 对于任意循环双曲 n-边形 P，Area(P) ≥ (n − 2)π − 2n cot−1 (tan(π/n) cosh R(P))，
等号成立当且仅当 P是正则的。

接下来，我们证明涉及多边形外接圆半径或内切圆半径的等周型不等式。特别地，我
们证明了以下结果：
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定理 1.6. 令 P1, . . . , Pk 为具有给定总外接圆半径
∑k

i=1 R(Pi) = T 的循环正双曲 n-边形。然
后，

∑k
i=1 Peri(Pi) ≥ 2nk sinh−1 (sin(π/n) sinh(T/k))，等号成立当且仅当所有 Pi 都与一个外

接圆半径为 T/k的正 n边形全等。

定理 1.7. 设 P1, . . . , Pk 为具有给定总内切圆半径
∑k

i=1 r(Pi) = T 的相切双曲 n-边形。则∑k
i=1 Peri(Pi) ≥ 2nk tanh−1 (tan(π/n) sinh(T/k)), 等号成立当且仅当所有 Pi 均与内切圆半径
为 T/k的正 n边形等距。

定理 1.8. 令 P1, . . . , Pk 为具有给定总外接圆半径
∑k

i=1 R(Pi) = T 的循环双曲 n边形。那么∑k
i=1 Area(Pi) ≥ k(n− 2)π− 2nk cot−1 (tan(π/n) cosh(T/k))，当且仅当所有 Pi都与外接圆半径
为 T/k的正 n边形等距时取等号。

定理 1.9. 令 P1, . . . , Pk 为具有给定总内切圆半径
∑k

i=1 r(Pi) = T 的相切双曲 n-边形。则∑k
i=1 Area(Pi) ≥ k(n − 2)π − 2nk cos−1 (sin(π/n) cosh(T/k))成立，当且仅当所有 Pi 都与内半
径为 T/k的正 n边形等距。

受 Sanki和Vadnere[9]工作的启发，我们证明了在固定总面积或固定总周长条件下带
有某些约束的多个多边形的等周不等式。特别地，我们证明了以下结果：

定理 1.10. 设P1, . . . , Pk为具有固定总面积的双曲 n-边形，
∑k

i=1 Area(Pi) = T，满足Area(Pi) >
(n − 2)π − 2n sin−1

(√
1 − sin(π/n)

)
对于 i = 1, . . . , k。然后，我们有

k∑
i=1

Peri(Pi) ≥ 2nk cosh−1
(

cos(π/n)
sin ((n − 2)π − T/k) /2n

)
,

等号成立当且仅当所有 Pi 均与面积为 T/k的正多边形等距。

定理 1.11. 令 P1, . . . , Pk为具有固定总周长
∑k

i=1 Peri(Pi) = T的双曲 n边形，满足 Peri(Pi) >
2n cosh−1 √1 + sin(π/n)对于 i = 1, . . . , k。然后，我们有

k∑
i=1

Area(Pi) ≤ k(n − 2)π − 2nk sin−1
(

cos(π/n)
cos(T/(2nk))

)
,

等号成立当且仅当所有 Pi 都与周长为 T/k的正多边形全等。

证明定理 1.10的动机是找到均匀填充系统 [7]的最小长度。主要思想是将每个问题
转化为一个带约束的目标函数的优化问题。为了求解这个优化问题，我们利用了引理 3.1
和双曲三角学。在这一类问题中，证明极值的存在性是一个困难的任务。使用引理 3.1的
独特之处在于它保证了其适用时极值的存在性和唯一性。

2. 预备知识

本节中，我们介绍了直角双曲三角形的双曲三角学公式，并包含了面积和周长的表
达式，这对证明我们在第 4节的主要结果是必不可少的。

引理 2.1. [3]令 ABC为一个双曲三角形，其边长为 a, b, c，其中长度为 a的边与角度 A相
对，并且在 A处有一个直角（参见图 1）。然后，以下关系成立：
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图 1.

(i) cosh a = cosh b cosh c,
(二) cosh a = cot B cot C,
(iii) sinh b = sin B sinh a,
(四) sinh c = cot B tanh b,

(v) cos C = cosh c sin B,
(六) cos B = tanh c coth a.

命题 2.2. 令P为一个内角为 θ的正双曲 n-边形。P的周长由以下给出Peri(P) = 2n cosh−1
(

cos(π/n)
sin(θ/2)

)
.

图 2. 一个正双曲 n-边形的三角部分。

证明. 令 B为多边形 P的外心，且 P的每条边的长度为 2`。B在任意一边上的垂足平分
该边及在 B处的角度（见图 2）。
由引理 2.1，我们有 `

2 = cosh−1
(

cos(π/n)
sin(θ/2)

)
.因此，P的周长是Peri(P) = n` = 2n cosh−1

(
cos(π/n)
sin(θ/2)

)
.

�

定理 2.3 (高斯-博内定理). 双曲 n 边形 P 的内角为 θ1, . . . , θn 的面积由以下公式给出：
Area(P) = (n − 2)π − (θ1 + · · · + θn)。

证明. 见 [1] �

3. 一个凸性引理

以下引理在本文中被反复用于证明各种优化结果。

引理 3.1. 令 f 是在开区间 I 上定义的凸且二阶可微函数。定义函数 F : Ik → R 为
F(x1, x2, . . . , xk) = f (x1) + f (x2) + · · · + f (xk),其中 x1, x2, . . . , xk ∈ I。考虑以下优化问题：

Minimize F(x1, x2, . . . , xk) subject to the constraint x1 + x2 + · · · + xk = c,

其中 c ∈ R是一个常数，使得 c
k ∈ I。全局最小值在该点达到

(
c
k , . . . ,

c
k

)
.
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证明. 由于 f 是凸的，我们有 f ′′(x) ≥ 0对所有 x ∈ I 成立。
令 (a1, . . . , ak) ∈ Ik，并令 ai =

c
k + hi对于某个 hi而言，对于 1 ≤ i ≤ k。使用泰勒定理，

对于每个 i，存在 ci，使得

F (a1, . . . , ak) = F
(c
k
+ h1, . . . ,

c
k
+ hk

)
=

k∑
i=1

f
(c
k
+ hi

)
=

k∑
i=1

[
f
(c
k

)
+ hi f ′

(c
k

)
+

h2
i f ′′(ci)

2

]
.

由于 f ′′(x) ≥ 0，二次项是非负的，所以

F
(c
k
+ h1, . . . ,

c
k
+ hk

)
≥

k∑
i=1

[
f
(c
k

)
+ hi f ′

(c
k

)]
.

给定约束条件 a1 + · · · + ak = c，我们有

k∑
i=1

(c
k
+ hi

)
= c.

这简化为

c +
k∑

i=1

hi = c =⇒
k∑

i=1

hi = 0.

因此，

F (a1, . . . , ak) ≥
k∑

i=1

f
(c
k

)
= F

(c
k
, . . . ,

c
k

)
.

所以，F 在
(

c
k , . . . ,

c
k

)
处取得全局最小值。

�

推论 3.2. 如果 f 是凹的，则 F 在
(

c
k , . . . ,

c
k

)
处具有全局最大值。

4. 主要结果的证明

在本节中，我们证明定理 1.1–1.11。我们描述图 3，我们在证明中反复使用它。考虑
一个 n边的切线多边形 P，其内切圆半径为 c（见图 3(a)）。设 θ为内切圆心 B处由两个
连续切点的半径形成的角。设 b为从这些切点到相邻切线相遇顶点处的切线段长度。设 φ
为多边形 P在该顶点处的内角。请注意，从内切圆心到两个切线相交顶点的线段平分角
θ和 φ。
现在，考虑一个 n边的循环双曲多边形，其外接圆半径为 a（见图 3(b)）。设 θ为外

心 B处的角度，由连接一条长度为 2c的边两端点的半径形成。从 B表示的垂线是投射到
多边形对应边上的垂直投影，平分角度 θ和该边。设 φ是多边形的一边与内切圆半径之
间的夹角。
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(a) 切线多边形 (b) 循环多边形

图 3. 切线和循环多边形

4.1. 等周型不等式对于循环或多边形相切的情形. 在本小节中，我们证明定理 1.1– 1.5

定理的证明 1.1. 令 P为图 3(a)中所述的多边形，具有 θ = θi 和 c = r。
由引理 2.1，我们有

tan(θi/2) =
tanh b
sinh r

.

=⇒ b(θi) = tanh−1(sinh r tan(θi/2)).

微分得，

b′(θi) =
sinh r

2
·

sec2(θi/2)
1 − sinh2 r tan2(θi/2)

.

=⇒ b′′(θi) =
sinh r

2
·

sec2(θi/2) tan(θi/2)(1 + sinh2 r)
(1 − sinh2 r tan2(θi/2))2

> 0, for 0 < θi < π.

因此，b是 θi 的凸函数。由引理 3.1可知，在约束条件

n∑
i=1

θi = 2π

下，当所有角度 θi 相等时，即 θi = 2π/n，周长

n∑
i=1

2nb(θi)

达到最小。这意味着多边形的所有边和角度都相等，因此它是正多边形。由此可知，

Peri(P) ≥ 2n tanh−1 (tan(π/n) sinh r) .

�
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定理的证明 1.2. 令 P为如图 3(b)所描述的多边形，其中包含 θ = θi 和 a = R。
由引理 2.1，我们有：

sin(θi/2) =
sinh b
sinh R

.

=⇒ b(θi) = sinh−1 (sin(θi/2) sinh R) .

=⇒ b′(θ) =
sinh R

2
cos(θi/2)√

1 + sinh2 R sin2(θi/2)

=⇒ b′′(θi) = −
sinh R

4
sin(θi/2)((1 + sinh2 R sin2(θi/2))

3
2 ) + cos2(θ/2) sin(θi/2)

(1 + sinh2 R sin2(θi/2)) 3
2

< 0 for all 0 < θi < π

边长 b是 θi 的一个凹函数。
因此，根据推论 3.2，问题的解：

Maximize
n∑

i=1

2b(θi),

在约束条件
n∑

i=1

θi = 2π

下，当所有角度 θi都相等时达到，即对于所有的 i = 1, . . . , n有 θi = 2π/n。这意味着多边形
的所有边和角都相等，因此它是正多边形。由此可知，Peri(P) ≤ 2n sinh−1 (sin(π/n) sinh R)

�

定理的证明 1.4. 令 P为如图 3(a)所示的多边形，带有 θ = θi 和 c = r。
由引理 2.1，我们有

cosh r =
cos(φ/2)
sin(θi/2)

.

=⇒ φ(θi) = 2 cos−1 (sin(θi/2) cosh r) .

对 θi 求导，我们得到：

φ′(θi)
cosh r

=
− cos(θi/2)√

1 − cosh2 r sin2(θi/2)
.

对 θi 求二次导数，我们得到：

φ′′i (θi)
cosh r

= −
sin(θi/2)(cosh2r − 1)(

1 − cosh2 r sin2(θi/2)
)3/2 < 0 for all 0 < θi < π.

由于 φ是 θi 的凸函数，根据推论 3.2，在约束条件

n∑
i=1

θi = 2π

下最大化问题
n∑

i=1

φ(θi)
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在所有角度 θi 相等时达到最大值，即对于所有的 i = 1, . . . , n都有 θi = 2π/n。此条件对应
于最小化面积，因为 P的面积是

Area(P) = (n − 2)π −
n∑

i=1

φi.

因此，当多边形为正多边形时，面积达到最大。
由于所有 θi 都相等，即 θi = 2π/n，所以多边形的所有边和角度都相等，因此该多边

形是正多边形。从而 Area(P) ≥ (n − 2)π − 2n cos−1 (sin(π/n) cosh r)。
�

定理的证明 1.5. 设 P为图 3(b)中所述的多边形，具有 θ = θi 和 a = R。
由引理 2.1，我们有：

φ(θi) = cot−1(cosh R tan(θi/2))

对 θi 求导，我们得到：

−2φ′(θi)
cosh R

=
sec2(θi/2)

1 + cosh2 R tan2(θi/2)

对 θi 求二阶导数，我们得到：

−2φ′(θi)
cosh R

=
tan(θi/2)(cosh2 R − 1) tan2(θi/2)

(1 + cosh2 R tan2(θi/2))2

由于 cosh2 R − 1 > 0，我们得出 φ′′(θi) < 0。
这表明 φ是 θi 的凹函数。根据推论 3.2，优化问题：

Maximize
n∑

i=1

φi

在约束条件下：

n∑
i=1

θi = 2π

达到最大值时，所有角度 θi 都相等，即对于所有的 i = 1, . . . , n，都有 θi = 2π/n。这
表明该多边形是正多边形。
此条件对应于最小化面积，因为面积由公式给出

Area = (n − 2)π −
n∑

i=1

φi.

因此，Area(P) ≥ (n − 2)π − 2n cot−1 (cosh R tan(π/n))。 �

4.2. 多重切线或循环多边形的等周型不等式. 在本小节中，我们证明定理 1.6– 1.9

定理的证明 1.6. 令 Pi为如图 3(b)所描述的多边形，具有 θ = 2π/n和 a = Ri。我们的目标
是解决以下约束最小化问题：

Minimize
k∑

i=1

Peri(Pi),
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受约束于
k∑

i=1

Ri = T,

。
由引理 2.1，我们有关系：

b(Ri) = sinh−1 (sin(π/n) sinh Ri) .

=⇒ b′(Ri) =
sin(π/n) cosh Ri√

sin2(π/n) sinh2 Ri + 1
.

=⇒ b′′(Ri) =
sin(π/n) sinh Ri cos2(π/n)

(sin2(π/n) sinh2 +1) 3
2

> 0.

由引理 3.1，当所有 Ri 相等时，总周长

k∑
i=1

Peri(Pi) =
k∑

i=1

nb(Ri)

达到最小值。即 Ri = T/k。因此，所有 Pi 都与一个外接圆半径为 T/k的正多边形全等。
从而，

∑k
i=1 Peri(Pi) ≥ 2nk sinh−1 (sin(π/n) sinh(T/k))。

�

定理的证明 1.7. 由定理 1.1，不失一般性，我们可以假设所有 Pi 都是规则的。令多边形
P如图 3(a)所示，带有 θ = 2π/n和 c = ri。由引理 2.1，我们有：

b(ri) = tanh−1(tan(π/n) sinh ri)

可以看出 b′′(θi) > 0。类似的论证方法在定理 1.6的情况下同样适用。 �

定理的证明 1.8. 根据定理 1.5，不失一般性，我们可以假设所有 Pi 都是正则的。设 Pi 为
如图 3(b)所示的多边形，带有 θ = 2π/n和 a = Ri。
由引理 2.1，我们有：

φ(Ri) = cot−1 (tan(π/n) cosh Ri)

可以看出 φ′′(Ri) < 0。类似的论证方法可以应用于定理 1.6的情况。 �

定理的证明 1.9. 令 Pi 为如图 3(a)所示的多边形，具有 θ = 2π/n和 c = ri。
由引理 2.1，我们有：

φ(ri) = cos−1(sin(π/n) cosh ri)

可以看出 φ′′(ri) < 0。类似的论证方法应用于定理 1.6的情况。 �
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4.3. 多边形的等周不等式.

定理的证明 1.10. 不失一般性，我们假设所有 Pi 都是正则 [2]。
令 θi 表示 Pi 的内角。Pi 的周长是

Peri(Pi) = 2n cosh−1
(
cos(π/n)
sin(θi/2)

)
.

总面积是 T，这意味着
k∑

i=1

θi =
(n − 2)kπ − T

n
.

我们的目标是最小化
k∑

i=1

2n cosh−1
(
cos(π/n)
sin(θi/2)

)
.

设

f (θ) = cosh−1
(
cos(π/n)
sin(θ/2)

)
然后我们有，

f ′(θ) = −
cos(π/n)

2
·

cos(θ/2)

sin(θ/2)
√

cos2(π/n) − sin2(θ/2)
.

我们获得

f ′′(θ) =
cos(π/n)

4
[
cos2(π/n) − sin2(θ/2)

]3/2

[
cos2(π/n)
sin2(θ/2)

− 2 + sin2(θ/2)
]
.

由此得出 f ′′(θi) > 0如果 θi < 2 sin−1
(√

1 − sin(π/n)
)
，这意味着 Area(Pi) > (n − 2)π −

2n sin−1 √1 − sin(π/n).通过应用引理 3.1，当 θi相等时问题被最小化，即 θi = 2π/n for all i =
1, . . . , k。因此，Pi与面积为T/k的正多边形等距。由此，

∑k
i=1 Peri(Pi) ≥ 2nk cosh−1 [cos(π/n)/ sin (((n − 2)π − T/k)/(2n))] .

�

定理的证明 1.11. 不失一般性，我们可以假设所有 Pi都是正则的 [2]。我们的目标是解决
以下最大化问题：

max
k∑

i=1

Area(Pi)

受约束于

k∑
i=1

Peri(Pi) = T

双曲正则 n-边形 Pi 的面积由 Area(Pi) = (n − 2)π − nθi 给出，其中 θi 是内角。
周长 Peri(Pi)由给定的公式决定

Peri(Pi) = 2n cosh−1
(
cos(π/n)
sin(θi/2)

)
,
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令 Peri(Pi) = xi

=⇒ θi = 2 sin−1
(

cos(π/n)
cosh(xi/2n)

)
,

。
因此，原始问题被简化为最小化

k∑
i=1

2 sin−1
(

cos(π/n)
cosh(xi/2n)

)
受约束于

k∑
i=1

xi = T.

令 f (x) = sin−1 ((cos(π/n))/(cosh(x/2n))) .我们有 f ′′(x) > 0对于 x > 2n cosh−1 √1 + sin(π/n)。
由引理 3.1，最小值在 xi 相等时取得，即对于所有 i = 1, . . . , n 有 xi = T/k。因此，∑k

i=1 Area(Pi) ≤ k(n − 2)π − 2nk sin−1 [(cos(π/n))/(cos(T/(2nk))]。 �

结束语]结论 remarks应翻译为评论或备注，但根据上下文，“Concluding remarks”通
常被翻译为“结束语”或“结论”。所以此处最合适的翻译是：
结束语
需要探讨的问题是，当 P不居中时，定理 1.2、1.5、1.6和 1.8的陈述是否仍然有效。

此外，如果 P不是切线的，定理 1.1，1.4，1.7和 1.9的结论仍然成立吗？
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