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关于洛伦兹分裂定理的注记

Gregory J. Galloway∗

Department of Mathematics
University of Miami

摘要

我们给出了一个版本的洛伦兹分裂定理，在减弱的里奇曲率条件下。证明使

用了非时相关限 [19, 20]的基本性质，以及在 [1]中 C0 类空超曲面的几何最大

原理。我们的版本通过去除里奇曲率上的某个有界性条件，增强了 [29]中全局
双曲设置下的一个相关结果。

1 介绍

在他的 20 世纪 80 年代早期著名的问题部分 [28] 中，S.-T. Yau 提出了建立
Cheeger-Gromoll 分解定理的 Lorentzian 类似物的问题。这个问题在一系列论文
[4, 11, 15, 24]中于 20世纪 80年代末完全解决了。最基本的形式是由 Eschenburg提
出的，如下所述 [11]。

定理 1 (洛伦兹分裂定理). 令M 为一个全局双曲的、类时测地线完备的时空，满足

强能量条件 Ric(X,X) ≥ 0，对于所有类时X 成立。如果M 允许一条类时光线，则

M 可以分解为度量乘积，即 (M, g) 是等距于 (R× S,−dt2 + h)，其中 S是一个光滑

的、测地线完备的类空超曲面，其具有诱导度量 h。

洛伦兹分割问题由丘成桐提出，实际上是为了建立霍金-彭罗斯奇点（不完备）
定理的刚性。这一观点在 R. 巴尔蒂尼克的猜想 [2]中得到了形式化。
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猜想 2 (巴尔特尼克分裂猜想). 假设M 是一个具有紧致类空截面的全局双曲时空，

并满足强能量条件。如果 M 在类时测地线方向上是完备的，则 M 可以分解，即

(M, g) 是等距的到 (R×S,−dt2 + h)，其中 S是一个光滑类空 Cauchy超曲面，具有
诱导度量 h。

因此，根据猜想，这样的时空只有在非常特殊的情况下才能避免奇异性（类时

测地线不完备）。为了建立这个猜想，只需证明存在一条类时光线或一个 CMC柯西
面即可。在前一种情况下，可以应用洛伦兹分裂定理；而在后一种情况下，则可以应

用 [2]中的推论 1。有许多条件能够确保要么存在一条类时光线，要么存在一个CMC
柯西面。然而，这个猜想仍然未被解决；进一步讨论请参见例如 [16, 18, 20]。

与此同时，在这些年里，各种霍金-彭罗斯类型的奇点结果在削弱（或平均）能
量条件下得到了证明；参见例如 [27, 9, 6]，以及最近的 [12, 13]，及其参考文献。在
这篇笔记中，我们展示了一个洛伦兹分裂定理的证明，在弱化了强能量条件的情况

下，如下一节讨论的那样。我们利用了非时序极限 [19, 20]的性质，因为它们使得某
些简化成为可能，并且使大部分证明保持在基本因果理论层面。这些性质是为全域

双曲时空开发的。对于非全域双曲情况的评论，请参阅第 2节结尾处的第一条备注。

2 一个洛伦兹分割定理

我们简要回顾一些因果时空理论的基本概念和事实。详见例如 [26, 21, 25] 以获
取更多细节。

通过时空我们意味着一个光滑的时间定向洛伦兹流形 (M, g)，其维度为 n +

1,n ≥ 2。对于 p ∈ M，I+(p)，p的类时未来（相应地，J+(p)，p的因果未来）是满

足从 p到 q存在一条指向未来的类时（相应地，指向未来的因果）曲线的点 q ∈ M

的集合。由于类时曲线的小变形仍保持为类时曲线，集合 I+(p)是开集。更一般地，

对于 A ⊂ M ,I+(A),A的类时未来（分别地，J+(A),A的因果未来）是这样的点集合
q ∈ M，存在从点 p ∈ A到 q 的一条未来的类时光线（分别地，未来的因果光线）。

注意，I+(A) = ∪p∈AI
+(p)，因此集合 I+(A)是开集。类时和因果过去 I−(p),J−(p),

I−(A),J−(A)以时间对偶的方式定义。一个非时序边界是形式为 A = ∂I±(S)的非

空集合，对于某些子集 S ⊂ M。无时序边界通常是M 中的一个边缘无时序的 C0超

曲面 ([26],[25])。
经典上，时空 (M, g)是全局双曲的，如果 (i)它是强因果性的（即不存在闭合或
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“几乎闭合”的因果曲线）并且 (ii)所有“因果菱形”J+(p)∩ J−(q)都是紧致的。对

于一个时空 (M, g)，其柯西（超）面是一个集合 S，该集合被每条不可延展的因果

曲线恰好穿过一次。柯西面 S 必然是一张无边界、非因果性的 C0 超曲面。通过考

虑类时向量场的流，可以看出任何两个柯西面都是同胚的，并且如果 S 是M 的一

个柯西面，则M 与 R × S 同胚。一个时空 (M, g)全局双曲的基本事实是当且仅当

它包含一个柯西面 S。

我们将利用未来（分别过去）射线的概念。设 γ : [0, a) → M ,a ∈ (0,∞]为一条

不可延拓的因果曲线。γ 是一个未来光线，如果 γ 的每一段都是极大的，即每一段

实现了其端点之间的洛伦兹距离 [3]。给定一个子集 S ⊂ M，γ是未来 S-射线，如果
γ从 S开始，并且 γ的每个初始段实现到 S的洛伦兹距离。未来光线或 S-射线要么
是类时的，要么是零测地线（当适当参数化时）。过去光线和过去 S-射线以类似的方
式定义。

本节的主要目的是证明以下分裂结果。

定理 3. 设 (M, g)是一个全域双曲的、类时测地线完备的时空，使得沿每条（过去

和未来）类时光线 α : [0,∞) → M，里奇曲率满足以下曲率条件：

lim inf
t→∞

∫ t

0

Ric(α′(t), α′(t)) dt ≥ 0 . (2.1)

如果M 允许一条类时光线 γ，则M 分裂，即 (M, g)与 (R× S,−dt2 + h)等距，其

中 S 是一个光滑的、测地完备的类空超曲面，并具有诱导度量 h。

相关的结果在 [29]中获得；请参见本节末尾的注释以获取更多详细信息。
正如引言中所述，我们对定理 3的证明使用了在 [19, 20]中获得的某些结果。这

些结果是通过基本因果理论建立的，并且特别地，不涉及洛伦兹布赛曼函数的分析。

在随后的讨论中假设时空 (M, g)是全局双曲的。

令 γ : [0,∞) → M 为一个未来的完整单位速度类时光线。如在 [19]中定义的，
相对于 γ,S−

∞的过去的光线水平球面由以下给出，

S−
∞ = ∂

(
∞⋃
k=1

I−(S−
k )

)
,

其中 S−
k 是过去的洛伦兹球，

S−
k = {x | d

(
x, γ(k)

)
= k} ,

其中 d是洛伦兹距离函数。S−
∞ 具有以下基本性质。
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命题 4 ([19, Sec. 3]). S−
∞(γ)是一条无边界的非时序 C0超曲面，它从每个点发出一

个未来 S−
∞(γ)-射线。特别地，γ 本身就是一个 S−

∞(γ)-射线。

请注意
⋃∞

k=0 I
−(S−

k ) = I−
(⋃∞

k=0(S
−
k )
)
。因此，S−

∞是一个非时序边界，并且是

一个无边界的非时序 C0 超曲面。在每一点保证的未来 S-射线可以是类时或类空测
地线。在后一种情况下，它必然包含在 S−

∞中。我们称 p ∈ S−
∞为零点，如果存在一

个来自 p的未来空 S−
∞-射线。否则，我们称 p为 S−

∞的类空点。类时点的集合在 S−
∞

中是开集且无因果关系。

未来光线双曲球面相对于过去的完整类时光线是按时间对偶的方式定义的，

S+
∞ = ∂

(⋃∞
k=0 I

+(S+
k )
)
, 并且满足类似的性质。此外，未来光线双曲球面上的点被

分类为零或类空，在类似的方式下进行。

下一个结果描述了过去和未来光线双曲球面之间的重要结构联系；参见 [20,
Lem. 4.10]。

命题 5. 假设 S−
∞和 S+

∞分别是过去和未来的光线等距球面，满足 I+(S+
∞)∩I−(S−

∞) =

∅。那么对于任意一点 p ∈ S−
∞ ∩ S+

∞，以下情况之一成立：

(1) p是两个准球面的类空点，且存在唯一的未来 S−
∞-射线从 p出发，并存在唯一的

过去 S+
∞-射线从 p出发，这两条射线均为类时射线并连接形成一条类时直线。

(2) p是两个半径球的零点，且从 p出发存在唯一的未来 S−
∞-射线，并且从 p出发

存在唯一的过去 S+
∞-射线，这两条都是零射线，并连接形成一条零线，β，与

β ⊂ S−
∞ ∩ S+

∞。

命题 4和 5通过基本的因果理论方法得到证明。证明定理 3所需的关键几何分
析工具涉及平均曲率不等式在支撑意义上的概念；参见例如 [1, 19, 20]。

令S为M中的一个局部不同时超曲面C0。我们说Σ是S在 q ∈ S的一个未来支

撑超曲面，如果 q ∈ Σ和 Σ是一个光滑类空超曲面，在 q的邻域内满足 Σ ⊂ J+(S)。

进一步，我们说 S 具有平均曲率 ≤ a 在支撑意义上 如果对于所有 q ∈ S 和 ε > 0，

存在一个未来支撑超曲面 Σq,ε到 S 在点 q具有平均曲率 Hq,ε满足

Hq,ε(q) ≤ a+ ε . (2.2)

（按照我们的符号约定，Hq,ε 是沿着 Σq,ε 的未来指向单位法向量场的散度。）时间对

偶地，我们有在 q ∈ S 处对于 S 的过去支撑超曲面的概念，并且可以通过要求反向

不等式 Hq,ε(q) ≥ a− ε来将 S 称为具有平均曲率 ≥ a的支持意义。
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下列定理推广了 [19] 中的定理 4.2 的某些方面，特别是将其扩展到曲率条件
(2.1)。

定理 6. 设 (M, g)是一个全局双曲的、未来类时测地线完备时空，并设 S 是一个局

部非类时的 C0 超曲面。假设在每个点 p ∈ S 处，存在一个从 α(0) = p开始的未来

完整的类时射线 S-rayα : [0,∞) → M，使得曲率条件 (2.1)成立。那么 S 在支撑意

义下的平均曲率为 H ≥ 0。

证明. 固定 p ∈ S 并且一个未来的完整的单位速度类时射线 S- 射线 α 具有

α(0) = p。由于对于任意的 t，α|[0,t] 都最大化了与 S 的距离，可以看出过去的

距离球面 S−
t (α(t))位于 S过去的局部区域附近 q。进一步，由于沿 α|[0,t]没有到 α(t)

的割点，过去的球体 S−
t−r(α(t)),r ∈ [0, t)在 α(r)附近是光滑的。特别地，这意味着

S−
t (α(t))是 S 在 p ∈ S 附近的一个过去的支撑超曲面。

该定理是以下主张的结果。

声明：对于任何 ε > 0，存在 T > 0，使得距离球面 S−
T (α(T ))在 p处的平均曲率为

H ≥ −ε。

主张的证明（参见 [12]）。. 假设不是；即，假设存在 ε > 0，使得对于所有任意大的

T，H < −ε在 p处。由曲率假设，存在 r0 > 0使得沿 α，∫ r

0

Ric(α′(r̂), α′(r̂))dr̂ ≥ −ε , for all r ≥ r0 . (2.3)

我们可以假设 T > r0。令 H(r)为距离球 S−
T−r(α(T ))在 α(r),r ∈ [0, T )处的平均曲

率。由 Raychaudhuri 方程（迹 Riccati 方程 [21]），沿 α|[0,T )我们有，

dH

dr
= −

(
ρ+

H2

n

)
(2.4)

其中 ρ = Ric(α′, α′) + σ2，且其中 σ，即剪切张量，是第二基本形式 S−
T−r(α(T ))在

α(r)处的无迹部分。

由于 σ2 ≥ 0，(2.3)暗示，∫ r

0

ρ(r̂)dr̂ ≥ −ε , for all r ∈ [r0, T ) . (2.5)

从 0到 r对 (2.4)进行积分，并利用 (2.5)，我们得到，

−H(r) =

∫ r

0

H2

n
dr̂ +

∫ r

0

dr̂ −H(0) >

∫ r

0

H2

n
dr̂ , (2.6)
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对于 r ∈ [r0, T )。设 Q(r) =
∫ r

0
H2

n
dr̂; 注意 Q(r) > 0在 [r0, T )上。然后从 (2.6) 我们

得到微分不等式，

dQ

dr
=

H2

n
>

Q2

n
(> 0) (2.7)

对于 r ∈ [r0, T )。除以 Q2并从 r0到 r积分得到，

1

Q(r0)
>

1

Q(r0)
− 1

Q(r)
>

∫ r

r0

1

n
dr̂ =

r − r0
n

. (2.8)

通过取 T 足够大且 r充分接近 T，不等式

r − r0
n

<
1

Q(r0)

将被违反，因此我们得到了一个矛盾。这确立了声明并证明了定理。

我们现在进行定理 3的证明，该证明基于定理 [20, Theorem 4.1]的证明。

定理 3的证明. 令 γ : (−∞,∞) → M 是一条完整的未来指向的单位速度类时直线。

我们可以将 γ 分解为一个未来的射线 γ+ : [0,∞)，γ+(t) = γ(t)和一个过去的射线

γ− : [0,∞)，γ−(t) = γ(−t)。与这些光线相关的是过去光线水平球面 S−
∞ = S−

∞(γ+)

和未来光线水平球面 S+
∞ = S+

∞(γ−)。

由命题 5可知，p = γ(0) ∈ S−
∞ ∩ S+

∞是 S−
∞（以及 S+

∞）的类空点，因此存在一

个完全由类空点组成的非因果邻域 U− ⊂ S−
∞。特别地，在 U−的每一点上都存在一

条基于该点的未来完备类时 S−
∞-光线。定理 6然后暗示了 U− 在支撑意义下具有平

均曲率 H ≥ 0。以时间对偶的方式，存在一个非因果邻域 U+ ⊂ S+
∞，在支撑意义下

具有平均曲率H ≤ 0。此外，由于 I+(S+
∞)∩ I−(S−

∞) = ∅（这可以从 [19, Proposition
2.5]轻易得出），U+在接近 p的地方局部位于 U−的未来。然后由几何最大值原理，

[1, Theorem 3.6],1，存在一个具有平均曲率H = 0的光滑类空超曲面 U ⊂ U+∩U−。

考虑正则指数映射 Φ : R× U → M ,

Φ(t, q) = expq tu , (2.9)

其中 u =是指向未来的单位类时法线到 U。由命题 5可知，对于每个 q ∈ U ,α+(t) =

expqtu,t ∈ [0,∞)是未来的类时 U -射线，因此在 U 上没有焦散点。类似地，α−(t) =

1由 [1, Proposition 3.5]，我们在情况中满足了 [1, Theorem 3.6]中陈述的某个技术条件。
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expq(−tu)，t ∈ [0,∞)是一个过去类时的无焦散点的 U -光线。此外，由于这样的 U -
光线不能相交，因此 Φ : R× U → M 是到其像WU ⊂ M 上的微分同胚。

现在对于每个固定的 t ∈ R，考虑水平集 Ut = Φ({t} × U) = {expq tu : q ∈ U}。
令H(t)为 Ut的平均曲率。由Raychaudhuri方程，沿每个未来指向的法正测地线 α+

从 U 开始，我们有，

= −Ric(α′
+, α

′
+)−

1

n
H2 − σ2 . (2.10)

通过与定理 6证明中声明证明类似的论证，对于所有 t ∈ [0,∞)必须有H(t) ≥ 0，否

则 H(t)不能对所有 t ∈ [0,∞)定义。

假设H(t0) > 0对某些 t0 ≥ 0成立。令 H̃(t) = −H(t)。由于 H̃(t0) < 0，基本上

相同的论证表明 H̃(t)，因此H(t)不能对所有 t ∈ (−∞, t0)定义。由此得出，对于所

有的 t ∈ [0,∞)，都有 H(t) = 0。然后 (2.10)给出，

Ric(α′
+, α

′
+) = −σ2 ≤ 0 , for all t ∈ [0,∞) .

结合曲率条件 (2.1)，我们得出结论，对于所有的 t ∈ [0,∞)，都有 Ric(α′
+, α

′
+) =

−σ2 = 0。这表明 Ut对于每个 t ∈ [0,∞)都是全测地的。时间对偶论点还显示 Ut对

于 t ∈ (−∞, 0]也是全测地的。标准论证现在表明 (WU , g)与产品 (R× U,−dt2 + h)

等距，其中 h是在 U 上诱导的度量。

现在我们想要将其扩展到全局分裂。设 V ⊃ U 为包含 p的 S−
∞∩S+

∞中共同类空

点的连通分量；V 在 S−
∞∩S+

∞中是因果且开放的。从命题 5可知，在每个点 q ∈ V 都

存在一个唯一的未来 S−
∞-射线 β+ 和一个唯一的过去 S+

∞-射线 β−，它们连接在一起

形成一条类时直线 β。然后，通过与上述相同的论证，我们得到了围绕类时线 β 的

类似的空间时间分解。由此可知，V 是一个光滑的全测地类空超曲面，并且通过法

向指数映射 Φ扩展到 V，(WV = Φ(R× V ), g)与积 (R× V,−dt2 + h)等距，其中现

在 h是在 V 上诱导的度量。从 V 是全测地的以及M 是类时测地完备的事实中，在

证明 [20, Theorem 4.11]中表明 V 是测地完备的。我们将在附录中包含此论证。由

此得出 (R× V,−dt2 + h)是测地完备的，并且 {0} × V 是 (R× V,−dt2 + h)中的一

个柯西面（参见 [3, Theorems 3.67 and 3.69]）。因此，(WV , g)是测地完备的，并且，

WV = D(V )，其中 D(V )是 V 在M 内的依赖域。然后很容易证明 V 是M 中的一

个柯西面（例如，通过证明没有柯西视界，H+(V ) = H−(V ) = ∅），因此WV = M。

从而，(M, g)与 (R× V,−dt2 + h)等距。
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我们提到定理 3的一个结果。令 (M, g)为具有紧致柯西面的未来类时测地完备

时空。由时间对偶 [20, Prop. 5.9]，如果M 的未来因果边界是空类 2，则M 存在一

条类时光线。因此，在这个附加假设下，猜想 2成立，因为可以应用标准洛伦兹分
裂定理。类似地，有一个如下推广。

定理 7. 假设 (M, g)是一个具有紧致柯西面的时间样完备测地线时空，满足能量条

件 (2.1)。如果未来的因果边界是空间样的，则 M 分裂，即 (M, g) 是等距于 (R ×
S,−dt2 + h)，其中 S 是一个光滑的类空柯西超曲面，具有诱导度量 h。

现在是定理 3确保了 (M, g)分裂。关于未来因果边界为类空的相关性进一步讨

论见 [18, Sec. 5.1]。

最终评论。

在定理 3的证明中所采用的原因论技术回避了一些关于洛伦兹布赛曼函数规则性的
技术问题。转而使用“光线类空球面”则带来了很多简化。然而，利用 [17]中为时
似测地完全时空发展的洛伦兹布赛曼函数的规则性理论，可以在没有全局双曲条件

的情况下证明定理 3。这种做法在 [29]中被采用，但那里的论证还需要一个关于里
奇曲率的额外条件。大致来说，要求沿时似光线积分里奇曲率负部分是有界的。通

过结合来自 [17]的结果以及本文中的论证，可以避免这一额外条件。我们对此稍作
评论。

根据 [17]中的结果，存在一个邻域 U，包含 γ(0)（γ是给定的时间线），使得局

部 Busemann 水平集 S± = {b± = 0} ∩ U 为无因果关系的 C0 空间类超曲面，穿过

γ(0)，并且 S−位于 S+的因果未来。利用某些Busemann支撑函数的局部正则性（如
在 [17]中讨论的，另见 [3]），结合类似于定理 6证明中的论证，可以证明 S−具有支

撑意义下的平均曲率≤ 0，并且 S+具有支撑意义下的平均曲率≥ 0。然后，应用 [1]
中的几何最大原理，如定理 3的证明所示，可以得到 S− 和 S+ 在 U 中的一个光滑

极大类空间超曲面 S上一致，该超曲面穿过 γ(0)。现在，利用在 S的每一点上过去

和未来的 S-射线的存在（见 [17, 3]），可以按照定理 3的证明进行操作以获得局部分
裂。这种局部分裂可以扩展为全局分裂，如 [11]或 [3]所示。

在 [14]中，通过修改 Eschenburg和 Heintze在 [10]中证明 Cheeger-Gromoll分裂定理
的证明方法，得到了一个类似于 Theorem3的黎曼类比。这表明最近基于 p-Laplacian
证明洛伦兹分裂定理的椭圆方法 [7]可能与这里考虑的情况有关。

2关于时空的因果边界讨论，请参见例如，[21, Sect. 6.8]。如果没有任何一个 TIP被另一个 TIP
完全包含，则未来的因果边界是类空的。

8



3. 推广洛伦兹分裂定理的一个非常不同的方向在于当前活跃的研究领域，即低正则
性洛伦兹几何。这包括洛伦兹度量的正则性低于 C2 的情况，如同霍金-彭罗斯奇点
定理的低正则性版本（参见 [8]及其中的参考文献），或者可以使用合成方法的情况
[22]。例如，请参阅 [5]，该文献将洛伦兹分裂定理在截面曲率情况下的推广扩展到
合成设置，并且 [7]描述了在那里开发的新方法如何将在里奇曲率界下导致洛伦兹
分裂定理的低正则性版本。在当前的背景下，人们可能会怀疑在 [19, 20]中发展的因
果理论技术，连同度量“正则化”，例如在 [23]中提到的，是否可能在获得洛伦兹分
裂定理的低正则性版本中发挥作用。

附录

设设定和符号与定理 3的陈述和证明中的相同，并令 V ⊂ S−
∞ ∩S+

∞如在证明中

定义。我们希望展示 V 是测地完备的。固定 p ∈ V，并选择任意一个满足 |X| = 1的

X ∈ TpV。令 σ : [0, a) → M ,a ∈ (0,∞]是在方向 X 上最大限度延伸的唯一单位速

度测地线，其起点为 σ(0) = p和 σ′(0) = X，在M 中。我们首先观察到 σ不离开 V。

因为 V 是全测地的，σ初始包含在 V 内。固定任意 s0 ∈ (0, a)使得 σ([0, s0)) ⊂ V。

再次，由于 V 是全测地的，V 的未来单位法向场 u沿着 σ|[0,s0) 平行。由命题 5可
知，从每个 x ∈ V 出发存在唯一一条未来类时的 S−

∞-射线 γx，其中 γ′
x(0) = ux。无论

q = σ(s0)是否位于 V 中，都存在一个明确定义的极限向量 uq = lims→s0 uσ(s)，通过

在所有 σ[0,s0]上平行传输 u获得，其中 uq必然为未来的类时。令 γq为未来的单位速

度类时测地线，具有 γ′
q(0) = uq，这必然是完整的。由于 q ∈ V ⊂ S−

∞∩S+
∞，γq是从 S−

∞

开始的曲线。此外，由于 γσ(s)是所有 s ∈ [0, s0)的 S−
∞射线，因此 γq|[0,∞)也是 S−

∞射

线。由于 q ∈ S−
∞∩S+

∞，命题 5意味着 q是一个类空点，因此 q ∈ V。这表明 σ永远不

会离开 V，即我们有 σ : [0, a) → V。现在我们证明 σ 在方向 X上是完备的，即证明

a = ∞。假设相反的是 a < ∞。然后曲线 c(s) = Φ(−2s, σ(s))，c : [0, b) → WV ⊂ M

是在M 中的一条指向过去的类时测地线，并且 σ(s) = expc(s)(2sΦ∗(∂t))。通过类时

完备性，c延伸到 [0, a]。此外，向量场 Φ∗(∂t)在WV 中是平行的，因此沿 c平移后，

在 c(a)处有一个极限。因此，σ(s) = expc(s)(2sΦ∗(∂t)) 在 s → a处有极限，即 σ连

续延伸，并且作为测地线延伸至 [0, a]，这与 a的定义相矛盾。因此，a = ∞。由于
X 是 V 中 p的任意单位向量，我们实际上已经证明了 expp : TpV → V 在整个 TpV

上是有定义的。因此根据 Hopf-Rinow 定理，V 是测地完备的。
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