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有限拓扑空间上的半流

Pedro J. Chocano

Abstract

在本文中，我们研究定义在任意给定有限拓扑空间 T0上的流和半流X。我们证明了除
非X是一个极小的有限空间，否则存在非平凡的半流X。具体来说，非平凡的半流存在的
充要条件是 X 包含向下击点，并且一个非平凡的半流本质上是一个强形变收缩。作为这
一结果的推论，我们提供了一个新的简洁证明，表明唯一可以在X 上定义的流是平凡流。
最后，我们讨论了可以根据向下击点和其他特殊点在 X 上定义的不同半流的数量。

1 介绍

最近的研究认识到在有限偏序集或有限拓扑 T0-空间（见 [3, 7]及相关文献）的组合背景
下研究动力系统的重要性。利用这些组合空间来解决动力系统中的问题的想法在于，它们是

可计算的，具有丰富的代数结构（见 [8]），并且可以用来重构动力系统的相空间（见 [6]）。由
于这些原因，它们是开发用于解决动力系统问题的计算方法的理想候选对象。

然而，正如在 [7, Proposition 2.4]中指出的那样，在有限拓扑 T0-空间上唯一可以定义的
是平凡流。尽管如此，很容易找到存在非平凡半流的例子。本文重点研究定义在有限拓扑 T0-
空间上的半流。我们证明了非平凡半流的存在依赖于空间 X 的同伦类型。具体而言，在有限

拓扑空间X 上存在非平凡半流当且仅当X 包含下击点。这些点的特点是，移除它们后，所得

空间的同伦类型保持不变（见 [9]）。此外，我们分析了非平凡半流的行为。基本上，所有这些
都是将高点移动到低点的强形变收缩。请注意，存在一个用有限集和多值映射表述的普遍结

果（见 [4, Theorem 3.1]），这也表明半流对于正数值是相等的，但它没有提供关于正数值上的
半流的具体信息。
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论文的组织结构如下。在第 2节中，我们建立了研究有限拓扑空间中半流所需的基本概
念。在第 3节中，我们通过一个具体的例子说明非平凡半流的存在性。尽管存在非平凡半流，
但我们证明了一类重要的有限拓扑空间不接受非平凡半流。由此及其他结果，我们得出结论，

非平凡半流的存在与定义半流的空间的同伦类型有关。为了结束这一节，我们将获得的结果

应用于提供一个简洁的证明，即在有限拓扑 T0-空间上唯一的流是平凡流。最后，在第 4节中，
我们讨论并获得了关于可以定义在有限拓扑空间 X 上的不同半流的数量的结果，这些结果以

下降击点和其他特殊点为依据。

2 预备知识

设X 是一个有限的拓扑 T0-空间，并设 x ∈ X。我们用 Ux(Fx)表示包含 x的每个开（闭）

集的交集。显然，Ux(Fx) 是一个开（闭）集。给定两个点 x, y ∈ X，我们说 x ≤ y当且仅当

Ux ⊆ Uy。这个关系下的集合 X 形成一个有限偏序集（简称 poset）。相反，给定一个有限的
偏序集 (X,≤)，下集的集合形成了在 X 上的一个 T0 拓扑的基础。回忆一下，S ⊆ X 是一个

下集，如果每当 y ≤ x和 x ∈ S 时，则 y ∈ S。这两个关联是互逆的，证明了对于任何有限集

X，存在一种双射对应关系在 T0拓扑和定义在X 上的部分序之间。从此以后，我们将有限偏

序集和有限拓扑 T0-空间视为等价对象而不进行明确说明。此外，我们假设每个有限拓扑空间
都是一个 T0-空间。值得注意的是，在有限拓扑空间之间的映射 f : X → Y 是连续的当且仅

当它是保序的。由此可以推断出有限偏序集范畴和有限拓扑空间范畴是同构的 [1]。我们将假
设，在本文中出现的每一个有限拓扑空间都是一个 T0空间。

有限偏序集 X 的高度 ht(X) 比其链 X 中元素的最大数目少一。点的高度 x ∈ X 是

ht(x) = ht(Ux)。给定一个有限偏序集 (X,≤)，和 x, y ∈ X，当 x < y且不存在元素 z ∈ X 使

得 x < z < y时，我们写为 x ≺ y。哈斯图的 X 是一个有向图，其顶点是 X 的点，并且仅当

x ≺ y 时从 x到 y 存在一条边。在随后的 Hasse 图中我们省略了边的方向。令 f, g : X → Y

为有限拓扑空间之间的连续映射，当对于每一个 x ∈ X 都有 f(x) ≤ g(x)成立时，我们写成

f ≤ g。我们现在回顾并引入有限拓扑空间理论中的基本概念。对于全面的介绍，我们参考 [2]。

命题 2.1. [2, Corollary 1.2.6] 令 f, g : X → Y 为两个有限拓扑空间之间的连续映射。则 f 同

伦于 g当且仅当存在一个栅栏 f = f0 ≤ f1 ≥ f2 ≤ · · · ≥ fn = g。

定义 2.2. 在有限拓扑空间X 中，点 x是一个下（上）拍点，如果 Ux \ {x}（Fx \ {x}）有一
个最大值（最小值）。

定义 2.3. 令 X 是一个拓扑空间且 A ⊆ X。A回缩 r : X → A 是一个连续映射，满足对于每

一个 a ∈ A都有 r(a) = a。我们说 r是一个形变收缩，如果它是一个收缩映射，并且 i ◦ r同
伦于恒等映射 id : X → X，其中 i : A → X 表示包含映射。空间 A被称为形变收缩核的 X。

此外，如果在之前的定义中，i ◦ r和恒等映射之间的同伦固定了 A的点，则我们说 A是X 的

一个强形变收缩核。
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命题 2.4. [2, Proposition 1.3.4] 设 X 是一个有限拓扑空间，设 x ∈ X 是一个击点。那么

X \ {x}是 X 的强形变收缩核。

一个有限拓扑空间 X 是一个极小有限空间，如果它没有节拍点。

示例 2.5. 考虑 X = {A,B,C,D,E}与 A,B < C,D和 A,B,C < E。有限拓扑空间 X 不是

最小有限空间，因为 E 是一个下降击点。然而，X \ {E}是一个最小有限空间，因为它不包
含击点。

定理 2.6. [2, Theorem 1.3.6] 令X 是一个极小有限空间。连续映射 f : X → X 同伦于恒等映

射 id : X → X 当且仅当 f = id。

总之，我们回顾本文的基本概念。

定义 2.7. 在拓扑空间 X 上，我们所说的半流是指一个连续映射 ϕ : R+
0 ×X → X，使得：

i) 对于每一个 x ∈ X，ϕ(0, x) = x。

ii) 对于每一个 x ∈ X 和 s, t ∈ R+
0，ϕ(s, ϕ(t, x)) = ϕ(s+ t, x)。

如果群 R替换了非负实数的半群 R+
0，则称 ϕ为流动。

符号约定。令 ϕ为半流（或流），令 t为非负实数（或实数）。我们将用 ϕt 表示连续映射

ϕ(t, ·) : X → X。我们说一个半流（或一个流）是平凡的，如果对于每一个 t ∈ R+
0（或 t ∈ R），

ϕt是恒等映射 id : X → X。

在 [7, Proposition 2.4]中，作者证明了在有限拓扑空间或有限偏序集上下文中流动的概念
并不是特别有趣。此外，在 [5]中，他们将这一结果推广到了Alexandroff空间或偏序集上。因
此，为了研究有限拓扑空间上的动力系统，作者引入了多值映射。作为其研究的应用，他们使

用有限空间和多值映射来逼近经典的动力系统（见 [7, Section 6]）。

3 有限拓扑空间上的半流

我们通过一个示例开始证明非平凡半流的存在。这个示例将随后突出显示与该上下文中

半流相关的性质。

示例 3.1. 令 X := {A,B,C,D,E, F}满足 A > B,C,D,E, F ;B > D,E, F ;C > D,E, F，以

及 D > E,F。定义 ϕ : R+
0 ×X → X 为

ϕ(t, x) := x if t = 0,

ϕ(t, x) :=

D if x > D and t ∈ (0,∞),

x if x ≤ D and t ∈ (0,∞).
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这是一个简单的练习，证明 ϕ是一个半流。此外，ϕ是一个非平凡的半流，因为对于每一个

t ∈ R+，都有 ϕt 6= id。我们在图 1中展示了 X 的哈斯图，以及 ϕ的示意图。

A

B C

D

E F

X

ϕ

Figure 1: X 的哈斯图以及示例 3.1中半流 ϕ的示意图。

定理 3.2. 设 X 是一个极小的有限拓扑空间。如果 ϕ : R+
0 ×X → X 是一个半流，那么 ϕ是

平凡的。

Proof. 我们通过矛盾进行论证。假设存在一个非平凡的半流 ϕ : R+
0 ×X → X。这意呀着存在

x ∈ X和 t ∈ R+，使得 ϕ(t, x) 6= x。此外，连续映射 ϕt : X → X同伦于恒等映射 id : X → X，

因为 ϕ|[0,t] : [0, t]×X → X 提供了从 id到 ϕt的同伦。然而，根据定理 2.6，我们得到 id = ϕt，

这导致了矛盾。

定理 3.2证明，除非空间X包含拍点，否则在这个框架内我们只有非平凡的动力系统。例

如，在示例 3.1中，点 B,C,E和 F 是拍点，使我们可以定义一个非平凡的半流。在接下来的

一系列引理中，我们将陈述并缩小半流的可能性。

引理 3.3. 设 X 是一个有限拓扑空间，ϕ : R+
0 ×X → X 是一个半流。如果存在 ε > 0，使得

对于每一个 t ∈ [0, ε)，ϕt都是恒等映射，则 ϕ是平凡的。

Proof. 令 s ∈ R+
0。则 s =

∑n
i=1 si，其中对于每一个 i = 1, ..., n都有 si ∈ (0, ε)。因此，根据

定义 2.7中的 ii)，对于每一个 x ∈ X，我们得到

ϕs(x) = ϕsn ◦ · · · ◦ ϕs2 ◦ ϕs1(x) = x,

这表明 ϕ是平凡的。

观察到这个引理与示例 3.1中的 ϕ的定义是一致的。

引理 3.4. 设 X 是一个有限拓扑空间，ϕ : R+
0 × X → X 是一个半流。如果 s, t ∈ R+

0 满足

s < t，那么 ϕt ≤ ϕs。
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Proof. 映射 ϕ在 (0, x)和 (s, x)处对于每一个 x ∈ X 都是连续的，这表明存在 ε > 0和 δ > 0

满足 ϕ([0, ε) × Ux) ⊆ Ux 和 ϕ(I × Ux) ⊆ Uϕs(x)，其中 I = R+
0 ∩ (s − δ, s + δ)。我们可以将 t

表示为如下形式 t =
∑n

i=1 si + sn+1，其中 si ∈ (0, ε)和 sn+1 ∈ I 对于每一个 i = 1, ..., n。由

定义 2.7的 ii) 可得
ϕt(x) = ϕsn+1 ◦ ϕsn ◦ · · · ◦ ϕs2 ◦ ϕs1(x).

显然，y = ϕsn ◦ · · · ◦ ϕs2 ◦ ϕs1(x) ∈ Ux。因此，ϕt(x) = ϕsn+1(y) ∈ Uϕs(x)。

作为这一结果的直接推论，我们可以得到以下引理。

引理 3.5. 令 X 是一个有限拓扑空间，并令 ϕ : R+
0 ×X → X 是一个半流。则

1. id ≥ ϕt 对于每一个 t ∈ R+
0。

2. ϕ(t, x) ∈ Ux 对于每一个 t ∈ R+
0 和 x ∈ X。

3. ϕ(t, y) = y 对于所有 t ∈ R+
0 和每个 y ∈ X 满足 ht(y) = 0。

这些结果表明，半流的动力学总是从顶层元素移动到较低层元素。在有限拓扑空间的哈

斯图中，我们朝底部前进（见图 1）。此外，必须有下降击点来定义非平凡的半流。

定理 3.6. 令 X 是一个有限拓扑空间。如果 X 没有向下击打点且 ϕ : R+
0 ×X → X 是半流，

则 ϕ是平凡的。

Proof. 令 x ∈ X。我们将通过 x的高度归纳法证明对于每个 t ∈ R+
0 都有 ϕt(x) = x。假设

ht(x) = 0；然后，根据引理 3.5中的 3.，对于每一个 t ∈ R+
0，我们有 ϕt(x) = x。情况 ht(x) = 1

显然成立，因为 Ux \ {x}是一组不相交的点集，所有这些点都被 ϕt固定。因此，由于对每一

个 t ∈ R+
0，ϕt 的连续性，我们得出 ϕt(x) = x。现在假设当 ht(x) = n 时结果成立。考虑

ht(x) = n+1的情况。根据假设，Ux \{x}没有最大值，因此存在有限多个点 yi，使得 yi ≺ x，

其中 i = 1, ...,m。显然对于每一个 i = 1, ...,m都有 ht(yi) < n+ 1。由归纳假设，我们知道对

于每一个 ϕt(yi) = yi和 t ∈ R+
0，都有 i = 1, ...,m。如果对于某些 i = 1, ...,m，ϕt(x) ≤ yi < x

成立，那么由于 ϕt 的连续性，我们有对于每一个 j 6= i都成立 yj = ϕt(yj) ≤ ϕt(x) ≤ yi，这

导致了一个矛盾。因此，ϕt(x) = x。

给定一个有限拓扑空间X，令D(X)表示X 的下拍点集。那么，存在非平凡半流在X 上

当且仅当 D(X)非空。对于每个 x ∈ D(X)，我们用 x表示 Ux \ {x}的最大值。

示例 3.7. 设 X 是一个有限拓扑空间，使得 D(X)非空。定义 ϕ : R+
0 ×X → X 为

ϕ(t, x) := x if t = 0,

ϕ(t, x) :=

x if x ∈ D(X) and t ∈ (0,∞),

x if x /∈ D(X) and t ∈ (0,∞).
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很容易验证 ϕ是一个非平凡半流。此外，很明显对于每一个 t ∈ (0,∞)，ϕt(X)是 X 的强形

变收缩核。我们从命题 2.4推导出这个结果。我们可以将 ϕ解释为去除 X 中某些向下击点的

过程。

请注意，并非每个在有限拓扑空间X上的半流都与示例 3.7中定义的一样。例如，考虑示
例 3.1。此外，可能存在不允许可非平凡半流的可缩空间。为了说明这一点，设X 是一个不可

缩空间。定义 Y 为X 和单点 {y}的并集，保持在X 中给定的顺序，并声明对于每一个 x ∈ X

都有 y > x。显然，Y 是可缩的，但 D(Y ) = ∅。

定理 3.8. 令 X 是一个有限拓扑空间，并且令 ϕ : R+
0 × X → X 是一个非平凡半流。然后

ϕt = r对于每个 t ∈ R+，其中 r : X → r(X)是收缩，而 r(X)是 X 的强形变收缩。

Proof. 首先，观察到存在有限数量的连续映射 r : X → X，使得 r ≤ id，其中 id是恒等映射，
因为 X 是一个有限拓扑空间。因此，存在有限数量的如下形式的连续映射链 id > r1 > · · · >
rn。注意这些链都是有限的。从这一点我们可以推断出存在一个正实数值 a满足对于每一个

t ∈ (0, a)都有 ϕt = r : X → X，其中 r是一个连续映射使得 id > r。否则，我们会与之前的

评论产生矛盾。

现在，我们证明 r(X)是 X 的强形变收缩，通过证明 i ◦ r = id和 r ◦ i同伦于 id其中
i : r(X) → X 表示包含。让我们考虑 t ∈ (0, a)，显然对于某些 t1, t2 ∈ (0, t)有 t = t1 + t2。

然后

ϕt(x) = ϕt1 ◦ ϕt2(x),

这与 r(x) = r2(x)相同。这证明了 r是 r(X)上的恒等映射，即，r : X → r(X)是一个收缩。

根据构造，我们有 i ◦ r ≤ id。这意味着 r ◦ i同伦于 id，依据命题 2.1。因此，r(X)是一个强

形变收缩核。

我们将证明对于每一个 t ∈ R+，都有 ϕt = r。假设 t ∈ [a,∞)。那么 t =
∑n

i=1 ti，其中对

于每一个 i = 1, ..., n都有 ti ∈ (0, a)。因此，

ϕt(x) = ϕtn ◦ · · · ◦ ϕt1(x)

= r ◦ · · · ◦ r(x) = rn(x) = r(x).

作为这一结果的直接推论，我们得到了一个新的证明 [7, Proposition 2.4]。

推论 3.9. 令 X 是一个有限拓扑空间。如果 ϕ : R×X → X 是一个流，则 ϕ是平凡的。

Proof. 我们通过矛盾进行论证。假设 ϕ是非平凡的。则存在 t > 0和 x ∈ X，使得 ϕ(t, x) =

y 6= x（如果 t < 0，那么 ϕ(t, x) = y 6= x，并且我们有 ϕ(−t, y) = x，其中−t > 0）。另一方面，

ϕ|R+
0 ×X 是一个半流。根据定理 3.8，对于每一个 t > 0，都有 ϕ(t, x) = r(x)，其中 r : X → X

是一个强形变收缩。然而，除非 r是恒等映射，否则 r没有逆映射，这就导致了矛盾。
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总之，给定一个有限拓扑空间X，一个非平凡半流 ϕ : R+
0 ×X → X本质上是一个强形变

收缩。此外，由于X 是有限的，因此可以定义在其上的半流数量有限。例如，在示例 3.1中，
很容易验证可以定义在 X 上的非平凡半流只有 6 个。我们已在图 2中表示了它们。

Figure 2: 描述在示例 3.1中定义的空间 X 上的非平凡半流。

4 计数半流

给定任何有限拓扑空间X，我们定义 SF (X)为可以在X上定义的不同半流的数量。作为

第 3节结果的直接推论，我们可以得出以下定理。

定理 4.1. 令 X 是一个有限拓扑空间。则 D(X) = ∅当且仅当 SF (X) = 1。

我们现在研究有限拓扑空间 X 的下降拍点数量与数量 SF (X)之间的关系。

命题 4.2. 令 X 为一个有限拓扑空间。那么 SF (X) ≥ 2|D(X)|。

Proof. 设 D(x) = {x1, ..., xn}使得 ht(xi) ≥ ht(xj)对每个 1 ≤ i < j ≤ n成立。对于每个下

拍点 xi ∈ D(X)，我们用 xi 表示 Uxi \ {xi}的最大值。考虑 ri(xi) := xi 和 ri|X\{xi}
:= id :

X \ {xi} → X \ {xi}。通过结合上述定义的缩回 ri，我们可以获得 2n个不同的半流。我们证

明最后一个断言。令 I = (a1, ..., an) ∈ {0, 1}n并设定XI
i := X \{xj ∈ D(X)|j ≤ i和 aj = 1}。

对于每个 1 ≤ i ≤ n，定义 rai : X
I
i−1 → XI

i 为 rai := id如果 ai = 0和 rai(x) := ri|XI
i−1

(x)如

果 ai = 1，其中XI
0 = X。考虑由 rI(x) := ran ◦ ran−1 ◦ · · · ◦ ra2 ◦ ra1(x)定义的 rI : X → XI

n。
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我们验证 rI 是一个强形变收缩。根据构造，显然有 rI ◦ i = idXI
n
，其中 i : XI

n → X 是包含映

射，并且还有 i ◦ rI ≤ idX。给定 I, J ∈ {0, 1}n，显然 rI = rJ 当且仅当 I = J。因此，存在 2n

种形式为 rI 的不同强形变收缩。综上所述，对于每一个 t > 0和 x ∈ X，由 ϕI(0, x) := x定

义的 ϕI : R+
0 ×X → X，其中包含 x ∈ X 和 ϕI(t, x) := rI(x)，是一个半流。

定理 4.3. 对于每一个正整数 n ≥ 2，存在一个有限拓扑空间 X，使得 D(X) = 1和 SF (X) =

n。

Proof. 考虑由 Xn := {x0, x0, x+1 , x1, x1, x
+
2 , x2, x2, ..., x

+
n , xn, xn} 给出的有限拓扑空间 xi <

xj , xj ;xi < xj 和 x+i < xj , xj 对于每一个 i < j，其中 n是一个非负整数（参见图 3中的 Hasse
图X3）。显然，Xn只有一个下降点，D(Xn) = {x0}。此外，很容易推导出 {x0, x1, ..., xn}是移除
下降点后X的唯一下降点。考虑由 ri(xj) := xj定义的缩回 ri : Xn → Xn，对于所有 0 ≤ j ≤ i

和 ri(x) := x否则，其中 i ≤ n。X 上的非平凡半流由 ri给出。因此，SF (Xn) = n+ 2。

x0

x0

x+
1

x1

x1

x2

x2

x3

x3

x+
2x+

3

X3

Figure 3: X3的哈塞图来自定理 4.3的证明。

请注意，通过对定理 4.3证明中的空间Xn进行修改，我们可以生成具有 n个不同半流的

无限多个有限拓扑空间。定理 4.3中提出的构造表明，下降击点并不是获得非平凡半流的独特
重要点。在这种情况下，图 3中的空间X3的点 xi起着重要作用。在以下定义中，我们确定了

这类点。

定义 4.4. 令 X 为一个有限拓扑空间和 y ∈ X。我们说如果存在一个点序列 x1, ..., xn ∈ X，

使得 x1 是 X 的下降节拍点，xi+1 是 X \ {x1, ..., xi}的下降节拍点对每一个 i = 1, ..., n − 1，

ht(xi) ≤ ht(xj)在 X 中当且仅当 i ≤ j 和 y = xn，那么 y是一个潜在的弱拍点。

给定一个有限拓扑空间X，很明显，通过考虑平凡序列：x，每一个下击点 x ∈ X 都是一

个潜在的下击点。此外，如果 x是一个潜在的下击点，则存在一个下击点 y ∈ X 使得 y < x。

定理 4.5. 令 X 是一个有限拓扑空间且 y ∈ X。则存在一个非平凡的半流 ϕ : R+
0 ×X → X，

使得对于每一个 t > 0都有 ϕ(t, y) 6= y成立，当且仅当 y是一个潜在的下降击点。

8



Proof. 假设 y是一个潜在的弱拍点。然后存在一个序列 x1, ..., xn ∈ X，使得 x1 是 X 的下降

击点，xi+1是X \ {x1, ..., xi}的下降击点对于每一个 i = 1, ..., n− 1，ht(xi) ≤ ht(xj)在X 中

当且仅当 i ≤ j，和 y = xn。令 xi为X \ {x1, ..., xi−1}中 Uxi 在 i > 2的最大值，并令 x1为X

中 Ux1 的最大值。定义 ϕ : R+
0 ×X → X 通过 ϕ(0, x) := x和 ϕ(t, x) := r(x)，其中 r : X → X

是由 r(xi) := xi给出的收缩，对于每一个 i = 1, ..., n和 r|X\{x1,...,xn} := id : X \{x1, ..., xn} →
X \ {x1, ..., xn}。由 r的构造可知，对于每一个 x ∈ X 都有 r(x) ≤ x。为了证明 r的连续性，

我们研究可能的情况，在这些情况中我们考虑 x < x′ 在 X 中。假设 x, x′ /∈ {x1, ..., xn}。然
后 x = r(x) < r(x′) = x′。假设对于某些 i = 1, ..., n和 x′ /∈ {x1, ..., xn}，有 x = xi。这表明

r(xi) = xi < xi < x′ = r(x′)。假设 x /∈ {x1, ..., xn}和 x′ = xi 对于某个 i = 1, ..., n成立。根

据 r的定义，r(x) = x和 r(xi) = xi。如果 xi 6∼ x，则我们得到 xi不是X \ {x1, ..., xi−1}中的
下降重点，这导致了一个矛盾。如果 x > xi，那么 xi 不是 X \ {x1, ..., xi−1}中 Uxi \ {xi}的
最大值，因为 xi < x < xi，这导致了一个矛盾。假设 x, x′ ∈ {x1, ..., xn}，比如说 x = xi 和

x′ = xj。根据定义 4.4，我们得到 i < j 因为 ht(xi) < ht(xj)。通过构造 r，xi = r(xi) < xi

和 xj = r(xj) < xj。因此，xi < xj。如果 xi /∈ {x1, ..., xn}，则 xi ≤ xj，因为 xj 是 Uxj 在

X \{x1, ..., xj−1}中的最大值。如果 xi ∈ {x1, ..., xn}，则与定义 4.4矛盾。为了总结，我们证明
了 r◦i = idr(X)，其中 i : r(X) → X是包含。我们证明了对于每一个 i都有 r(xi) /∈ {xi, ..., xn}。
我们通过反证法进行论证，假设对于某个 j > i有 r(xi) = xj，即 xi = xj。通过 r的构造，我

们得到 xi > xj。根据假设，i > j因为 ht(xi) > ht(xj)，这导致了矛盾。此外，通过 r的构造，

很明显 r(xi) 6= xj 与 j ≤ i。因此，对于每一个 1 ≤ i ≤ n，都有 r(xi) ∈ X \ {x1, ..., xn}。由于
r|r(X) = idr(X)，我们得到 r ◦ i = idr(X)。

假设存在一个非平凡的半流 ϕ，使得 ϕ(t, y) 6= y。定义 r : X → X 为 r(x) := ϕ(1, x)。让

我们考虑 {x1, ..., xn} := X \ r(X)，在这里我们有 i < j，只要 ht(xi) ≤ ht(xj)。由引理 3.5的
1.和 r(X)是X 的强形变收缩核的事实（见定理 3.8），我们可以推断出通过考虑 {x1, ..., xn}，
y可能是一个下降击点。

命题 4.6. 令X 为一个有限拓扑空间，并令 A为X 的潜在下拍点的最大反链，使得对于每一

个 a, b ∈ A，均有 Ua ∩ Ub = ∅，其中 a 6= b。然后 SF (X) ≥ 2|A|。

Proof. 通过定理 4.5的证明和假设，对于 A的每个潜在的下拍点 a，都存在一个非平凡的半

流 ϕa，使得对每一个 t > 0 都有 ϕa(t, a) 6= a，并且对每一个 t ≥ 0 和 x ∈ X \ {Ua} 都有
ϕa(t, x) = x。对于每一个 a ∈ A，设 ra := ϕa(1, x) : X → X。通过重复命题 4.2的证明中关
于收缩映射 ra的相同论证，我们可以得到期望的结果。

命题 4.7. 令 X 为一个有限拓扑空间，并且 x ∈ X。如果 x不是一个下降点，并且 ϕ是定义

在 X 上的非平凡半流，使得对于每一个 t > 0都有 ϕ(t, x) 6= x，那么存在一个下降点 y < x

使得对于每一个 t > 0都有 ϕ(y, t) 6= y。
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Proof. 令 r : X → X 为定义 ϕ的收缩。存在 y1, y
′
1 ∈ X 使得 y1 ≺ x和 y′1 ≺ x满足 y1 6∼ y′1，

且 r(x) ≤ y1因为 x不是一个下击点。通过 r的连续性，我们推断出 r(y′1) 6= y′1。根据定理 4.5，
y′1是一个潜在的下拍点。如果 y′1是一个下拍点，那么我们可以得出结论。假设 y′1不是一个下

拍点。那么我们可以重复之前的论证以获得一个潜在的下拍点 y′2 并讨论它是否为下拍点。由

有限性可知，存在一个下降击点 y′n，使得 y′n < y′n−1 < · · · < y′1 < x和 r(y′n) 6= y′n。

这一结果也在图 2中进行了说明。将唯一潜在的下降节拍点 X，即 A移动的半流，同时

也会移动 B、C 或两者 B 和 C。此外，这个示例证明存在这样的半流，可以将一个潜在的下

拍点 x ∈ X 移动，并在 Ux中固定一个下拍点。

命题 4.8. 令 X 是一个有限拓扑空间，使得每个潜在的下拍点 x ∈ X 的高度为 1，并令 n是

X 的潜在下拍点的数量。那么 SF (X) = 2n。

Proof. 根据假设，x是一个潜在的低点当且仅当 x是一个低点。对于每个低点 x，存在唯一的

半流 ϕ，使得对于每一个 t > 0和 ϕ(t, y) = y，有 ϕ(t, x) 6= x成立，否则不成立。通过组合这

些半流，我们可以得到定义在X 上的每一个半流。具体来说，我们有 2n个不同的半流。

命题 4.8表明并非每一个自然数都能作为某个高度为一的有限拓扑空间 X 的 SF (X)实

现。此外，在定理 4.3的证明中，有限拓扑空间Xn的高度是 n+ 1。这自然引出了以下问题：

是否存在一个自然数m，使得每一个正数都可以表示为某个有限拓扑空间X 的 SF (X)，该空

间具有 ht(X) ≤ m？是否存在一个简单的闭合公式来表示 SF (X)，该公式基于 X 的潜在下拍

点数量？
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