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分数量子绝缘体的通量附加理论
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在没有磁场的情况下寻找分数量子霍尔相的工作主要集中在模仿朗道能级特征的平带系统上。在另
一种方法中，分数激子绝缘体（FEI）已被提出作为一种相关电子-空穴流体，在具有强相互作用的不同
角动量带之间的带反转附近出现。找到能够稳定这种状态的真实相互作用哈密顿量仍然是一个有趣的
挑战。在这里，我们描述了复合玻色子和复合费米子理论，这些理论突出了在一类带反转模型中 (px +

ipy)
m激子配对在稳定 FEI 中的重要性。我们预测了一系列类似贾恩和类似的劳夫林 FEI状态，其中

最简单的具有玻色子 ν = 1/2分数量子霍尔态的拓扑序。我们讨论了这些发现对于相互作用陈绝缘体
模型中手性自旋液体相最近数值研究的意义。

介绍。量子凝聚态物理的一个近期研究重点是在零磁
场下寻找类似于分数量子霍尔 (FQH)状态的相关电子
态。分数陈绝缘体 (FCIs)最初是为填充近平坦的布洛
赫能带并具有非零陈数且存在强相互作用的情况而提
出的理论 [1–9]。近期在二维过渡金属二硫属化物材料
[10–12]和多层石墨烯器件 [13]中报道的实验结果增强
了对该范式的兴趣。

部分填充的平坦陈带提供了一条通往 FQH 状态
的道路，这条道路在精神上最接近部分填充朗道能级。
经验法则，如优化贝里曲率的一致性和饱和量子度量
上的迹条件，是工程布洛赫带以模仿朗道能级的方法，
这当部分填充 [14–16]时实现了 FCI。对于纯二维电子
气，伽利略不变性规定霍尔电导与朗道能级填充 σxy =

νe2/h相关联。因此，FQH平台出现在特定的 ν的集合
中 ν ≈ σxyh/e

2。然而，周期晶格消除了σxy和 ν [17, 18]
之间的对应关系。这提出了一个疑问，即部分量化的能
带填充对于实现 FQH状态是否是必不可少的。如果不
是这样，那么是什么决定了这个分数？

在最近的工作中，考虑了一条不同的路径，在这
条路径中，电子和空穴的关联流体中出现了一个 FQH
状态，称为分数激子绝缘体 (FEI)[19]。考虑了形式为
[20]|Ψm〉 =

∑
N (fN/N !)|ψN

m〉，

ψN
m({zi, wj}) =

∏
i<i′(zi − zi′)

m
∏

j<j′(wj − wj′)
m∏

i,j(zi − wj)m
,

(1)
其中 zi(wj)表示电子 (空穴)的复坐标，逸度为 f。这
个波函数类似于一个两组分的 Halperin 波函数 [21]，
但它不包括在朗道能级中出现的高斯因子。它不需要

分数化的带填充，但需要电子和空穴的密度相等。已
经证明对于 m = 1 方程 (1) 是一个简单非相互作用
两带模型的精确基态，该模型描述了陈绝缘体。使用
Laughlin 的等离子体类比的一个变体 [22]，人们认为
对于奇数整数m > 1（1）描述了一个由电荷 ±e费米
子（玻色子）组成的 Laughlin态，当m为奇数（偶数）
时，并具有 σxy = (1/m)e2/h。

这样的 FEI状态是可能的证据包括（i）复合费米
子平均场理论，以及（ii）耦合线构造。然而，这些方
法都没有提供如何实现这一状态作为物理可行哈密顿
量基态的指导。在这两种情况下，模型输入的结果取
决于 σxy 的值。对于 (i)，它依赖于通量附着方案以及
复合费米子哈密顿量，而对于 (ii)，则依赖于指定可解
极限的线耦合形式。因此，与 FQH状态不同，在那里
σxy由磁场（或朗道能级填充）指定，从这些理论中无
法明确知道给定微观模型中的 σxy应为何值。Ref. [19]
还引入了第三种方法：(iii)使用Ref.[23]中介绍的方法
构建了一个精确的（1）哈密顿量，该方法涉及特定的
长程多体相互作用。如果那些相互作用被随意设为零，
则得到的非相互作用费米子问题描述了具有角动量 m

激发配对的两个耦合带。这导致了这样的建议：在合
适的相互作用下，FEI 态可能通过反转两个角动量相
差m的能带来实现。

尚待确定的是，对于物理上可行的相互作用，倒
置带能否稳定一个 FEI基态。在本文中，我们通过展
示基于复合玻色子 [24–26]或复合费米子 [27, 28]的通
量附着理论，在导带和价带之间的角动量m耦合提供
了一个能够稳定 FQH态的相互作用，从而在这方面取
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得了一定进展。这超越了之前的理论，通过澄清角动
量m激子配对选择通量附着方案的物理机制，确定了
FQH电导。
我们将首先发展复合玻色子理论。我们将展示具

有 p个束缚通量（p奇数）的复合玻色子，激子配对项
仅在降低能量和打开能隙时才有效当 p = m时。因此，
复合玻色子理论选择 p = m。对于 m = 1，该理论正
确预测了一个整数量化的霍尔态带有 σxy = e2/h。对
于奇数整数 m > 1，这一理论描述了一种类似于含有
σxy = (1/m)e2/hLaughlin 态的电子和空穴的相关流
体。接下来我们将引入一种复合费米子理论，它描述
了更大一类状态，类似于 Jain态 [27]。我们将论证对
于角动量m的激子配对，在将 p通量附加到电子（p偶
数）的通量附着方案中，可以导致具有 Chern数 n =

m − p 的有间隙复合费米子态。我们将通过讨论这些
新状态中最简单的一种来结束，这种状态是一种具有
ν = 1/2FQH 状态拓扑序的玻色子态及其对在强相互
作用下实现手性自旋液体的数值工作的意义。
带反转模型。我们从一个哈密顿量H = H0 +Hpair开
始，描述角动量m带反转的情况，其中

H0 =
∑

k

(
|k|2

2m∗ − µ

)(
Ψ†

e,kΨe,k +Ψ†
h,kΨh,k

)
Hpair =

∑
k

vim(kx + iky)
mΨ†

e,−kΨ
†
h,k + h.c.

(2)

Ψ†
e,k = c†c,k在导带（c）中创建一个电子（e），而Ψ†

h,k =

cv,−k在价带（v）中创建一个空穴（h）。术语H0描述了 c

和 v带（两者都具有有效质量m∗），它们对于 µ > 0是
反向的。术语Hpair描述了电子和空穴之间的“激子配
对”。这是在 c和 v带之间的角动量相差∆Jz = h̄m时
允许的最低阶对称耦合。对于m = 1，它描述了“p+ip”
配对，在存在时间反演对称性破缺的情况下，这种配对
在具有反演和/或 C2 旋转对称性的材料中是可能的。
条件 m > 1 需要额外的对称性来禁止较小的 m。例
如，m = 3可能由于晶体中 s和 f 状态的反演而产生，
该晶体具有 C6旋转对称性 [29]。
对于µ > 0，在没有相互作用的情况下，(2)描述了

一个具有 σxy = me2/h的陈绝缘体。对于 m = 1，它
描述了一个质量为负的正则化狄拉克费米子 [30–32]。
在这种情况下，对于 µ = m∗v2/2，基态波函数以公式
(1)的形式精确给出，当用实空间算子 Ψ†

c(z)和 Ψ†
v(w)

表示时，在定义为满价带 [19]的真空上作用时为 f =

m∗v/(2π)。我们试图识别在强相互作用存在下 m > 1

可能的相。
复合玻色子理论。我们通过执行一个奇异规范变换来
定义复合玻色子算符，该变换将 p 磁通量子附着到导
带中的电子上，并将 −p 磁通量子附着到价带中的空
穴上。由于等密度的电子和空穴被附加了相反的磁通，
因此统计磁通在平均意义上将是零。虽然任何奇数整
数 p 都定义了一个具有此性质的有效统计规范变换，
但我们将看到下面选择 p = m 是由 Hpair 的形式决
定的。
就电子（空穴）复合玻色子算符 Φ̃e(h)(z = x+ iy)

而言，费米子算符是

Ψ†
e(z) = Φ̃†

e(z)e
ip

∫
d2z′Θ(z−z′)ρ(z′)

Ψ†
h(w) = Φ̃†

h(w)e
−ip

∫
d2w′Θ(w−w′)ρ(w′)

(3)

其中 ρ(z) = Φ̃†
e(z)Φ̃e(z) − Φ̃†

h(z)Φ̃h(z)，和 Θ(z) =

arg z。将（3）代入（2），我们得到

H0 =
|(∇− ia)Φ̃e|2 + |(∇+ ia)Φ̃h|2

2m∗ +V (Φ̃e, Φ̃h) (4)

其中包含 a = p
∫
d2z′∇Θ(z − z′)ρ(z′) 和 V =

−µ(|Φ̃e|2 + |Φ̃h|2) + u
2
(|Φ̃e|4 + |Φ̃h|4) − w|Φ̃e|2|Φ̃h|2。

（4）包括四次相互作用（带有 u > w），这取决于费米
子相互作用。然而，这种理论并不能精确预测 u,w。术
语 u即使对于非相互作用的费米子也存在，这是由于
泡利不相容原理。
配对项需要更仔细的处理，这将是我们分析的核

心。在实空间中，

Hpair =

∫
d2δzF (δz)Ψ†

e(z)Ψ
†
h(z + δz) + h.c. (5)

与 F (δz) = v∂m
δz̄δ

2(δz) ≡ v(∂x + i∂y)
mδ(x)δ(y)。δ-函

数将在晶格尺度 d上进行正则化。对于一个简单的正
则化，δ2(δz) = (πd2)−1e−|δz|2/d2

，

F (δz) =
2mv

πd2+2m
δzme−|δz|2/d2

. (6)

在复合玻色子算符方面，

Hpair =

∫
d2δzF̃p(δz)Φ̃

†
e(z)Φ̃

†
h(z + δz), (7)

其中

F̃p = F (δz)e−ipΘ(δz)eip
∫
d2z′ρ(z′)(Θ(z−z′)−Θ(z+δz−z′)).

(8)
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第一个指数项描述了电子和空穴之间的统计相互作
用。第二个指数项描述了与其他所有电子和空穴的相
互作用，并且对于小 δz可以展开为 1 + iāδz + ...，其
中 ā = ax − iay。使用 (6)，该展开式的首项（零阶在
δz）是

F̃p(δz) =
2mv

πd2+2m
rme−r2/d2

ei(m−p)θ, (9)

其中 δz = reiθ。这表明 (3) 将电子-空穴耦合的角动
量移动了 p。重要的是，对于 p = m，复合电子和空
穴以零角动量配对，表示为 F̃m(δz) = ṽδ2(δz)，带有
ṽ = 2mΓ(1 +m/2)v/dm。然后，

Hpair = ṽ(Φ̃†
eΦ̃

†
h + Φ̃hΦ̃e). (10)

如果我们选择了 p 6= m，那么 (9) 中的 θ 相关性禁止
了 δ函数耦合。在一阶近似下，F̃p 将涉及 δ函数的导
数，导致

Hpair ∝

 Φ̃†
e(∂z − ā)p−mΦ̃†

h + h.c. for p > m,

Φ̃†
e(∂z̄ − a)m−pΦ̃†

h + h.c. for p < m.

(11)
a依赖性（由规范不变性保证）来自于 (8) 中第二个指
数的展开中的高阶项。比较 (10) 和 (11)，由 Hpair 提
供的复合电子和空穴之间的耦合在 p = m的梯度中阶
数最低。这为选择合适的通量附着方案以用于复合玻
色子理论提供了机制。
我们接下来展示对于 p = m，Hpair 锁定了复合

电子和复合空穴玻色子流体，使得系统能够利用Hpair

降低其能量。最简单的方法是采用欧几里得拉格朗日
公式，在该公式中 a通过陈西蒙斯项实现。拉格朗日
密度是

L =Φ̃†
e (∂τ − ia0 − iA0) Φ̃e +

1

2m∗ |(∇− ia − iA)Φ̃e|2

+Φ̃†
h (∂τ + ia0 + iA0) Φ̃h +

1

2m∗ |(∇+ ia + iA)Φ̃h|2

+V (Φ̃e, Φ̃h) + ṽ(Φ̃†
eΦ̃

†
h + Φ̃hΦ̃e) +

1

m
LCS [aµ],

(12)

其中我们包含了外部矢量势 Aµ，以及

LCS [aµ] =
i

4π
εµνλaµ∂νaλ. (13)

在没有 ṽ并且与 aµ耦合的情况下，L描述了复合电子
和空穴的两种玻色流体。它们的密度由 µ决定，重要的

低能自由度是 Φ̃e,h 的相位。为了继续进行，我们写出
Φ̃e/h =

√
ne/he

i(ϕσ±ϕρ)，其中 e2iϕρ(σ) 产生电荷 2e（中
性复合电子-空穴对）。作用在ne = nh = n̄ ≡ µ/(u−w)
下达到最小。我们接下来将 δne,h = ne,h − n̄扩展到二
次阶，并消去 δne,h 中的大量波动。在所得作用量中，
ϕρ只出现在组合 ∂µϕρ−aµ中，可以通过对 aµ的规范
变换将其消除。我们然后找到 L = Lσ + Lρ 与

Lσ =
(∂τϕσ)

2

u− w
+

n̄

m∗ (∇ϕσ)
2 + 2n̄ṽ cos 2ϕσ

Lρ =
(a0 +A0)

2

u+ w
+

n̄

m∗ (a + A)2 +
1

m
LCS [aµ].

(14)

对于 Lσ，cos 2ϕσ 项将锁定 ϕσ 并隔离中性部分。为此
重要的是 p = m。对于其他 p，耦合由 (11)给出。例
如，如果 p = m+2，则为 [(∂zϕσ)

2− (∂zϕρ)
2] cos 2ϕσ，

这不会使中性部分出现能隙。对于 ṽ = 0，电子和空穴
电荷各自守恒，并且Lσ描述了一个无能隙的戈德斯通
模。这表明选择 p = m是自然的，因为它导致了最稳
定的有能隙复合玻色子平均场理论。

当中性部分存在能隙，剩余的低能量自由度由 Lρ

描述，该部分对电荷涨落表现出一个能隙。消除 aµ后，
则剩下 Lρ = m−1LCS [Aµ]，其描述了一个带有 σxy =

m−1e2/h的分数量子霍尔响应。

复合费米子理论。我们现在考虑将偶数整数 p附着到通
量上以定义复合费米子。在分数量子霍尔效应和分数
电荷绝缘体的背景下，复合费米子的平均场理论将没
有相互作用时无能隙的问题——部分填充的朗道能级
或电子的陈带——映射为一个有能隙的问题，在这个
问题中整数个复合费米子朗道能级或迷你带被填充。
然后复合费米子的霍尔电导 σCF

xy 是整数（以 e2/h为单
位），而电子的霍尔电导 σe

xy 是分数，因为 (σe
xy)

−1 =

(σCF
xy )−1 + p。这里，无相互作用的基态是有能隙的，
并表现出整数量子霍尔电导。复合费米子起始点有效
的必要条件是相互作用足够强以克服这一能隙。当这
种情况发生时，一个关闭能隙的相变会将系统从整数
量子霍尔状态带到分数量子霍尔状态。我们现在分析
后者。

在我们的通量附着方案中，复合费米子看不到平
均通量并表现出能隙。我们假设这个能隙足够大以至
于可以忽略相互作用。不同的m和 p值然后导致一系
列类似于 Jain 序列的分数量子霍尔状态。然而，与
Jain 状态不同的是，p的值和陈数并不能确定一个特
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定的分数量子填充因子。在一个给定系统中选择的 p

值将取决于具体的相互作用，并且超出当前理论的范
围来决定。

通量附着 (3) 后，使用 (11) 复合费米子 (Ψ̃e,h) 的
哈密顿量（忽略相互作用）是

HCF =
∑

k

(
|k|2

2m∗ − µ

)(
Ψ̃†

e,kΨ̃e,k + Ψ̃†
h,kΨ̃h,k

)
+

ṽim−p(kx + i sgn(m− p)ky)
|m−p|Ψ̃†

e,−kΨ̃
†
h,k + h.c.(15)

方程 (15)具有 Chern数m−p的间隙，这决定了 σCF
xy 。

移除与 aµ和 Aµ耦合的 Ψ̃e,h后，拉格朗日量为

L = (m− p)LCS [Aµ + aµ] + p−1LCS [aµ], (16)

并描述了一个带隙 FQH流体。对 aµ 进行积分则给出
一个带有确定系数的 LCS [Aµ]，该系数决定了

σxy =

(
1

m− p
+ p

)−1
e2

h
. (17)

对于 m 为奇数的情况，这一系列可能的状态包括由
复合玻色子理论 (p = m − 1) 预测的状态 σxy =

m−1e2/h，以及非相互作用的陈绝缘体带有 σxy =

me2/h(p = 0)，以及其他状态。有趣的是，这种情形
提出了从弱相互作用的整数 σxy = me2/h转变为强相
互作用克服带隙时的分数 σxy = m−1e2/h的可能性。

玻色量子霍尔态和手性自旋液体。上述分析可以应用
于电荷为±q的玻色子系统。该分析是相同的，除了复
合玻色子（费米子）理论需要 p为偶数（奇数）。特别
是，具有m = 2的玻色子理论预计会支持一个类似于
(1)且带有m = 2的基态。根据 Ref.的分析。[19]此状
态比m的较高值更稳健，因为波函数即使在配对密度
（或逸度，f）较低时也描述了量子霍尔流体。因此，玻
色子m = 2状态是一个吸引人的目标。

这里我们描述了一个玻色子由束缚的单态电子对
组成的场景。考虑由哈密顿量 (2) 描述的带自旋电子，
其中包含m = 1。没有相互作用时，反转状态是一个具
有 σxy = 2e2/h的陈绝缘体。从非倒状态 µ < 0开始，
假设 ↑和 ↓电子之间存在强烈的吸引力相互作用，因
此低能电荷激发是由 Φ†

2e = Ψ†
e↑Ψ

†
e↓ 和 Φ†

2h = Ψ†
h↑Ψ

†
h↓

形成的束缚对，其结合能为∆E。对于−∆E < µ < 0，
生成电荷 ±2e玻色子对在能量上是有利的，而单个电
子和空穴之间仍然存在能隙。方程（7）中的配对项则

要求一个二级过程来创建一组单态电子和一组单态空
穴。如果可以正确调整相互作用，“玻色带反转”将由

H = −(µ+∆E)(|Φ2e|2 + |Φ2h|2) +
|∇Φ2e|2 + |∇Φ2h|2

2m∗

+
u

2
(|Φ2e|4 + |Φ2h|4)− w|Φ2eΦ2h|2 + v(Φ†

2e∂
2
zΦ

†
2h + h.c.)(18)

描述。然后通过 3变换为复合玻色子 Φ̃2e,2h，并以 p = 2

进行，并预测具有 σxy = (1/2)(2e)2/h = 2e2/h的强配
对玻色量子霍尔态。

第二个场景可以通过考虑上述带自旋的m = 1理
论，并对 ↓自旋电子执行粒子空穴变换来处理排斥相
互作用（例如，c†c,k,↓ ↔ cv,−k,↓或等价地 Ψ†

e↓ ↔ Ψ†
h↑）。

在这种情况下，未反转状态下的电子之间的排斥相互
作用导致低能量中性玻色子激子，并且这些激发态携
带自旋 Sz = ±1：Φ†

+1 = Ψ†
e↑Ψ

†
h↑ 和 Φ†

−1 = Ψ†
e↓Ψ

†
h↓。

分析这种由类似于 (18) 描述的中性 Sz = ±1 玻色子
引起的激子带反转问题，然后使用 p = 2导致自旋部
分具有量子霍尔响应的绝缘状态，从而实现 Kalmeyer
Laughlin手征自旋液体 (CSL)状态 [33]。
最近的研究 [34–36] 已经研究了一个每三角形磁

通量为 π/2的三角晶格霍夫斯塔特-哈伯德（tHH）模
型。作为哈伯德U 的函数，存在从具有 σxy = 2e2/h陈
绝缘体到识别为 CSL绝缘态的转变。参考文献 [36]论
证了这种转变与电荷 2e单重态电子对间隙消失同时发
生，暗示掺杂后存在非常规超导性的可能性。tHH 模
型与此处研究的模型密切相关。它与具有最近邻跃迁
和沿一个对角线的二阶跃迁的，具有 s(px + ipy) 轨道
位于 A (B)子晶格上的双分层方晶格上的 Hubbard模
型相同。跃迁振幅具有相等的幅度 t和由轨道对称性确
定的相位。如果我们另外包含一个交错的子晶格势 µ，
那么对于 |µ| < 6t，其中 U = 0，该系统是具有两个自
旋简并能带且陈数等于 1 的陈绝缘体。对于 |µ| = 6t，
系统表现出与 2和m = 1相同的带反转过渡。

Divic 等人 [35, 36]考虑了该模型用于 µ = 0，处
于切尔恩绝缘体相中，并发现随着 U 的增加，电荷 2e

对的能隙趋于零。这似乎类似于上述的玻色子能带反
转情形 (18)，其中由玻色子电荷 ±2e电子对和空穴对
（它们是切尔恩数两个绝缘体的激发）构成的强配对玻
色子态具有 σxy = −2e2/h。所得的 CSL 可以被视为
Chern 绝缘体和强配对态之间的差异。当然，这种情
况发生在较大的 U 时，远离任何可解极限。如果正确，
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那么显然吸引相互作用必须在较大的（排斥）U 下出
现，将电子和空穴绑定成电荷 ±2e对。

另一种到达 CSL 相的方法是从平凡绝缘体开始，
具有 |µ| > 6t。在这种情况下，从平凡绝缘体到 CSL
的转变类似于上述第二种情景，涉及形成一个相关的
Sz = ±1电子激发流体。在这种情况下，激子束缚是
由排斥相互作用驱动的。这一情景与 Divic等人考虑的
模型之间的一个重要区别是，(18) 的粒子空穴变换版
本 SU(2)自旋对称性被减少到由 Sz 生成的 U(1)，因
此它适用于包含晶场或自旋轨道相互作用的模型。或
者，考虑激子带反转问题的一个 SU(2)不变量版本可
能是有趣的。

讨论。在这篇论文中，我们研究了一个相互作用费米子
的模型，该模型经历了一次带反转过渡，带有轨道角动
量m耦合。基于由m决定的通量附着方案的复合玻色
子分析预测，在反转状态下存在一种强关联的电子和
空穴流体，类似于具有 σxy = (1/m)e2/h的 Laughlin
态。复合费米子分析预测了一组可能的状态，这些状
态类似于 Jain态。尚待确定的是，对于m > 1(2)与相
互作用（或对于玻色子的 (18)）是否表现出 FEI相，如
果表现出该相，则是否存在直接过渡到平庸绝缘体。数
值研究这个问题以及紧密相关的问题将很有趣，即平
庸绝缘体和手性自旋液体之间是否存在直接过渡。这
项工作确立了能带反转与通量附加相结合的范式作为
解决这些问题的有前景的组织原则。

我们感谢 Stefan Divic 和 Clemens Kuhlenkamp
的有益讨论。SG感谢 NSF GRFP下 Grant No.DGE-
1845298的资金支持。AS得到了 CRC TRR-183关于
“纠缠物质态”的支持，以色列科学基金会的支持，以
及以色列科学基金会的量子计划的支持。
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