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Abstract. 机会约束规划（CCP）代表了优化中的保守性和鲁棒性之间的
权衡。在许多 CCP中，目标是在一个由随机向量 ξ 连续参数化的概率约
束下进行优化。在这项工作中，我们研究了一个特定的情况，其中约束是
准凸的与 ξ 相关。此外，向量 ξ 的支持是一组 N 场景，在维度 p = 2或
p = 3中。
一般来说，即使在决策变量的情况下，约束和目标都是凸的，CCP的可行
区域也是非凸的，使其成为一个困难的问题。然而，在温和假设下，许多
CCP可以重新表述为大M 混合整数凸规划（MICP）。
不幸的是，这些 MICPs的难度随着场景数量的增加而急剧增加，限制了
实际可在一个合理时间内解决的实例。
为了减少在MICP重新公式化中考虑的有效场景数量并加速其求解，我们
提出并测试了基于计算几何的预处理技术。我们的技术生成证书以在求解
常规MICP之前排除或选择某些场景先验的。此外，预处理过程中聚合的
信息利用了增强大常数M 的可能性。数值实验表明，在预处理上花费一些
时间比直接求解一类问题更有效概率投影，包括一种有趣的设施定位问题
类型。

1 介绍

令 ξ 是一个具有有限支撑基数 N 的 p 维随机向量，即：supp(ξ) =

{ξ(1), . . . , ξ(N)}。我们关注如下形式的优化问题

F ∗
τ := min

x∈X
F (x) s.t. Pξ[c(x, ξ) ≤ 0] ≥ 1− τ (CCP)

其中 F 代表要最小化的目标函数，ξ 参数化概率约束，X ⊆ Rd 编码必须满
足的确定性约束（即独立于 ξ）且 τ ∈ (0, 1)是关于（完全确定性的）鲁棒对
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偶 (CCP)的松弛容差，即

F ∗
0 := min

x∈X
F (x) s.t. c(x, ξ(s)) ≤ 0 ∀s ∈ {1, . . . , N}. (RO)

鉴于 ξ的有限支撑，通常将 (CCP)重写如下

F ∗
τ = min

x∈X
F (x) s.t.

N∑
s=1

π(s) · 1
(
c(x, ξ(s)) ≤ 0

)
≥ 1− τ. (1)

对于每一个 s ∈ [N ] := {1, . . . , N}都有 π(s) := P[ξ = ξ(s)]。

像 (CCP)这样的问题出现在各个领域，例如，在金融 [12]，供应链管理 [3]，
最优疫苗接种策略 [13]或甚至微电网调度 [7]中。虽然鲁棒性可以说是优化
问题解决方案的一个可取特性，但像 (RO)这样的公式往往过于保守。确实，
它们的最优解受到随机参数 ξ的每一个结果的影响，甚至包括那些定义上在
实践中不经常发生的罕见情况。
请注意，可能会出现 (RO)甚至是不可行的情况，特别是在无限支撑的情况
下。将松弛容差 τ > 0（有时文献中称为风险承受能力，参见例如 [1]）设置
得足够大可以将问题 F ∗

τ 转变为一个可行的问题，同时通过考虑大多数由经
验场景引起的约束条件来保持一定程度的鲁棒性。(CCP)的解可以显著提高
成本，即 F ∗

τ � F ∗
0，但代价是在一般情况下需要解决一个非凸问题（见第

2节）。

大M方法

在当前背景下，通常会提到对于 ξ 的任何实现，可以计算所谓的 big-M 界
限。对于每一个 s ∈ [N ]，都可以访问

M (s) ≥ max
x∈X

c(x, ξ(s)). (2)

基于 (1)和上述大-M常数 (2)，可以引入N 切换个二进制变量 z = (z(1), . . . , z(N))

将 (CCP)重新表述为一个混合整数规划问题 (MI-CCP)（参见例如 [1, 5, 10]
并且参考文献中的相关内容)

F ∗
τ = min

x∈X , z ∈{0,1}N
F (x) (MI-CCP)

s.t.
N∑
s=1

π(s) zs ≥ 1− τ

c(x, ξ(s)) ≤M (s) · (1− zs) ∀s ∈ [N ].
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因此，求解 (MI-CCP)可能在计算上非常昂贵。值得注意的是，众所周知，
大量可能相当保守的大M 常量导致了较差的连续松弛 [2]。然而，对于许多
感兴趣的领域应用，额外的结构（例如 [9] 其中 c(x, ξ)是线性的（ξ）是可用
的。这利用了允许高效计算下界 F̌ ∗

τ ≤ F ∗
τ 和上界 F̂ ∗

τ ≥ F ∗
τ 以及有效不等式

的启发式方法，在预处理阶段显著减少了 (MI-CCP)的实际搜索空间。我们
研究了这种方法，其假设是 c(x, ξ)在 ξ中是准凸的。

目标

正如已经声称的那样，(MI-CCP)的易处理性关键取决于模型中大 M

值的大小以及考虑的场景数量（因此是二进制变量）。不幸的是，即使不等
式 (2)是紧的，c的结构以及 X 的直径都可能导致任意大的界限。因此，为
了加快求解 (CCP)（这是我们主要的目标），可以按以下方式进行。

逻辑编码. 首先，基于 ξ-空间中的拓扑论据，我们设计涉及变量 z 的逻辑约
束，这些约束导致场景被划分为一个安全集 ⊕ ⊆ [N ] ，一个剪枝集 	 ⊆ [N ]

和一个可选集 [N ]\(⊕∪	) 。令 F ∗
τ 为有限的，并且令 (x∗, z∗)为 (MI-CCP)

的最优解。如果 s ∈ ⊕，则可以将 z∗s = 1或 z∗s 设置为 1而不改变最优值 F ∗
τ。

如果 s ∈ 	，z∗s 必须等于 0，即场景 ξ(s)可以忽略。最后，受 [11]的启发，我
们提供了有效的不等式，将 z∗s 的值与 s ∈ [N ]\(⊕∪	)耦合起来，使得其中
至少有一个必须是 0。

大-M-紧致化。其次，类似于 [10]，我们基于 ⊕以及可能的一个上限 F̂ ∗
τ ≥

F ∗
τ（例如）收紧大的 M 值。F̂ ∗

τ = F ∗
0 如果 (RO) 是可行的。对于每一个

s ∈ [N ]\(⊕ ∪	)，我们计算

M (s)(⊕, F̂ ∗
τ ) ≥ max

x∈X , F (x)≤F̂∗
τ

c(x, ξ(s)) s.t. c(x, ξ(s̃)) ≤ 0 ∀s̃ ∈ ⊕. (3)

请注意，如果 (3)右边的问题的最优值小于或等于 0，则可以将场景 s添加
到安全集 ⊕ 中。
关于 (2)，M (s)是M (s)(∅,+∞)的简写，定义见 (3)。

符号表示法

当优化问题为不可行的，即其可行集为空时，我们赋予它最优值 +∞。
相反，当它是无界的，例如存在一个衰退方向使得目标函数无下界时，我们
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将最优值设为 −∞。令 ξ̄ ∈ Rp表示 ξ的一个实现，我们将

R(ξ̄) := {x ∈ Rd | c(x, ξ̄) ≤ 0} (4)

引入作为在 ξ̄ 下概率约束的可容许决策向量集。对于每一个子集 S ⊆ [N ]，
我们进一步定义子问题

ν(S) := min
x∈X

F (x) s.t. c(x, ξ(s)) ≤ 0 ∀s ∈ S. (S-subproblem)

假设

我们将列出一些在整个后续内容中都成立的有用假设。
(A) 对于每一个 s ∈ [N ]，π(s) > 0和 ν({s}) > −∞。
(B) 对于每一个 x ∈ X，函数 c(x, ·)是拟凸的。

Remark 1. 如 [8]所指出的，假设 (A)是不失一般性的。确实，如果从考虑
的情景数据集中移除 π(s) = 0 或 X ∩ R(ξ(s)) = ∅，ξ(s)，问题变为具有
Ñ = N − 1个情景的 F ∗

τ̃ 和 τ̃ = τ − π(s)。请注意，这个假设意味着当 τ < 1

时，F ∗
τ 的有界性，因为在最优解 (x∗, z∗)处必须至少存在一个 s ∈ [N ]使得

z∗s = 1。另一方面，可行性可能很难验证先验的。假设 (B) 是我们预处理启
发式算法的基础，即我们广泛利用了 c(x, ·)的次级集的凸性将场景添加到 ⊕
和 	中，见逻辑编码。

我们以示例 1和 2结束本节，这些示例满足我们的假设。
概率球投影 我们提供了N个不同的空间位置，即数据矩阵D = (ξ(1), . . . , ξ(N))T ∈
RN×p 的行、一个空间参考点 x̄ ∈ Rp 以及一对范数 (‖ · ‖o, ‖ · ‖õ)和 o, õ ∈
{1, 2,∞}。目标是找到从 x̄最近的点 x ∈ Rp，即最小化距离 ‖x− x̄‖o同时确
保它属于 Bõ(ξ,R)的概率至少为 1− τ。假设对于每个 s ∈ [N ]，P[ξ = ξ(s)] =

π(s) > 0，问题如下：

F ∗
τ = min

x∈X
‖x− x̄‖o︸ ︷︷ ︸

F (x)

s.t. Pξ[‖x− ξ(s)‖õ −R︸ ︷︷ ︸
c(x,ξ)

≤ 0] ≥ 1− τ. (PBP-(p, o, õ))

这里，p = d和 X = B∞(0d, R̄)在 Rd中是具有 R̄ > 0的均匀盒子。
对于任意的 s ∈ [N ]，X ({s}) := X ∩ R(ξ(s)) = Bõ(ξ

(s), R)是凸且紧的。假
设 (A)在 ν({s}) = ‖projX ({s})(x̄)− x̄‖o ≥ 0 > −∞下成立，并且 c(x, ξ)在
ξ中是凸（因此也是拟凸）的，从而验证了假设 (B)。
我们在此后提供一个 PBP-(2, 2, 1)（示例 1）的实际应用实例和一个不太常
规的 PBP-(3, 2,∞)（示例 2）实例。
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Example 1 (概率设施选址).

必须找到安装一个新的直升机停机坪设施 x ∈ R2 的位置，以使其与参考医
院 x̄ ∈ R2的飞行距离 L2−最小。周边居住的相关人口聚集在N 个不同的地
点，即：(ξ(1), . . . , ξ(N))。人口中有 π(s) > 0的比例位于位置 ξ(s)，对于每一
个 s ∈ [N ]。设计约束要求在人群中随机发生的紧急情况应以至少 1− τ 的概
率位于距直升机场的曼哈顿 L1−距离为 R > 0半径范围内。

Example 2 (最优观察点).

以同样的精神，可以思考以下问题。人们希望尽可能接近 x̄ ∈ R3 来观看那
里发生的事件，同时待在一个安全的地方，安全的概率至少为 1 − τ。对于
每一个 s ∈ [S]，存在 π(s) ∈ (0, 1)的几率使得一个随机气象现象的结果意味
着：ξ(s) 描绘了一个半径为 R > 0的三维均匀盒子的中心，在这个盒子里需
要待着才能安全地观看上述事件。

2 枚举复杂度

在本节中，我们展示了 (MI-CCP)可以作为目标函数 Fτ 的全局最小化
问题，该目标函数是从有限数量的函数集合中的最小值衍生出来的。正如我
们将揭示的那样，这些函数的定义域不同，导致目标函数 Fτ 在 X 上并非处
处连续。最近的工作 [15, 16]致力于解决有限数量函数集合中的最小值的全
局最小化问题。不幸的是，其中提出的方法不适用，因为它们关键地依赖于
整个目标函数的连续性。为了获得上述集合大小最小的形式，我们建立以下
事实。不失一般性，总是存在一个最优解 (x∗, z∗)到 (MI-CCP)，称为最小
解，使得 ∑

s∈[N ]

π(s)z∗s − min
s̃∈{s∈[N ] | z∗

s=1}
π(s̃) < 1− τ. (5)

确实，如果 (5) 不满足，则 (x∗, z∗ − es̃) 变为对 (MI-CCP) 的可接受且最
优解，并且我们可以递归地进行直到 (5) 成立。我们注意到这样的 x∗ 与
(1 − τ) 效率点 [4, 6] 的概念密切相关。每个最优解 (x∗, z∗) 引发一个选择
Ŝ(z∗) = {s ∈ [N ] | z∗s = 1} ⊆ [N ] 场景集合，使得 F ∗

τ = F (x∗) = ν(Ŝ(z∗))，
回顾 (S-subproblem)。

我们现在介绍定义 1，描述由极小解引入的选择的结构。
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Definition 1 (最小子集对于 (MI-CCP)). 令 S ⊆ [N ]。S被称为 (MI-CCP)
的极小子集当且仅当

1− τ ≤
∑
s∈S

π(s) < 1− τ + min
s̃∈S

π(s̃). (6)

Remark 2. 显然，如果 (x∗, z∗)是一个最小解，那么 Ŝ(z∗)是一个最小子集。
然而，如果 S 是一个最小子集，那么 (S-subproblem) 中 ν(S) 的最小化者
x∗(S)不一定是 (MI-CCP)的全局最小化者。

我们用 Sτ 表示包含每个最小子集的集合，对于 (MI-CCP)。现在让我们在示
例 3中突出显示 (MI-CCP)组合性质的第一个线索。当每种情况等概率时，
我们以显式形式表示 Sτ。

Example 3 (等概率场景).

令 π(s) = 1/N 对每个 s ∈ [N ]成立。可知 (6)可以重新表述为

N · (1− τ) ≤ |S| < N · (1− τ) + 1. (7)

从 (7)，可以推断出 Sτ =
{
S ⊆ [N ] | |S| = dN · (1− τ)e

}
使得

∣∣Sτ

∣∣ = (
N

dN · (1− τ)e

)
. (8)

由于（至少）一个全局最小值 (x∗, z∗)的 (MI-CCP)是最小的，并且可以通过
设置 x∗为 ν(Ŝ(z∗))的最小值来获得，其中 Ŝ(z∗) ∈ Sτ，那么解决 (MI-CCP)
的策略可以如下进行。对 Sτ 进行迭代，一次尝试一个最小子集 S ，通过计
算 ν(S)。最终，它实现了

F ∗
τ = min

S ∈Sτ

ν(S). (9)

Remark 3. 当所有场景的可能性相等（示例 3）时，(9)中要求的详尽枚举很
容易实现。在更一般的分布下，可以解决一系列增量的可行性问题。从一个
空集合 Ŝτ = ∅开始，我们计算下一个要审查的最小子集 S 在 (9)中（并在
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之后包括 Ŝτ），作为 Ŝ(z) = {s ∈ [N ] | zs = 1}其中 z是该系统的可行解

N∑
s=1

π(s) zs ≥ 1− τ (10)∑
s∈S

π(s) zs ≤ 1− τ − ε̌+ π(s̃) + (1− zs̃) ∀s̃ ∈ [N ] (11)∑
s∈S

zs ≤ |S| − 1 ∀S ∈ Ŝτ . (12)

第一个 (10)和中间不等式 (11)上面的实现要求最小子集通过 ε̌ ∈ (0,mins∈[N ] π
(s)/2]

确保右边的严格不等式 (6)。可以注意到，确实，如果 zs = 0（因此 s 6∈ S =

Ŝ(z)）的话，(11)的右侧大于 1，且约束始终有效。
最后的不等式 (12)排除了之前见过的最小子集 S，存储在 Ŝτ 中。也就是说，
上述枚举方法很快就变得不切实际，即使对于 N 的适度值也是如此。值得
注意的是，当 Sτ 是明确的（示例 3）时，枚举任务可以在B ≥ 1单元上并行
化。然而，除非 B = Θ(|Sτ |)，否则在串行求解的最小数量 (S-subproblem)
（因此实际经过的时间）随 N 指数增长。

如前所告，我们通过将 (MI-CCP)作为 Fτ 的全局最小化来结束本节，即对
于每一个 S ∈ Sτ，有限多个函数 fS : Rd → R∪ {∞}的逐点最小值。相应的
有效域为

dom fS = X (S) :=
⋂
s∈S

(
X ∩ R(ξ(s))

)
.

从而，简单地写作 F ∗
τ = minx∈Rd Fτ (x)其中对于每一个 x ∈ Rd，

Fτ (x) := min
S ∈Sτ

F (x) + IX (S)(x) = min
S ∈Sτ

fS(x). (13)

Remark 4. 在任何情况下，domF 是 |Sτ |子集的并集，即：

domFτ =
⋃

S ∈Sτ

X (S).

令X 是凸的，并且对于每一个 s ∈ [N ]，c(·, ξ(s))是拟凸的。Fτ 的定义域作为
有限多个凸集的并集而存在。如在 [14]中分析的那样，在 ξ允许对数凹连续
分布的情况下，domFτ 可能整体为凸，这取决于参数 τ。显然，domF0是凸
的。在连续情况下，[14]发现存在一个阈值 τ̂，在该阈值以下，每一个 τ ≤ τ̂

都会导致一个凸的 domFτ。这种情况有时对于离散分布也是正确的。我们
在图 2中展示了这一点，并用经验性 τ̂ ' 2 · 10−2验证了 [14]的研究结果。
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Fig. 1: 概率设施选址（示例 1）：domFτ 的凸性分析 | 对每个 τ ≤ 2 · 10−1都
是凸的（左图）和在 τ = 1.5 · 10−1下是非凸的（右图）。

3 预处理技术

现在背景已经设置好了，我们可以深入我们的预处理技术。
我们强调假设（B）的重要性，基于此我们推导出有用的引理 1。我们回忆一
下对于任意的 z ∈ {0, 1}N ,Ŝ(z) = {s ∈ [N ] | zs = 1}。

Lemma 1. 令 (x, z)对于 (MI-CCP)和 Ξ = conv({ξ(s̃) | s̃ ∈ Ŝ(z)})是可行
的。对于每一个满足 zs = 0和 ξ(s) ∈ Ξ的 s ∈ [N ]，(x, z + es)保持可行。

Proof. 由构造可知，对于每一个满足 zs̃ = 1的 s̃ ∈ [N ]，都有 c(x, ξ(s̃)) ≤ 0。令
ξ(s) ∈ Ξ，使得存在权重 q(s̃) ∈ [0, 1]总和为 1，其中

∑
s̃∈ Ŝ(z) q

(s̃) ξ(s̃) = ξ(s).。
由拟凸性（假设 (B)）的 c(x, ·),

c(x, ξ(s)) ≤ max
s̃∈ Ŝ(z)

c(x, ξ(s̃)) ≤ 0.

可知，如果 zs = 0，则可以设定 zs = 1而不改变 x的值，从而证明 (x, z+es)

是 (MI-CCP)的一个可行解。

因此，应该考虑可行的解 (x, z) 在最小体积意义上的问题，即不存在最小
子集 S ⊂ {s ∈ [N ] | ξ(s) ∈ conv({ξ(s̃) | s̃ ∈ Ŝ(z)})}，

conv({ξ(s) | s ∈ S}) ( conv({ξ(s̃) | s̃ ∈ Ŝ(z)}). (14)
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否则，对于每一个 s ∈ S 和 ẑs = 0，(x, ẑ)与 ẑs = 1也是可行的，并且进一
步地，有 F ∗

τ ≤ ν(S) ≤ ν(Ŝ(z))。当场景等概率时，对于最小体积解决方案，
最小子集 S = Ŝ(z) 必须满足

s ∈ S ⇔ ξ(s) ∈ conv({ξ(s̃) | s̃ ∈ S}). (15)

。这在示例 4中所示的非均匀分布情况下并不成立。

Example 4. 令 N = 5，d = 2和 τ = 15/100。对于 s ∈ [4],π(s) = 22/100和
{ξ(s) | s ∈ [4]} = vert(B∞(02, 1))，使得 π(5) = 1− 4 · 22/100 = 12/100。唯
一的可能最小子集是 S = [4] = Ŝ(15 − e5)。然后，如果 ξ(5) = 02，ξ(5) ∈
int(B∞(02, 1))但是 5 6∈ S。

我们现在定义两种类型的子集用于场景，即。安全和修剪集（参见定义 2&3），
每个都作为一种或多种技术的骨干，并允许计算上下界。

Definition 2 (安全集). ⊕ ⊆ [N ] 是一个安全集，如果对每个在 (MI-CCP)
中的 s ∈ ⊕包含等式 zs = 1不会增加其最优值 F ∗

τ。

Definition 3 (修剪后的集合). 	 ⊆ [N ] 是一个修剪集如果包含每个在
(MI-CCP)中的 s ∈ 	的等式 zs = 0不增加其最优值 F ∗

τ。

Remark 5. 作为这两个定义的直接结果，如果寻找一个像 F̂ ∗
τ = ν(S) ≥ F ∗

τ

那样的合理上界，则子集 S ⊆ [N ]应满足

S ∈ T (⊕,	) :=
{
S ⊆ [N ]\ 	 |⊕ ⊆ S ∧

∑
s∈S

π(s) ≥ 1− τ
}
. (16)

类似于 (9)，可以推导出 F ∗
τ = minS ∈T (⊕,	) ν(S)。此外，仅考虑由 ⊕引起

的约束来最小化 F 得到一个下界 F̌ ∗
τ = ν(⊕) ≤ F ∗

τ。

3.1 保障安全性 技术

在本小节中，我们提出了有助于逐步构建安全集的充分条件。即，从
⊕ = ∅开始，可选择的指数 s ∈ [N ]\(⊕ ∪ 	)可以尝试 3，如果以下条件之
一被触发，则安全集更新为 ⊕ ← ⊕ ∪ {s}。我们首先给出一个通用条件（命
题 1），该条件独立于假设 (B)。第二个命题（命题 2），更为复杂，是新提出

3 我们强调可以同时处理多个索引，即并行处理。
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的且特定于这项工作。然而需要注意的是，从实际角度来看，只有当 p = 2

或 p = 3时才能有效地实现。

首先，基于 (MI-CCP)的有效不等式，剩余的可行域（或其某些松弛形式）
足够小，以至于给定约束 c(·, ξ(s))在其中处处非正。如果是这样，s ∈ ⊕。

Proposition 1 (Non-positivity selection). 令 F̂ ∗
τ ≥ F ∗

τ。对于任意的
S ⊆ ⊕，

0 ≥ max
x∈X , F (x)≤F∗

τ

c(x, ξ(s)) s.t. c(x, ξ(s̃)) ≤ 0 ∀s̃ ∈ S

表明 s属于 ⊕。

其次，条件是集合 ⊕ 和 	 的当前状态，如果 s 属于每一个声音子集 S ∈
T (⊕,	)（见 (14)），可以得出结论 s ∈ ⊕。通过引理 1的视角，这个陈述等
价于以下条件。

Proposition 2 (Non-separability induction). 若不存在 S ∈ T (⊕,	)
使得 ξ(s)被不包含在 Ξ = conv(ξ(s̃) | s̃ ∈ S)中，则 s ∈ ⊕。

Proof. 我们需要考虑两种结果。要么问题 (MI-CCP)是不可行的和F ∗
τ =∞，

或者存在一个最优解 (x∗, z∗)与 Ŝ(z∗) ∈ T (⊕,	)。在第一种情况下，立即得
到 s ∈ ⊕，因为根据定义，这个等式不会影响该问题的最优值。否则，要么
z∗s = 1已经如此，要么 z∗s = 0和 ξ(s) ∈ conv(ξ(s̃) | s̃ ∈ Ŝ(z∗)})。在后一种情
况下，引理 1确保 (x∗, z∗ + es)保持可行的，因此根据假设是最佳的。因此，
可以将 s包含在 ⊕中。

最后，我们引用推论 1，它允许将安全集 ⊕ 扩展到由 ⊕的场景构成的凸包
内的所有可选择的场景。

Corollary 1. 集合 {s ∈ [N ] | ξ(s) ∈ conv({ξ(s̃) | s̃ ∈ ⊕})}是（也）安全的。

Proof. 证明可以直接从引理 1推出。
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Fig. 2: 概率设施选址（示例 1）：基于命题 2的安全集增量构建；从⊕ = ∅和
	 = {11, 74}开始（玩具示例）|
初始化。|T (⊕,	)|较小（左边）比（右边）因此有更多的不可分离索引 s。

3.2 剪枝 技术

与第 3.1节的精神相同，但目标截然相反，我们现在旨在排除某些情景。
同样地，如果以下条件之一得到满足，则将修剪集更新为 	 ← 	 ∪ {s}。

类似于命题 1，反之可能会发生的情况是，剩余的可行域（或其某种松弛形
式）足够小，以至于给定约束 c(·, ξ(s))在其中处处严格为正。如果是这样，
s ∈ 	。

Proposition 3 (Strict-positivity exclusion). 令 F̂ ∗
τ ≥ F ∗

τ。对于任意的
S ⊆ ⊕，

0 < min
x∈X , F (x)≤F∗

τ

c(x, ξ(s)) s.t. c(x, ξ(s̃)) ≤ 0 ∀s̃ ∈ S

意味着 s属于 	。

容易观察到如果一个安全集 ⊕涵盖足够的概率权重，即。
∑

s∈⊕ π(s) ≥ 1−τ

（例如。a最小子集)，在 ν(⊕) = F ∗
τ 的意义下是最佳的。

否则，⊕ 必须包含（至少）一个额外的索引 s ∈ [N ]\(⊕ ∪ 	)。如果优化
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(MI-CCP)条件于 zs̃ = 1对于每个 s̃ ∈ ⊕ ∪ {s} 产生一个值，即 ν(⊕ ∪ {s}),
严格位于 F̂ ∗

τ ≥ F ∗
τ 之上，则假设 zs = 1 不会恶化 (MI-CCP) 的最优值被

拒绝。

Proposition 4 (Sub-optimality exclusion). 设 F̂ ∗
τ ≥ F ∗

τ，并令⊕ ⊆ [N ]

为一个非最优安全集。如果 ν(⊕ ∪ {s}) > F̂ ∗
τ，则 s ∈ 	。此外，成立

F̌ ∗
τ = min

s∈ [N ]\(⊕∪	)
ν(⊕ ∪ {s}) ≤ F ∗

τ . (17)

3.3 有效不等式

在某些情况下，例如约束可以分解为 c(x, ξ) = c̄(x)− ξ，可以定义所谓
的（广义）优先约束条件（见 [11]及其参考文献）。也就是说，可以在 ξ 空
间中定义偏序 �（例如逐元素比较 ≤)，从而从 ξ(s1) � ξ(s2)，zs1 ≤ zs2 成为
(MI-CCP)的有效不等式。这里，我们提出两种类型的有效不等式，源自引
理 1。由于篇幅限制，证明从略。

令 S ⊆ [N ]和 Ξ = conv(ξ(s̃) | s̃ ∈ S})。我们用 V (S)表示 Ξ的顶点场景索
引，即。V (S) := {s ∈ S | ξ(s) ∈ vert(Ξ)} 并且我们通过N(S)指数描绘了
包含在 Ξ中的所有场景，即N(S) := {s ∈ S | ξ(s) ∈ Ξ}。

Proposition 5 (Convex-hull inductions). 下列不等式成立

zs ≥
∑

s̃∈V (S)

zs̃ − |V (S)|+ 1 ∀s ∈N(S)\V (S). (18)

如果场景的可能性相等且
∑

s∈N(S) π
(s) ≥ (1− τ) +N−1，则∑

s̃∈V (S)

zs̃ ≤ |V (S)| − 1. (19)
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4 数值实验

我们这里关注的是示例 1（及其对 p = 3的直接推广）以展示以下预处
理程序的好处。
我们初始化 (⊕,	) = (∅, ∅)和 (F̌ ∗

τ , F̂
∗
τ ) = (∞,∞)。

1. 对于每一个 s ∈ [N ]，我们解决 ν({s})问题，记录其最小值点 x∗({s})，
更新 F̌ ∗

τ ← min{F̌ ∗
τ , ν({s})}，并且如果 x∗({s}) ∈ domFτ，则 F̂ ∗

τ ←
min{F̂ ∗

τ , ν({s})}。
最后，F̌ ∗

τ ≤ F ∗
τ ≤ F̂ ∗

τ。如果 F̂ ∗
τ < ∞，我们设 	 ← {s ∈ [N ] | ν({s}) >

F̂ ∗
τ }。

2. 对于每一个 s ∈ [N ]\(⊕ ∪	)，都会检查命题 2的条件以考虑将 s添加到
⊕中。建议设置一个时间限制，在达到该限制后停止检查。确实，我们
对非可分性归纳检查的实现复杂度为 O(N3)对于 p = 3，而相比之下为
O(N logN)对于 p = 2。因此，我们选择了 60[s]（在实践中从未达到）用
于 p = 2和 120[s] 用于 p = 3。

3. 我们应用推论 1（可能扩展 ⊕），并对每个 s ∈ [N ]\(⊕ ∪ 	)实施次优性
排除检查（可能扩展 	）。

4. 我们通过收紧大-M 界限来完成，如 (3)所示。

基准测试 我们实现的所有细节以及数据生成均在 GitHub上公开。参数在
(PBP-(p, o, õ))中被取为 p ∈ {2, 3},o = 2,õ = 1和R = 23

25
·p·maxs∈ [N ] ‖ξ(s)‖∞。

对于每一层 τ ∈ {0.05, 0.15}，5独立的随机数据集D被抽取并输入模型。设
置了总体时间限制为 500[s] (p = 2) 和 720[s] (p = 3) 来解决问题。我们报
告如下结果：上界（分别地 LB）作为求解过程中找到的最佳上界（分别地
下界）。评论 第四列代表算法成功提供最优解（即UB = LB = F ∗

τ）时所花费的平
均时间，无论是预处理还是直接。最后一列代表实现的平均事后验证相对优
化差距。请注意，如果给定实例的最优值 F ∗

τ 在时间限制内对于方法都未找
到，我们重新启动预处理进行长时间运行直到获得它。正如上述报告结果清
晰显示的那样，我们的初步数值实验表明使用我们的预处理技术在计算上是
有益的。我们将可能性作为未来研究课题，将我们的有效不等式 (18)&(19)
结合到 (MI-CCP)中，并扩展我们方法论的应用范围至更高维度 p > 3。

https://github.com/guiguiom/CCP_
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method p τ avg. time [s] | UB = LB # insts. solved avg. (UB − F ∗
τ )/F

∗
τ

presolve
2 5%

211.75 5/5 0%
direct 321.07 3/5 1.15%
presolve

2 15%
157.41 5/5 0%

direct (time limit: 500) 0/5 110.3% (excl. 1 outlier)
presolve

3 5%
438.91 4/5 ≤ 0.8%

direct (time limit: 720) 0/5 14.31%
presolve

3 15%
363.24 3/5 ≤ 7.49%

direct (time limit: 720) 0/5 122.8%

Table 1: 预处理与直接求解的比较
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