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摘要—无限采样通过在采样前使用模数非线性将信号折叠
到模拟数字转换器（ADC）的动态范围内，为高动态范围信号
提供了一种采集方案以防止饱和。最近，引入了一种称为模滞后
的泛化方案来考虑硬件非理想因素。然而，编码算子并不能保证
输出信号处于ADC的动态范围内。为了解决这个问题，我们提
出了一种修改后的模滞后算子，并展示了从模滞后样本中识别带
限信号的可能性。我们基于正交匹配追踪提出了一个恢复算法并
通过数值实验验证了我们的理论结果。

Index Terms—无限采样，广义模运算符，香农采样理论，
正交匹配追踪。

I. 介绍

著名的香农采样定理 [1]允许从离散样本 {g(nT) |
n ∈ Z}中恢复带限函数 g，其采样率 T > 0足够小，即
如果以或高于奈奎斯特速率采样，在硬件中由模拟到数
字转换器 (ADCs) 实现。然而，重建公式假设可以访问
完美的样本，数据中的任何失真都会导致重建中的伪
影。实践中一个特别的瓶颈是 ADC 以固定的动态范围
运行，输入信号超过阈值会导致饱和或削波，因此我们
遭受永久的信息损失。

为了克服这些限制，在 [2], [3], [4]中引入了无限采
样框架（USF）以及有数学依据的重建算法，其中在采
样之前，输入函数使用模算术折叠到动态范围内。从那
时起，已经提出了几种重建方法，例如 [5], [6], [7], [8]，
并且 USF 已被扩展到各种应用中，如成像 [9]、计算机
断层扫描 [10], [11] 和雷达 [12]。考虑了更一般的编码
算子 in [13]。
上述方法假设输入信号 g 达到动态阈值时立即折

叠，从而生成一种逐点操作的编码，即时间 t的输出由
g(t)决定。与此相反，在 [14], [15]中提出了一种广义模
数编码器，该编码器考虑了由于硬件缺陷导致的非瞬时
折叠。这给出了一个具有记忆的编码算子MH，意思是

This work was supported by the Deutsche Forschungsgemeinschaft
(DFG), project number 530863002.

图 1. 广义模编码器MH 和修改后的模滞后算子M h,α
λ 的示意图，用于随机

输入 g ∈ PWΩ，其中包含 λ = 0.2,h = 0.1和 α = 0.3，其中M h,α
λ g ∈

[−λ, λ]，但对于某些 t有 |MHg(t)| > λ。

MHg(t)不仅依赖于 g(t)，还依赖于 g(τ)对于 τ ≤ t。因
此，MH 也被称为模滞后算子。

在 [14], [15] 中提出的模型并不能保证输出处于
ADC 的动态范围内，参见图 1 的说明。因此，在这
项工作中，我们提出了一种改进的模滞后算子M h,α

λ ，
使其保持在给定的动态范围内。在第 II节中，我们证
明输入信号 g由离散样本 {M h,α

λ g(nT) | n ∈ Z}唯一确
定，并且当 T > 0足够小时成立，在第 III节中解释了
如何使用正交匹配追踪（OMP）恢复 g。最后，我们的
理论结果通过第 IV节中的数值实验得到支持。

II. 模滞后算子

对于函数 g : R → R，理想的模编码器Mλ 以模阈
值 λ > 0定义，如在 [2]中定义的那样通过

Mλg(t) = g(t)− 2λ
⌊g(t) + λ

2λ

⌋
for t ∈ R,

其中 b·c表示实数的地板函数，并且满足对于所有 t ∈ R
的Mλg(t) ∈ [−λ, λ]。典型的输入空间是带宽为 Ω > 0

的平方可积限带函数的 Paley-Wiener空间 PWΩ。在这
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种情况下，[3]表明如果采样率满足过采样条件T < 1
2Ωe，

则可以从输出样本中恢复输入函数，其中重建基于时域
中的迭代向前差分。首次硬件验证的模编码器在 [4]中
报告，并结合了频域恢复方法。

为了考虑非理想的硬件实现，在 [14]中引入了一
个具有参数三元组 H = (λ, h, α)的广义模编码器MH，
其中参数滞后效应的 h ≥ 0建模了复位阈值与后复位值
的不完美对齐，而参数瞬态的 α ≥ 0则建模了一个不精
确的折叠转换。对于函数 g，输出MHg 是通过一系列
折叠点 (τi)i∈N定义的，由

τ1 = min
{
t > τ0

∣∣ Mλ(g(t) + λ) = 0
}
,

τi+1 = min
{
t > τi

∣∣ Mλ(g(t)− g(τi) + hsi) = 0
}

给出，并且有 si = sgn(g(τi) − g(τi−1))和 τ0 ∈ R。然
后，对于 t ∈ R，

MHg(t) = g(t)− (2λ− h)
∑

i∈N
si εα(t− τi),

其中 ε0(t) = 1[0,∞)(t)模型表示瞬时折叠转换，并且对
于 α > 0，εα(t) =

t
α
1[0,α)(t) + 1[α,∞)(t)将折叠转换建

模为一条斜率为 1/α的直线。

注意输出MHg(t)取决于所有的折点 τj < t，因此，
MH 不是逐点作用的。此外，上述定义并不能保证对于
t ≥ τ0有Mλg(t) ∈ [−λ, λ]，如图 1所示。其中一个原因
是折叠点 (τi)i∈N独立于瞬态 α。为了说明这一点，我们
现在希望提出一个修正后的模滞回编码器定义。为此，
我们通过定义函数序列 (η

(α)
n )n∈N0

重写MHg

η
(α)
n+1 = η(α)n − (2λ− h) sgn(η(α)n (τn+1)) εα(· − τn+1),

其中 η
(α)
0 = g。这样，我们得到

τi = inf
{
t > τi−1

∣∣ |η(0)i−1(t)| ≥ λ
}

和
MHg(t) = lim

n→∞
η(α)n (t).

现在的想法是让 τi依赖于 η
(α)
i−1而不是 η

(0)
i−1。

定义 1 (修改后的模滞后). 令 λ > 0，h ≥ 0和 α ≥ 0。

对于函数 g : R → R和起始点 τ0 ∈ R，我们通过

κn+1 = inf
{
t > κn

∣∣ |ζn(t)| ≥ λ
}

和

ζn+1 = ζn − (2λ− h) sgn(ζn(κn+1)) εα(· − κn+1),

定义两个序列 (κn)n∈N0
和 (ζn)n∈N0

，其中设定了 κ0 = τ0

和 ζ0 = g。据此，我们定义修改后的滞环算子M h,α
λ 为

M h,α
λ g(t) = lim

n→∞
ζn(t) for t ∈ R.

当考虑输入函数空间

C 0,1
λ,τ0

=
{
g ∈ C 0,1(R)

∣∣ |g(t)| < λ ∀ |t| ≥ |τ0|
}
,

其中 C 0,1(R) 表示在 R 上的 Lipschitz 连续函数空间，
这些函数几乎处处可微且导数本质上是有界的，可以
证明对于所有 g ∈ C 0,1

λ,τ0
，M h,α

λ g 是良好定义的，并且
与MHg相反，它满足M h,α

λ g(t) ∈ [−λ, λ] 对于所有的
t ∈ R和

κ0 < κn < ∞ =⇒ |M h,α
λ g(κn)| =

λ if α > 0,

λ− h if α = 0,

参见图 1以供说明。由于空间限制，我们在本文中省略了
证明，而是现在专注于从离散模滞回样本 {M h,α

λ g(kT) |
k ∈ Z} 以采样率 T > 0 进行可识别性研究。为此，我
们考虑空间

C 1,1
λ,τ0

=
{
g ∈ C 0,1

λ,τ0

∣∣ g′ ∈ C 0,1(R)
}

并陈述折叠点 (κn)n∈N0
的分离性质。

引理 1. 令 α > 0和 g ∈ C 1,1
λ,τ0
满足 ‖g′′‖∞ ≤ 2h

α2。那么，
对于 n ∈ N0我们有

M h,α
λ g(κn) · M h,α

λ g(κn+1) < 0 =⇒ κn+1 − κn ≥ α.

证明. 考虑子序列 (κmn
)n∈N，其中 κm1

= κ1 和 κmn+1

是下一个具有不同符号的折叠点，即，

κmn+1
= min

k>mn

{
κk

∣∣ sgn(ζk(κk)) 6= sgn(ζmn
(κmn

))
}
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Algorithm 1 (开放内存编程)
Input: 信号 s ∈ CM 和字典矩阵 V ∈ CM×N，误差
容限 ε > 0

1: c(0) = 0 ∈ CN ,S(0) = ∅, i = 1

2: while ‖V ∗(s− V c(i−1))‖∞ > ε do
3: j(i) = arg max1≤j≤N |[V ∗(s− V c(i−1))]j |
4: S(i) = S(i−1) ∪ {j(i)}
5: c(i) = arg minc

{
‖s− V c‖2 | supp(c) ⊆ S(i)

}
6: i = i+ 1

7: end while

Output: c(iend) ∈ CN

使得 M h,α
λ g(κmn

) = ±λ = −M h,α
λ g(κmn+1

)。现在，
不失一般性地令 M h,α

λ g(κm1
) = λ。然后，我们得

到M h,α
λ g(κm2−1) = λ 和M h,α

λ g(κm2
) = −λ。此外，

g′(κm2−1) ≥ p 2λ−h
α
和 p = |{κk ∈ (κm2−1−α, κm2−1)}|。

因此，我们可以估计 ζm2−1(t)对于 t > κm2−1为

ζm2−1(t) ≥ ζm2−1(κm2−1) + g′(κm2−1) (t− κm2−1)

− ‖g′′‖∞
2

(t− κm2−1)
2 − (p+ 1)

2λ− h

α
(t− κm2−1)

≥ λ− h

α2
(t− κm2−1)

2 − 2λ− h

α
(t− κm2−1).

由此我们得出结论，

κm2
≥ inf

{
t > κm2−1

∣∣∣ λ− h

α2
(t− κm2−1)

2

− 2λ− h

α
(t− κm2−1) = −λ

}
= κm2−1 + α.

我们现在假设对于某些 n ≥ 2我们有 κmn
≥ κmn−1+α。

不失一般性地设M h,α
λ g(κmn

) = λ。由于 κmn+1−1 ≥
κmn

> κmn−1 + α，我们可以像之前一样进行同样的论
证以获得

κmn+1
≥ inf

{
t > κmn+1−1

∣∣∣ λ− h

α2
(t− κmn+1−1)

2

− 2λ− h

α
(t− κmn+1−1) = −λ}

= κmn+1−1 + α,

这完成了证明。

在对 g的二阶导数施加上述条件后，我们可以描述

M h,α
λ g(t)在 t > |τ0|较大时的行为。

引理 2. 如果 g ∈ C 1,1
λ−h,τ0

满足 ‖g′′‖∞ ≤ 2h
α2 和 0 ≤ h <

λ，我们有M h,α
λ g(t) = g(t)对所有 t ≥ |τ0|+ 2α成立。

证明. 令 κn 为不大于 |τ0|的最大折叠点。我们现在遍
历不同的可能情况。

情况 1：如果 κn + α ≤ |τ0|，存在 k ∈ Z使得

|M h,α
λ g(|τ0|)| = |k (2λ− h) + g(|τ0|)|

≥ |k| (2λ− h)− |g(|τ0|)|

> |k| (2λ− h)− λ+ h.

如 |M h,α
λ g(|τ0|)| ≤ λ，我们得到 k = 0，这意味着

M h,α
λ g(|τ0|) = g(|τ0|) 并且因此对于所有 t ≥ |τ0| 均

有 ζn(t) = g(t)。将此插入到 κn+1的定义中，得到

κn+1 = inf{t > |τ0| | |g(t)| ≥ λ} = ∞,

，从而得出对于所有 t ≥ |τ0|均有M h,α
λ g(t) = g(t)成

立。正如 κn ≤ |τ0|所示，这是 α = 0的唯一情况。现
在设 α > 0。

情况 2：如果 κn + α > |τ0|，但 κn + α ≤ κn+1，我
们得到，对于某个 k ∈ Z，

|M h,α
λ g(κn + α)| = |k (2λ− h) + g(κn + α)|

> |k| (2λ− h)− λ+ h

使得 κn+1 = ∞和M h,α
λ g(t) = g(t)对于所有 t ≥ κn +

α。由于 κn ≤ |τ0|，这也适用于所有 t ≥ |τ0|+ α。

情况 3：如果 κn +α > max{|τ0|, κn+1}，但 κn+1 +

α ≤ κn+2，我们得到，对于某个 k ∈ Z,

|M h,α
λ g(κn+1 + α)| = |k (2λ− h) + g(κn+1 + α)|

> |k| (2λ− h)− λ+ h

使得 κn+2 = ∞ 和M h,α
λ g(t) = g(t) 对于所有的 t ≥

κn+1 + α。由于 κn+1 ≤ |τ0| + α，这也适用于所有 t ≥
|τ0|+ 2α。

情况 4：令 κn + α > max{|τ0|, κn+1}，κn+1 + α >

κn+2。如上，不失一般性地设 M h,α
λ g(κn) = λ。引

理 1 暗示了 λ = M h,α
λ g(κn+1) = M h,α

λ g(κn+2) 和
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M h,α
λ g(κn+2 + α) ≤ ζn+2(κn+2 + α)。这给我们得出

M h,α
λ g(κn+2 + α) ≤ λ+ ζn+2(κn+2 + α)− ζn+2(κn)

≤ λ+ g(κn+2 + α)− g(κn)− 3(2λ− h)

< λ+ 2(λ− h)− 3(2λ− h) = −3λ+ h < −2λ

与M h,α
λ g(t) ∈ [−λ, λ]矛盾。

我们现在可以推导出采样率 T的一个条件，以唯
一确定带宽为 Ω > 0的 g ∈ PWΩ 的模迟滞样本。在 [3,
Lemma 1]中，表明任意函数 g ∈ PWΩ只要当 0 < Tε ≤
π

Ω+ε
对于任意大于零的 ε > 0和任何有限集 J ⊂ Z由样

本 {g(kTε) | k ∈ Z \ J}唯一确定。我们可以应用这一
点来证明如果 T < π

Ω
,g 也由样本 {Ag(kT) | k ∈ Z}唯

一确定对于一个一般的算子 A : PWΩ → L2(R)具有

Ag(t) = g(t) ∀ t ∈ R \M

对于某个有界集M ⊂ R。

引理 3. 任何 g ∈ PWΩ都由 {Ag(kT) | k ∈ Z}确定，如
果过采样条件 T < π

Ω
得到满足。

证明. 由于 T < π
Ω
，存在 ε > 0使得 T ≤ π

Ω+ε
。现在定

义 J = M ∩ Z，它是有限的，因为M ⊂ R是有界的。
由于假设 {Ag(kT) | k ∈ Z \ J} = {g(kT) | k ∈ Z \ J}
关于 A，该陈述由 [3, Lemma 1]得出。

由于模滞后算子 M h,α
λ 在限制我们只考虑具有

‖g′′‖∞ ≤ 2h
α2 和 0 ≤ h < λ的函数 g ∈ PWΩ ∩C 1,1

λ−h,τ0
时

满足上述关于 A的条件，根据引理 2，我们得到了以下
关于M h,α

λ 的可识别性结果。

推论 1. 令 0 ≤ h < λ。然后，任何 g ∈ PWΩ ∩C 1,1
λ−h,τ0

，
其 ‖g′′‖∞ ≤ 2h

α2 均由模滞后采样 {M h,α
λ g(kT) | k ∈ Z}

唯一确定，如果 T < π
Ω
。

III. 通过OMP重构

对于我们的重建方法，我们假设给出了 2K + 1个
迟滞采样样本的 g ∈ PWΩ ∩ C 0,1

λ,τ0
，

{M h,α
λ g(kT) | k = −K, . . . ,K}

其中采样率为 0 < T < π
Ω
，K ∈ N 足够大使得对于

所有 |t| ≥ KT都有 |g(t)| < λ。让我们首先考虑位于

Algorithm 2 (SAOMP)
Input: 信号 s ∈ CM 和字典矩阵 V ∈ CM×N，误差容
限 ε > 0，初始阈值 ν ∈ [0, 1]，剪枝阈值 µ ∈ [0, 1]，
最大迭代次数 imax ∈ N

1: c(0) = 0 ∈ CN ,S(0) = ∅,δ = ν,i = 1

2: while i ≤ imax and ‖V ∗(s− V c(i−1))‖∞ > ε do
3: r(i) = V ∗(s− V c(i−1))

4: S(i) = S(i−1) ∪ {j ∈ {1, . . . , N} | |r(i)
j | ≥

δ ‖r(i)‖∞}
5: c(i) = arg minc{‖s− V c‖2 | supp(c) ⊆ S(i)}
6: S(i) = {j ∈ {1, . . . , N} | |c(i)j | ≥ µ ‖c(i)‖∞}
7: 对于 j 6∈ S(i) :c(i)j = 0

8: δ = δ + 1−ν
imax

, i = i+ 1

9: end while

Output: c(iend) ∈ CN

图 2. SAOMP 和 TAlg 重构的示例，针对随机 g ∈ PWΩ 基于模迟滞样本
M h,α

λ g(nT)进行，涉及Ω = 6.3 rad
s 以及 λ = 0.1,h = 0.05,α = 50ms和

T = 20.8ms。

固定点 −KT < κ < KT的折叠函数 εα(· − κ)，并为
n = 0, . . . , N设置 ε

(κ)
α [n] = εα((n−K)T−κ)，带有N =

2K。令∆ : RN+1 → RN 表示由∆z[k] = z[k + 1]− z[k]

定义的向前差分算子。然后，最多有 L = dα
Te + 1项

是非零的 ∆ε
(κ)
α ，因此对于合适的 κ̃1, . . . , κ̃L ∈ TZ，有

∆ε
(κ)
α [n] = ∆ε

(κ̃1)
0 [n] + . . .+∆ε

(κ̃L)
0 [n]。直观地说，一个

线性折叠被分割成最多 L个瞬时折叠。基于这一观察，
我们可以调整在 [16]中提出的恢复方法。
为此，设定 g[n] = g((n − K)T)，对于 n =

0, . . . , N 和 gλ[n] = M h,α
λ g((n − K)T)。然后，存在

Lλ ∈ N, κ1, . . . , κLλ
∈ [−K,K]T 和 σ1, . . . , σLλ

∈
{±1}，使得 gλ[n] = g[n] − sλ[n] 满足 sλ[n] = (2λ −
h)

∑Lλ

l=1 σl ε
(κl)
α [n]。我们将∆应用于获得 g

λ
[n] = ∆gλ[n]
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对于 n = 0, . . . , N − 1，并在此基础上计算其离散傅里
叶变换（DFT）ĝ

λ
[m] =

∑N−1
n=0 g

λ
[n] exp(− 2πimn

N
)对于

m = 0, . . . , N − 1。根据上述观察，信号 ŝλ可以写为

ŝλ[m] =
∑

`∈Lλ

c` exp
(
−iω0m

T
t`

)
其中包含 ω0 = 2π

N
,Lλ ⊆ {0, . . . , N} 和 t` ∈ (TZ) ∩

[0, NT]，其中 |Lλ| ≤ Lλ (dα
Te + 1)。现在，g的带限性

给出了

ĝ
λ
[m] = −ŝλ[m] for m ∈ Ec

NΩ,N

其指标为 Ec
NΩ,N = {NΩ + 1, . . . , N −NΩ − 1}，有效带

宽为 NΩ = dΩ(N+1)T
2π

e。定义向量 s ∈ CM 对于 M =

N − 2NΩ − 1通过 sm−NΩ
= ĝ

λ
[m]对于m ∈ Ec

NΩ,N，我
们可以通过求解最小化问题找到 c = (cn)

N−1
n=0 ∈ CN 与

cn = 0对于 n 6∈ Lλ

minimize ‖c‖0 subject to V c = s, (1)

其中 V ∈ CM×N 是一个范德蒙矩阵，其元素为
V m−NΩ,n+1 = e−iω0mn对于m ∈ Ec

NΩ,N，n = 0, . . . , N−
1。如在 [16]中解释的，可以通过正交匹配追踪（OMP）
算法 [17] 高效地解决 (1)，参见算法 1。应用差分算
子 S : RN → RN+1，定义如 Sz[k] =

∑
j<k z[j]，并从

gλ = (gλ[n])
N
n=0中减去 Sc最终恢复样本 g = (g[n])Nn=0。

在 [11] 中，显示了使用 OMP 求解 (1) 的恢复保
证，如果 c ∈ CN 的最大非零项索引满足 max{n | cn 6=
0} ≤ M − 1。通过引理 2我们知道，如果 g ∈ C 1,1

λ−h,τ0

满足 ‖g′′‖∞ ≤ 2h
α2 和⌈

|τ0|+ 2α

T

⌉
+K ≤ N − 2NΩ − 2.

为了加速恢复，我们用所谓的分阶段算术正交匹配
追踪（SAOMP）算法替换了OMP，该算法在 [18]中提
出。它具有额外的参数 ν来在一个迭代中找到多个折叠
点和参数 µ来移除错误选择的项，请参见算法 2。请注
意，当选择 ν = 1、µ = 0和 imax = N 时，SAOMP与
OMP一致。

IV. 数值实验

在我们的数值实验中，我们随机选择一个函数 g ∈
PWΩ并使用Ω = 6.3近似其模滞输出M h,α

λ g的数值。因
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图 3. M h,α
λ g(nT) 使用 λ = 0.1,T = 20.8ms 和不同值的 α 及 h 进行

SAOMP 重构的成功率，展示了 MSE 大于 0.001的频率，针对 50随机函数
g ∈ PWΩ 具有 Ω = 6.3 rad

s 。

此，我们使用我们的 SAOMP方法从其样本M h,α
λ g(nT)

重构 g，并将我们的结果与在 [14] 中提出的阈值算法
（TAlg）进行比较。一个示例如图 2所示，其中我们选
择了 λ = 0.1、h = 0.05、α = 0.05和 T = 0.0208。
当恢复使用 TAlg时，对于非常接近零的 α � 1表

现更好，但对于较大的 α，TAlg失效，而 SAOMP仍然
可以恢复，请参见图 2。为了进行更详细的分析，我们
研究了 α和 h对我们 SAOMP方法重建成功的影响。为
此，我们设置 λ = 0.1并使 α在 0和 0.07之间变化，并
使 h在 0和 0.1之间变化。然后我们计算了对 50个随机
选择的函数进行 SAOMP重构后的均方误差（MSE）。
结果如图 3所示，其中颜色表示有多少函数的 SAOMP
的MSE大于 0.001。
我们观察到 SAOMP对于一大范围的参数给出了

满意的重构结果。然而，我们的方法在折叠数很大的情
况下显示出不稳定，特别是当 α远大于 T时。在这种
情况下，修改后的字典矩阵 V 可以减少系数向量 c中
的非零元素数量，并允许获得更好的重构结果。然而，
这种方法超出了本文的范围，需要在未来进行更深入的
研究。
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