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导数到形式的扩展

MANUJITH K. MICHEL AND CHITRAREKHA SAHU

摘要. 将域 F 的导数扩展到 F−代数 B 的问题在交换代数和非交换环理论中被广泛研究。例如，每个
导子 F 扩展到 B 如果 B 是一个可分代数扩张或一个中心单代数在 F.上。我们统一和推广这些结果通
过展示一个导子 d的 F 具有常数域 C 扩展到有限维代数 B 如果 B 是一个某些 C−代数的形式，它有
一个平滑自同构方案 G。此外，我们证明了扩展 d对 F 的推导的 B 的推导集合与满足 Y, δ是一个微分
GF−torsor 的推导集合 δ之间存在一一对应关系，其中 Y 是与 B对应的 GF−torsor。

1. 介绍

令 R 是一个环。加性映射 δ : R −→ R 被称为 R 的推导，如果它满足莱布尼兹法则，即对于所有
a, b ∈ R有 δ(ab) = δ(a)b+aδ(b)。一个元素 r ∈ R被称为在导数 δ下是R的 constant，如果 δ(r) = 0。
在本文中，我们固定一个域 F 和一个导数 ′ : F −→ F, x 7→ x′，并且用 C 表示该导数下 F 的常数集。
可以很容易地看出 C 是 F 的子域。令 F̄ 表示 F 的可分闭包。从 [Mag94]，导数 x 7→ x′ 可以唯一地
延拓到 F̄ 并再次表示为 ′ : F̄ −→ F̄。对于矩阵M = (mij) ∈ Mn(F̄ )，令M ′表示矩阵 (m′

ij)。

对于一个有限维的 C−代数 A，A的自同构概形由函子 AutA : S 7→ AutA(S) := Aut(A⊗C S/S)给
出，对于每个交换的 C−代数 S，其中 Aut(A⊗C S/S)是 A⊗C S的所有 S−线性自同构群。已知函
子 AutA是定义在 C [Ser79] 上的代数群概形。

一个形式的 C−代数 A在 F 上是一个 F−代数 B，使得 A⊗C F̄ ∼= B ⊗C F̄ 作为 F̄−代数。可以观
察到，可分离扩张和次数为 n的有限维中心单代数是 F 上的

∏nC 和Mn(C)的形式。此外，
∏nC

和Mn(C)的自同构方案是光滑的。众所周知，F 的导出可以扩展到 F 的可分域扩张和 F [Ami82] 上
的有限维中心单代数。在这篇论文中，我们将通过展示 F 的导数可以扩展到给定的 C−代数 A在
F 上的任何形式，使得 AutA 是光滑的，来推广这些结果。令 A 为一个 C− 代数，其自同构概形
G := AutA是光滑的。我们固定一个基底 {e1, . . . , en}，作为A在C上的基，并将G等同于GLn的闭
子概形，同时将其李代数 g等同于Mn(C)的一个子代数。第一个伽罗瓦上同调H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ ))，
其中Gal(F̄/F )是 F̄ 在 F 上的伽罗瓦群，与 A在 F 上的形式的同构类集之间存在一一对应关系。令
f ∈ H1(GalF̄/F ),G(F̄ ))，则存在 Pf ∈ GLn(F̄ )，使得

f : Gal(F̄/F ) → G(F̄ )

由下式给出，

(1.1) σ 7→ fσ := P−1
f σ(Pf )

对于每一个σ ∈ Gal(F̄/F )。我们将证明形式为Af的导子集，扩展了F的导子，可以与集合 [P−1
f gF̄Pf+

(P−1
f )′Pf ]

⋂
Mn(F ) 等同，其中 gF̄ 是通过基变换获得的群概形 GF̄ 的李代数。对于上述 Pf，集合

[P−1
f gF̄Pf + (P−1

f )′Pf ]
⋂

Mn(F )非空 [JL07]，因此存在一种形式为 Af 的推导扩展了 F 的推导。
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2 导数到形式的扩展

GF−束是一个有限型的仿射概形 Y，定义在 F 上，带有概形间的态射 ρ : GF ×F Y −→ Y，使得对
于每个 F -代数 R，ρR : GF (R)×F Y (R) −→ Y (R)定义了 GF (R)对 Y (R)的一个左群作用，并且态
射 (ρ, p2) : GF ×F Y −→ Y ×F Y 是概形间的同构，其中 p2是到 Y 上的投影。如果此外，存在一个
从 F [Y ]推导出的 δ，它扩展了 F 的推导，使得该图表

F [Y ] C[G]⊗F F [Y ]

F [Y ] C[G]⊗F F [Y ]

ρ∗

δ id⊗δ

ρ∗

若交换则该对 (Y, δ)称为一个微分 GF -束。映射 ρ∗ : F [Y ] −→ F [G] ⊗F F [Y ] ∼= C[G] ⊗C F [Y ]是由
ρ诱导出的坐标环上的同态。我们看到对于一个GF−扭子 Y，(Y, δ)是一个微分GF−扭子当且仅当
F [Y ]⊗F F̄ 的导数

h⊗ x 7→ δ(h)⊗ x+ h⊗ x′, h ∈ F [Y ], x ∈ F̄

与 G(F̄ ) 在 F [Y ] ⊗F F̄ 上的作用交换。关于微分挠元的更多细节可以在 [BHHW18] 中找到。集合
H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ )) 与集合 GF -挠元在 F 上的同构类之间存在双射。从 [JL07, Section 5] 中，我
们可以看到，对于固定的上同调 f ∈ H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ ))，如果 Yf 是相应的 GF -扭子，则导数集
{δ : (Yf , δ) 是一个微分 GF−扭子 }由集合 [P−1

f gF̄Pf + (P−1
f )′Pf ]

⋂
Mn(F )表征，其中 Pf 与方程

(1.1)中的相同。因此，根据上述所有发现，我们得出结论：形式为 Af 的 A在 F 上的导出扩展了 F

的导出，这些导出被分类为 δ对 F [Yf ]的导出，使得 (Yf , δ)是一个微分 GF−扭子。这一最后结论是
定理 5.1在 [TW24]中的一个推广，其证明使用了 Picard-Vessiot理论，并假设 C 是代数闭的。
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2. 导数的扩展

令 C 为一个域，并且 A是一个具有光滑自同构方案 G的 C−代数。回忆一下，对于任何 C−代数
S,G(S) := Aut(A ⊗C S/S)。现在我们将观察到 A的 C−线性导子可以与群概形 G的李代数识别。
令 A[x]是一个在 A上的 x多项式环，使得 x与 A的元素交换，并且令 ε是 x在 A[x]

〈x2〉 中的像。我们知
道映射 δ : A −→ A是一个 C−线性导子 A当且仅当映射

A −→ A[ε]

a 7→ a+ δ(a)ε for all a ∈ A,

是一个 C−代数同态 [Mag94]。令 η : A[ε] −→ A是由 η(a+ bε) = a定义的 C−线性映射，对于每一
个 a, b ∈ A.。如果 g表示 G的李代数，则使用 [Wat12, Section 12.2]，

g = {φ ∈ G(C[ε]) : φC = eC ∈ G(C)},

其中 eC 是 G(C) = Aut(A/C)的单位元，对于每一个 φ ∈ G(C[ε]), φC 是复合映射，

A ↪→ A[ε]
φ−→ A[ε]

η−→ A.

令 φ ∈ g, a ∈ A和 φ(a) = a0 + a1ε对于某个 a0, a1 ∈ A，则 a = φC(a) = a0。因此，φ(a + bε) =

φ(a) + φ(b)ε = a+ a1ε+ bε。可以轻易验证由 δφ(a) = a1 定义的映射 δφ : A → A是 A上的一个 C−
线性导子。
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引理 2.1. 映射 φ 7→ δφ是从 g到所有 C−线性导数 A的一个双射。

证明. 令 φ ∈ g，则 φ 是 A[ε] 上的一个 C− 代数自同构。令 a ∈ A，则存在某个 a0, a1 ∈ A 使得
φ(a) = a0 + a1ε。由于 a = φC(a) = η ◦ φ(a)，我们得到 a = a0.。这表明映射 a 7→ a+ a1ε给出了从
A到 A[ε]的一个 C−代数同态，进而给出了 A的一个导子 δφ : a 7→ a1。反之，如果 δ是 A的一个导
子，则映射 a 7→ a+ δ(a)ε的 C[ε]−线性扩张 φδ 是 A[ε]上的一个 C−代数自同构，使得 η ◦ φδ 在 A

上的限制是恒等映射，即 φδ ∈ g。显然，映射 φ 7→ δφ和 δ 7→ φδ 是互逆的。 �

从上述引理（2.1），我们可以识别 C−线性导数与 A的 g。设 F 是一个微分域，常数集为 C，δ0 是
由 δ0(a⊗ f) = a⊗ x′定义的 A⊗C F̄ 的导数，对于每一个 a ∈ A和 x ∈ F̄。令 {e1, . . . , en}为 A在 C

上的基，f ∈ H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ ))和 Pf ∈ GLn(F̄ )如方程（1.1）中所示。形式 Af 对应于 f 是由扭
曲作用

∗ : Gal(F̄/F )× (A⊗C F̄ ) → A⊗C F̄

(σ, a⊗ x) 7→ fσ(a⊗ σx)

的不变量给出的，对于每一个 σ ∈ Gal(F̄/F ), a ∈ A和 x ∈ F̄。记 [e1 ⊗ 1, . . . , en ⊗ 1]的转置为 V，则
P−1
f V 的分量在扭曲作用下不变，并构成 Af 的一组基。

备注 2.2. 观察到从引理（2.1）我们可以将 gF̄ 识别为所有M ∈ Mn(F̄ )的集合，使得由 δM (V ) = MV

给出的 F̄−线性映射是一个导子。A⊗C F̄ .

命题 2.3. 令 f ∈ H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ ))，则存在一个从所有形如 Af 的导数集合到扩展 F 导数的集合
的一一映射

{P−1
f MPf + (P−1

f )′Pf : M ∈ gF̄ }
⋂

Mn(F ).

证明. 我们将证明映射 δ : Af −→ Af 扩展了由 δ(P−1
f V ) = N(P−1

f V ) 给出的 F 的导数，其中
N ∈ Mn(F ) 是 Af 的一个导数当且仅当 N ∈ {P−1

f MPf + (P−1
f )′Pf : M ∈ gF̄ }

⋂
Mn(F ).。令

N = P−1
f MPf + (P−1

f )′Pf ∈ Mn(F ) 对于某些 M ∈ gF̄，那么 δM (V ) = MV 提供了一个 F̄− 线
性导数的 A⊗C F̄ 和 δ := δ0 + δM 是一个扩展了 F 的导数的 A⊗C F̄ 的导数。我们有，

δ(P−1
f V ) = (δ0 + δM )(P−1

f V ) = (P−1
f )′V + P−1

f MV = (P−1
f MPf + (P−1

f )′Pf )(P
−1
f V ) = N(P−1

f V ).

由于 Af 是 P−1
f V 条目的 F−跨度，并且 N ∈ Mn(F ), δ限制为 Af 的导出。

反之，如果 δ 是 Af 的导出并扩展了 F 的导出，则对于某些 N ∈ Mn(F )有 δ(P−1
f V ) = N(P−1

f V )。
C−线性映射

b⊗ x 7→ δ(b)⊗ x+ b⊗ x′, b ∈ Af , x ∈ F̄ ,

是Af⊗F F̄ 的一个导数，将 δ扩展到Af⊗F F̄。由于Af⊗F F̄ ∼= A⊗C F̄，我们得到了A⊗C F̄ 的导数。我
们将这个导数在A⊗ F̄ 上表示为相同的 δ。令M ∈ Mn(F̄ )满足 δ(V ) = MV。然后 (δ−δ0)(V ) = MV

是一个 F̄−线性导数 A⊗C F̄，因此M ∈ gF̄。另外，

δ(P−1
f V ) = (P−1

f )′V + P−1
f MV = ((P−1

f )′Pf + P−1
f MPf )(P

−1
f V ).

因为 δ(P−1
f V ) = N(P−1

f V ) 和 P−1
f V 的元素构成了 Af 在 F 上的基，我们得到 N = (P−1

f )′Pf +

P−1
f MPf . �

推论 2.3.1. 设 B 是 A在 F 上的一种形式，那么存在一个导数扩展 F 的导数 B。

证明. 我们知道B是某种形式的B = Af 对于某些 f ∈ H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ ))。由于集合 {(P−1
f )′Pf +

P−1
f MPf ) : M ∈ gF̄ }

⋂
Mn(F )非空 [JL07, Section 5]，结果从命题（2.3）得出。 �



4 导数到形式的扩展

令 f ∈ H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ ))和 Yf 是与 f 对应的 GF−扭子。回忆集合导数 {δ : (Yf , δ) 是一个微
分GF−扭子 }被集合 [P−1

f gF̄Pf +(P−1
f )′Pf ]

⋂
Mn(F )特征化。结合命题 (2.3)，我们将有以下双射。

推论 2.3.2. 设 f ∈ H1(Gal(F̄/F ),G(F̄ )),Af 是相应的形式，Yf 是相应的 GF−扭子，则所有扩展 F

的导数的集合与集合 {δ : (Yf , δ) 建立一一对应关系，Af 是一个微分 GF−扭子 }。
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