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一维的 Hatano-Nelson 模型具有非互易跃迁，是一个相对简单的非厄米量子力学系统的显著示例，
它允许在开放量子系统中研究各种现象而不添加额外的增益和损耗项。在这里，我们建议将其用作构
建块来构造二维的相关非厄米哈密顿量。它具有通量模型的特点形式，在每个 plaquette 上具有顺时
针-逆时针非互易跃迁。通过添加局域 Hubbard类型的相互作用，我们分析了长程反铁磁序的形成及
其自旋激发。这样的模型是非厄米的，但 PT对称的，这导致存在两个区域：一个未打破 PT对称性的
区域（实值谱）和一个打破了 PT 对称性的区域，该区域具有例外线和复数能量谱。从一个区域过渡
到另一个区域由局域相互作用参数的值控制，并且与金属-绝缘体转变相吻合。我们还分析了自旋波频
谱，它对应于增益和损耗具有两种扩散 d波类型的模式。

I. 介绍

近年来，研究开放量子力学系统演化的最流行途
径之一是通过有效非厄米哈密顿量来描述它，这打破
了幺正性 [1]。这些研究活动的起源在于有关奇偶时间
（PT）对称哈密顿量的工作，该工作在厄米父代哈密顿
量中添加了平衡耗散（损失）和增益能量项 [2, 3]。PT

对称性允许构建进一步的非厄米哈密顿量，对于某些
参数空间，这些哈密顿量给出实数特征值，并且从纯
实到复数（耗散）能量谱之间的过渡由例外点 [4, 5]分
离。近年来，非厄米系统的领域由于在光学、声学、超
冷原子气体和超导量子比特等物理学各个领域的理论
预测和实验发现而迅速发展 [1, 6, 7]。特别是，由于实
现的可能性不同，例如使用超冷原子 [8–10]，非厄米哈
密顿量最近变得相当有前景。非厄米系统的特征物理
现象，如例外点的形成、围绕它们的手性传输以及非
厄米皮肤效应通常在一个粒子哈密顿量形式主义内得
到理解，并且目前的兴趣转向了多体系统，在这些系
统中相互作用与非厄米性的交互起到了核心作用。
非厄米性的一个显著例子出现在著名的 Hatano-

Nelson (HN) 模型 [11–13]中，该模型由一个具有不对
称（非互易）跃迁的一维（1D）晶格组成，这些跃迁导致
所有体态在边缘处局域化，从而引发所谓的拓扑非厄
米皮肤效应。跃迁的非互易性可以视为源自圆柱几何
中的横向伪磁场 [11]。到目前为止，已经研究了该模型
在存在相互作用 [14]、无序 [15, 16]情况下的行为，以及

将其扩展到二维晶格的情况 [17, 18]。受 HN模型的启
发，我们提出了一种在二维空间中实现非厄米性的方
法，该方法与厄米磁通 t-ϕ模型有一定的相似性，在此
模型中，ϕ是一种交错磁通 [19]。通常情况下，通过考虑
跳跃矩阵元具有形式 tr1,r2

= |tr1,r2
|eiφr1,r2 来构建通

量相位。对于厄米系统，我们需要满足φr1,r2
= −φr2,r1

的条件。如果后者不成立，则我们实现类似于 HN模
型的非互易跳跃。我们的构造从一个一维的 HN模型
开始，该模型有四个站点和周期性边界条件，并且具
有最大程度不对称的跳跃，即仅在一个方向上发生跳
跃，请参见图 1。这样一个简单的一维模型作为构建块
用于二维非厄米系统中，其中每个小格代表了刚刚描
述的最大程度不对称 HN模型。该过程示意性地展示
在图 1中。通过以顺时针和逆时针的方式组合这些方
块，我们得到了类似通量模型的非厄米版本。请注意，
厄米 t-ϕ通量模型包含对磁场的规范不变耦合，这可能
导致一系列电流产生反铁磁（AF）通量晶格 [19]，而
我们的模型则以不对称跃迁为特征，并不包括与实际
磁场的规范不变耦合。同样值得注意的是，图 1所示
的电流模式类似于冰模型，更具体地说，表现为二维顶
点模型，在该图中可以识别为所谓的 F 模型 [20]。在
此背景下还值得一提的是与 XXZ 海森堡链 [21]相关
联的顶点模型，它也采用非厄米形式。

将HN模型推广到二维形式的类似通量模型之后，
考虑通过添加原位库仑排斥来研究系统中相互作用的
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图 1. 使用具有周期性边界条件的完全不对称一维 Hatano-Nelson模型通过构建包含四个站点的面元来创建 HN模型的二维版本
的示意图。

影响是很诱人的。已知在半填充状态下，系统倾向于
反铁磁 Mott 绝缘相，然后随着有限掺杂而演化为金
属自旋密度波（SDW）状态。在这里，我们分析了所
提出的非厄米模型中的长程 AF 态的形成及其纵向和
横向自旋激发，通过计算相应的动态自旋磁化率来实
现。论文结构如下。在第 II节中，我们定义了我们的
哈密顿量，并使用 Hubbard-Stratonovich变换研究了
不同相互作用区域的谱行为。在第 III节中，我们计算
了横向和纵向分量的动力自旋磁化率，并分析了系统
是否存在自旋波。发现自旋波能量谱是纯扩散的 d-波
模式，代表增益和损耗。在第 IV节中，我们总结了主
要结果并讨论了进一步研究的前景。

II. 模型

所提出的二维HN模型的推广形式为通量模型，其
哈密顿量如下：

H = −t
∑

〈r,r′〉,σ

a†r,σbr′,σ − µ
∑
r,σ

f †
r,σfr,σ

+ U
∑
r

(
f †
r,↑fr,↑ −

1

2

)(
f †
r,↓fr,↓ −

1

2

)
, (1)

其中，

fr,σ =

ar,σ, r ∈ A

br,σ, r ∈ B
. (2)

该模型由三个参数描述，即跃迁积分 t、化学势 µ 和
onsite Hubbard排斥 U。运算符 a†r,σ 和 br,σ 分别是自
旋为 σ =↑, ↓且格点指标为 r 的费米子在子晶格 A和
B 上的产生和湮灭算符，跃迁过程如图 1所示。尽管
哈密顿量方程 (1)是非厄米特的，它是 PT对称的。在
一个格点上，P和 T的操作如下，

Pfr,σP = fN+n−r,σ, TiT = −i, (3)

其中N = (N,N)，N 是格点的数量且 n = (1, 1)。
首先研究非相互作用模型的性质是有指导意义

的，其中 U = 0。获得能量谱最简单的方法是考虑图
1中晶格中出现的两种类型的顶点。双分量晶格由图 2
中所示的蓝色和红色顶点生成。因此，图像上 PT对称
性通过交换两个顶点 (P)和反转箭头的方向 (T)实现。
两种类型的顶点由算子表示，

V A
r,σ = a†r,σ(br+ŷ,σ + br−ŷ,σ) + (b†r+x̂,σ + b†r−x̂,σ)ar,σ,

(4)
V B
r,σ = b†r,σ(ar+x̂,σ + ar−x̂,σ) + (a†r+ŷ,σ + a†r−ŷ,σ)br,σ.

(5)
因此，很容易看出，

HU=0 = − t

2

∑
r,σ

(
V A
r,σ + V B

r,σ

)
− µ

( ∑
r∈A,σ

a†r,σar,σ +
∑

r∈B,σ

b†r,σbr,σ

)
, (6)

从而能量色散由 E±
k = −µ± εk 给出，其中

εk = t
√

cos kx cos ky. (7)

对于 µ = 0（半填充）能量谱分裂成实部和虚
部，由条件 cos kx cos ky = 0 决定的例外线分开。特
别地，在子晶格布里渊区内（sBZ），谱在不同的区间
kx ∈ (−π/2, π/2)和 ky ∈ (−π/2, π/2)中是实数，并且
能量的实部和虚部之间没有间隙。值得注意的是，这
里的例外线与费米面重合，如图 3的（a）和（b）所示。
对于有限的 µ ≤ t，只有一个能带穿过费米水平，这由
µ = Re εk决定，并且它不与例外线重合。对于 µ > t，
系统是一个带绝缘体。
以下，我们考虑半填充的最有趣情况，µ = 0，并

研究长程 (π, π)反铁磁序的可能形成，该形成由 Hub-
bard onsite排斥介导。由于模型的亚格子结构，波矢
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图 2. 在二维晶格构造中出现的两种类型的顶点。箭头的方向
表示入射和出射费米子。从这一点来看，无法直接连接同一类
型的顶点。

(a) (b)

(c)

图 3. 非相互作用二维 HN通量模型在第一布里渊区的计算能
量色散，对于 µ = 0(a)，µ = 0.7t(c)。面板 (b) 显示费米面
µ = 0，它们也是异常线 cos kx cos ky = 0。

QAF = (π, π)是一个互反矢量，即 εk+QAF = εk。经过
Hubbard-Stratonovich变换后，公式 (1)写为

HMF = −t
∑

〈r,r′〉,σ

a†r,σbr′,σ − µ
∑
r,σ

f †
r,σfr,σ +

U

2

∑
r

m2
r

− U
∑
r

mr

(
f †
r,↑fr,↑ − f †

r,↓fr,↓

)
, (8)

其中mr 是辅助场。在平均场水平上，我们定义

mr =

m, r ∈ A

−m, r ∈ B
(9)

来描述反铁磁亚晶格磁化。进行傅里叶变换后，平均
场哈密顿量 (8)被对角化以揭示能量谱，

E±
k = −µ±

√
ε2k +W 2. (10)

其中W = U |m|和 εk 如上在方程 (7)中所定义。
对于W < t系统是一个 AF金属，其能量为复数

和实数值取决于动量的值，见图 4-(a,b)。费米面再次
与分离实数和复数值能量的例外线重合。对于W ≥ t，
系统从一个 AF 半金属（在W = t处，狄拉克点位于
(±π, 0)和 (0,±π)）转变为一个绝缘体，在W > t具
有实值能量图 4-(c)，其中整个 BZ 中的 PT 对称性得
以恢复。

有趣的是，变量变化，kx = k′
x+k′

y和 ky = k′
x−k′

y，
将能量色散（10）转换为，

E±
k′ = −µ± t

√
cos2 k′

x + cos2 k′
y +

W 2

t2
− 1, (11)

因此对于W = t，上述表达式与方形晶格 [22, 23]的 π-
通量相位的谱一致。此外，对于W = t，能量谱E±

k 在
sBZ区域四个角落的点 (±π, 0)、(0,±π)附近是线性的
E±

p = −µ± vF |p|，其中向量 p = (px, py)是从这四点
开始计算的，费米速度等于 vF = t/

√
2。

尽管在W = t情况下谱是无隙的，但还有另一种
方式可以生成间隙。类似于石墨烯 [24, 25]，我们可以
假设二维系统实际上是嵌入三维空间中的，并考虑到
长程库仑相互作用，其势为 V (r−r′) = e2/(ε|r−r′|)。
在这种情况下，动态地生成了间隙。这可以通过截断带
有库仑相互作用作为顶点的施温格-杜森方程得出，从
而导致自洽方程，

Σ(q) =
α

4π

∫
d2k

Σ(k)√
k2 +Σ2(k)|k + q|

, (12)

其中 α = e2/(εvF )是系统的“精细结构常数”，而Σ(k)

是自能。经过一些简化，我们可以找到方程 (12)的如
下近似解

Σ(0) = cΛ exp
[
− const√

2α− 1

]
, (13)

其中 c是一个常数，Λ是紫外截止值。从这一点可以看
出，常数 α有一个临界值 αc = 1/2，在这个临界值之
上能量谱出现了一个间隙。

III. 动态自旋磁化率

为了研究长程 (π, π)AF序的稳定性以及 AF态的
性质，我们继续通过分析磁有序态的纵向和横向（自
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(a) (b)

(c) (d)

图 4. 计算的 AF金属在W = 0.5t处的能谱 µ = 0（a），AF
半金属在W = t处（c）和 AF绝缘体在W = 1.5t处（d）。图
(b)显示了W = 0.5t的费米面（例外线）。

旋波）涨落来进行进一步的研究。横向 +−和纵向 zz

分量的基本动态自旋可压缩性由下式给出

χlm
0 (q, q′,Ω) =

∫
dteiΩt〈TtS

l
q(t)S

m
−q′(0)〉, (14)

其中 lm = +−, zz，S± = Sx ± iSy 对应于通常的自旋
梯子算符。

由于我们的非厄米模型从一开始就包含两个子晶
格，所以在AF态中不会出现额外的回折项。因此，在
随机相位近似（RPA）内，磁化率的各分量可以表示为，

χlm
RPA(q, q,Ω) =

χlm
0 (q, q,Ω)

1− Uχlm
0 (q, q,Ω)

, (15)

其中裸分量被找到为

χ+−
0 (q, q,Ω) =

1

2V

∑
k,c

′

1− W 2 − t2/2(cos kx cos(ky + qy) + cos(kx + qx) cos ky)√
ε2k +W 2

√
ε2k+q +W 2

 f(Ec
k+q)− f(Ec

k)

Ω + i0+ − Ec
k+q + Ec

k

+
1

2V

∑
k,c 6=c′

′

1 +
W 2 − t2/2(cos kx cos(ky + qy) + cos(kx + qx) cos ky)√

ε2k +W 2
√
ε2k+q +W 2

 f(Ec′

k+q)− f(Ec
k)

Ω + i0+ − Ec′
k+q + Ec

k

,(16)

和

χzz
0 (q, q,Ω) =

1

V

∑
k,c

′

1 +
W 2 + t2/2(cos kx cos(ky + qy) + cos(kx + qx) cos ky)√

ε2k +W 2
√
ε2k+q +W 2

 f(Ec
k+q)− f(Ec

k)

Ω + i0+ − Ec
k+q + Ec

k

+
1

V

∑
k,c 6=c′

′

1− W 2 + t2/2(cos kx cos(ky + qy) + cos(kx + qx) cos ky)√
ε2k +W 2

√
ε2k+q +W 2

 f(Ec′

k+q)− f(Ec
k)

Ω + i0+ − Ec′
k+q + Ec

k

,(17)

其中 c = ±是能带指标，f(ε)是费米-狄拉克分布，撇
号指的是对（减小的）sBZ的求和。
就像在厄米单带 Hubbard模型 [26]中一样，自旋

旋转不变性被破坏了，χzz
RPA 6= 2χ+−

RPA。而在排序波矢
量处的 χzz

RPA 有能隙，一直到反铁磁间隙能量的两倍，
χ+−

RPA 决定了自旋波的谱。特别是对于 Ω = 0 和 q =

QAF = (π, π)，横向分量的 RPA表达式有一个极点

1− Uχ+−
0 (QAF,QAF, 0) = 0, (18)

这对应于无能隙的戈德斯通模式，并等同于确定平均

场反铁磁序的平均场方程。

1

U
= − 1

V

∑
k

′ 1√
ε2k +W 2

[
f(E+

k )− f(E−
k )
]
. (19)

方程 (19) 的解自洽地确定了给定的 U 下的参数
W，并且它是温度的函数。此外，注意方程 (19)仅对
W > t的实值能量谱定义良好，即对于反铁磁绝缘体
和反铁磁半金属。

以下我们继续处理 PT-对称性的情况。在图 5中，
我们展示了沿布里渊区高对称点的 RPA 自旋磁化率
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(a) (b)

图 5. 计算沿 BZ的对称路径 (0, 0) → (π, π) → (0, π) → (0, 0)

的 RPA 自旋激发谱的横向分量，对于 (a) 反铁绝缘体 W =

1.5t,µ = 0,U = 1.47028t以及 (b)反铁半导体W = 1.001t,µ =

0,U = 0.79545t。这里，我们对给定的 W 自洽地计算了 U。
Imχ+−

RPA(q, q,Ω)在对数尺度上的强度。

虚部，分别使用了 AF 绝缘体（a）W = 1.5t 和 AF

半金属（b）W = t。情况类似于厄米特情形，集体自旋
激发是 PT-对称的。人们立刻可以看到，集体模式（自
旋波）是无耗散、无带隙的，并且与围绕 3t为中心的
粒子-空穴连续谱能带明显分离。此外，沿 M–X 以及
M–Y方向，自旋波几乎是平坦的，这表明了潜在的不
稳定性的存在，即 (π, π) 平均场 AF 阶对波动而言是
不稳定的。为了进行分析，我们将方程 (15)的分母在
q = QAF,Ω = 0处展开至二次项

χ+−
RPA(q, q,Ω)

∼= − χ+−
0 (q, q,Ω)

c1Ω2 + c2(δqx)2(δqy)2
, (20)

其中

c1 =
1

4V

∑
k

′ 1

(ε2k +W 2)3/2
, (21)

c2 =
1

128V

∑
k

′ 1

(ε2k +W 2)9/2
[
t4 sin2 kx sin2 ky(48W

4 − 64W 2ε2k − 7ε4k)

− 6t4(cos2 kx sin2 ky + sin2 kx cos2 ky)(6W 4 + 7W 2ε2k + ε4k)− 4ε2k(4W
6 + 9W 4ε2k + 6W 2ε4k + ε6k)

]
, (22)

以及 δq = q − QAF。方程 (20) 在点 Ω(q) =

±i
√
c2/c1δqxδqy 处有极点，这些极点是纯虚数的，与

特征实频谱线性的普通反铁磁激发形式形成对比。另
一方面，形式为 Ω(q) = ±cs|q| − iDq2且 cs, D > 0的
虚色散关系描述了包括来自热扩散 [27] 的耗散的 AF
自旋波。在我们的情况下，实部消失，负号对应于纯
扩散模式的 d-波类型。然而，正号导致相反的阻尼效
应，因此两个符号一起可以解释为与增益和损耗相关
联，在非厄米系统的行为中固有存在。通常情况下，普
通类型的扩散模态自然出现在顺磁状态 [27]中。未覆
盖的收益和损失过程仅在W 值的小区间内是有限的，
并且随着W 的增加迅速接近零。此外，系数 c1 和 c2

仅在未破坏的PT对称性区域中明确定义（W > t）。这
意味着在这种情况下，收益和损失机制即使在PT对称
性未被破坏的区域内也会发生。

自旋波在半金属的情况下也几乎保持平坦，并不
干扰粒子-空穴连续体，在这种情况下，该连续体也是
无能隙的。我们得出结论，由于近乎平坦的自旋波激
发谱，长程 (π, π)反铁磁序受到高度挫败。请注意，系

统向条纹型序 (π, 0)（或 (0, π)）潜在不稳定的迹象可
以从紧束缚色散在QX = (π, 0),εk+QX = iεk 处的性质
看出，这可以被认为是非厄米配对。

IV. 结论

为了总结，我们制定了非厄米通量模型，在该模
型中，平方晶格上的每个小方块都包含一个带自旋且
最大程度不对称的 Hatano-Nelson 模型。因此，该模
型的特点是在平方晶格内的一个小方块上具有顺时针
和逆时针方向不同的跳跃率，并类似于在 U(1)自旋液
体相中的反铁磁 SU(N) 海森堡模型的大 N 极限 [22]
中讨论的通量相。在半填充状态下，非相互作用模型
描述了一种由费米面表征的金属，其中异常线同时分
隔了能谱的实际和复数值分支。引入原位库仑排斥后，
我们分析了在半填充条件下具有 (π, π) 排序波矢量的
长程反铁磁相的形成。我们发现对于反铁磁绝缘体和
半金属，反铁磁有序恢复了 PT 对称性，并且能谱为
实数值。横向自旋激发（自旋波）在布里渊区的 M –
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Y和M – X方向上是无能隙且几乎平坦的，表明可能
存在从 (π, π)反铁磁有序向 (π, 0)或 (0, π)态的挫败。
这种不稳定性被证明与 d波类型的扩散模式的出现有
关。然而，在这种情况下，扩散不仅包括耗散贡献（损
失），还包括增强模式（增益），这是模型非厄米性的
结果。此外，这种行为发生在未破坏 PT对称性的区域
中。通常，非厄米 PT对称系统的非常规行为总是与破
坏了PT对称性的区域相关联。这里我们处理的是一个
全新的情况，在未被打破的 PT对称性区域内，增益和
损失现象仍然存在，这从动态磁化率的行为中可以得
到证实。这表明即使在未被打破的 PT对称性区域内，

也可以预期与系统与环境相互作用相关的现象。
从实验的角度来看，我们可以期望，在未破缺的

PT对称性区域内，类似于我们的系统中也会出现耗散
行为。
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