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奇异摄动系统使用稳定多速率显式格式的高效仿真

Yibo Shi and Cristian R. Rojas

Abstract—奇异摄动系统（SPSs）在工程应用中很普遍，
由于多时间尺度引起的刚性问题，数值求解其初值问题（IVPs）
具有挑战性。经典显式方法需要不切实际的小步长以保持稳定
性，而为 SPSs开发的隐式方法计算量大且对强非线性系统效
率较低。本文介绍了一种稳定多速率显式方案（SMES），它
在无需小时间步或隐式公式的情况下稳定了经典显式方法。通
过采用具有可变时间步长的多速率方法，SMES允许快速动力
学迅速收敛到其平衡流形，同时慢速动力学以更大的步长演化。
分析表明，SMES实现了数值稳定性，并且显著减少了计算工
作量和控制误差。其有效性通过一个数值示例来说明。

I. 介绍

奇摄动系统（SPSs）广泛存在于各种工程领域，
包括电气和机器人系统、化学反应以及生物过程 [1],
[2] 。这些系统的特征在于由于某些状态变量的导数乘
以小参数而导致多时间尺度的存在，从而导致快速动
态和慢速动态之间的分离。不同时间尺度的同时存在
使得标准系统分析和控制方法的应用变得复杂，因为
快速动态可以引入数值刚性和快速瞬态 [3], [4] 。因
此，需要专门的方法来处理这些小摄动参数所引入的
复杂性。
广泛的研究致力于 SPS的各种方面，如模型降阶

技术、复合控制策略以及简化此类系统分析和控制器
设计的渐近方法 [1], [5]。在这些问题中，数值求解 SPS
的初值问题 (IVPs)起着至关重要的作用。IVPs的数
值解使得能够探索系统行为、验证理论结果以及开发
当解析解难以获得时的控制算法 [6]。
求解 SPS初值问题的数值方法已被广泛研究。常

用的刚性求解器，如 MATLAB的常微分方程 15s和
常微分方程 23s，旨在处理刚性微分方程 [7]。常微分
方程 15s使用 Gear的方法，而常微分方程 23s基于
修改过的二阶 Rosenbrock 公式；两者都是完全隐式
方法。这些求解器在模拟 SPS 时通过允许更大的时
间步长而不牺牲显著的精度提供了数值稳定性。为了
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解决完全隐式方法的计算负担，针对 SPS开发了隐显
（IMEX）方案 [8], [9]。IMEX方法将系统分解为快速
和慢速组件，对快速动态进行隐式处理而对慢速动态
进行显式处理。这种方法利用了隐式方法在处理快动
态时的稳定性，同时保留了显式方法在处理慢动态时
的计算效率 [10], [11]。
然而，上述用于 SPS的方法完全或部分依赖于隐

式数值方法。这是因为由小时间常数引入的快速动态
要求在使用比时间常数大得多的时间步长时必须具备
数值稳定性 [12]。常见的显式数值方法，如向前欧拉法
和显式的龙格-库塔方法，通常需要非常小的时间步长
来稳定快速动态，导致计算成本增加和效率降低 [13]。
同时，隐式方法虽然对 SPS更稳定，但在每次迭代中
涉及求解非线性方程，这可能计算量大，并且对于大规
模或高度非线性的系统可能会变得低效 [14] 。IMEX
方法可以利用显式方法的效率和隐式方法的稳定性；
然而，它们需要明确区分快速动态和慢速动态，而这
并不总是简单或容易实现的。
当前数值方法在效率、稳定性和简便性方面的局

限性凸显了需要专门针对 SPS的定制技术。具体来说，
需要能够高效模拟这些系统并提供稳定性保证和误差
控制的数值方案，同时不承担隐式方法的计算负担或
像 IMEX方法那样需要时间尺度分离的要求。在这篇
论文中，我们通过提出一种专为 SPS设计的有效稳定
多速率显式方案（SMES）来应对这一挑战。
一个重要观察是，当扰动参数趋近于零时 [13] ，

SPSs通常可以与微分代数方程（DAEs）相关联。在这
个极限下，快速动态有效地变成了代数约束条件，系
统表现出类似于 DAE的特性。求解 DAE的数值方法
经常采用可变步长或多速率策略来有效处理耦合的微
分和代数组件，而不必使用过小的时间步 [15] 。受到
这些技术的启发，SMES采用了具有可变时间步的多
速率方法，稳定了经典的显式数值方法以处理快速动
态。这种方法保持了显式方法的简单性和易于实现的
特点，同时提高了计算效率并提供了数值稳定性保证。
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此外，由于 SMES基于显式方案，因此与隐式方法相
比，它更适合处理强非线性系统。
本文的其余部分组织如下：在第 II节，我们提供

了关于 SPS的相关背景。在第 III节，我们使用前向欧
拉方法展示了经典显式方法在 SPS上的局限性。在第
IV节，我们介绍了基于前向欧拉方法的 SMES，并概
述了其理论基础和实现细节。在第V和VI节，我们对
所提出的方法进行了稳定性和误差分析。在第VII节，
我们通过数值示例展示了我们的方法在 SPS上的有效
性。最后，第 VIII节总结了本文。
符号约定。如果 f 和 g 是在包含 0邻域的 R+

0 的
子集上定义的实值函数，我们写 f = O(g)表示存在正
常数K 和 δ使得

|f(h)| ≤ K|g(h)|, whenever 0 < h < δ.

如果 f(h) = O(hp)我们说“f 是 hp阶的”。

II. 初步的

SPSs 是具有多个时间尺度的动力系统。这些系统
通常用状态空间形式 [16]描述

Ẋ = F (X,u, ε, t), X(t0) = X0, (1)

其中 X ∈ Rn+m 是状态向量，u是输入向量，F 是一
个足够光滑的函数，而 ε是一个小的奇摄动参数（0 <

ε� 1）。对 (1)的分析通常基于时间尺度分离形式 [1]

ẋ = f(x, z, u, ε, t), x(t0) = x0,

εż = g(x, z, u, ε, t), z(t0) = z0,
(2)

其中 x ∈ Rn 和 z ∈ Rm 是分离的慢变量和快变量。本
文假设系统在 (1)或 (2)中是渐近稳定的。
为了方便起见，我们将主要考虑标准形式中的

SPS。当 ε = 0 时，(2) 的状态空间维度从 n + m 减
少到 n，因为 ż的微分方程退化为代数方程

0 = g(x̄, z̄, ū, 0, t), (3)

其中横杠用于表示变量属于一个带有 ε = 0 的系统。
式 (2)被认为处于标准形式当且仅当下列关于 (3)的
假设成立：
假设 1。[5] 在一个感兴趣的域中，(3)有 k > 1个

不同的实根

z̄ = ϕ̄i(x̄, ū, t), i = 1, 2, . . . , k. (4)

这一假设确保了全系统在每个根对应的 (2)中有
一个明确定义的 n维简化模型，描述为微分代数方程
（DAE）

˙̄x = f(x̄, z̄, ū, t), x(t0) = x0,

z̄ = ϕ̄i(x̄, ū, t).
(5)

式 (5)也被称为 (2)的准稳态形式，因为 z中的快
动态，其速率 ż = g/ε在 ε很小时可以变得很大，可
能会快速收敛到平衡流形M0 : z̄ = ϕ̄i(x̄, ū, t)。
通常，简化模型表示在大多数应用中占主导地位

的慢（平均）现象 [1]。此外，简化模型不对所使用
的数值方法施加严格的稳定性要求。然而，由于准稳
态 [x̄, z̄] 不像 (2) 那样可以从 [x0, z0] 自由开始，当
[x0, z0] /∈ M0 时，简化模型和全模型的响应之间会出
现差异，这导致了快速瞬态。因此，为了准确捕捉全
状态的动力学特性，有必要研究应用于全模型的数值
方法在 (2)中的情况。
备注 1. 在本文中，我们考虑更为一般的情况，即

系统可能不在标准形式下，或者没有如 (2)所示的快
慢动态明确分离，这种情况并不总是容易确定。尽管
如此，为了简化后续分析，我们考虑满足假设 1的奇
摄动系统的标准形式。

III. 向前欧拉方法

在本节中，我们分析了前向欧拉方法（FEM）[17]
作为求解 SPSs的经典显式方法的一个示例，以展示
它们的低效性。将经典 FEM 应用于具有步长 ∆ 的
IVP(1)中得到离散时间（DT）模型

Xk+1 = Xk +∆F (Xk, uk, ε), X0 = X0. (6)

为了说明小参数 ε对 FEM数值稳定性的效果，我
们考虑以下线性时不变自治模型作为“测试方程”[1]：

ẋ(t) = A11x(t) +A12z(t), x(t0) = x0,

εż(t) = A21x(t) +A22z(t), z(t0) = z0,
(7)

其中 x(t) ∈ Rn，z(t) ∈ Rm，以及时间变量 t被明确写
出以方便后续分析。如果 A22 是非奇异的，则存在一
个矩阵 L(ε) ∈ Rm×n满足

L(ε) = A−1
22 A21 + εA−2

22 A21A0 +O
(
ε2
)
,

其中 A0 = A11 − A12A
−1
22 A21。这个矩阵 L(ε)导致变

量的变化
η(t) = z(t) + L(ε)x(t). (8)



系统在 (7)可以重写为块三角形式 [5]，以便分离
慢速和快速动力学，如下所示：[

ẋ(t)

η̇(t)

]
= A

[
x(t)

η(t)

]
, (9)

与上述相关

A =

[
A11 −A12L(ε) A12

0 ε−1A22 + L(ε)A12

]
.

系统在 (7)中已被部分解耦为一个涉及 x(t)的慢
子系统和一个涉及 η(t)的快子系统。相应地，矩阵 A

的特征值 λ可以分为慢子系统的 λslow 和快子系统的
λfast，其中

det(λslowI −A11 −A12L(ε)) = 0,

det(λfastI − ε−1A22 + L(ε)A12) = 0,

可以观察到 λslow = O(1)和 λfast = O(1/ε)。将 FEM
应用于块三角形式的系统会导致以下 DT模型：[

x(t+∆)

η(t+∆)

]
≈ (I +∆A)

[
x(t)

η(t)

]
.

为了 FEM的数值稳定性，必要且充分的是对于A

的每一个特征值 λ都有 |1+∆λ| < 1。此外，由于系统
是渐近稳定的（即，对于每个 λ都有 Re(λ) 6 0），并
且对于每个 λfast 和 λslow 都有 Re(λfast) � Re(λslow)，
确保稳定性的 ∆的最大值由特征值 λ̂fast 决定，其中

λ̂fast = arg min
λfast,i

{Re(λfast,i) : i = 1, 2, . . . ,m}. (10)

因此，数值稳定性的充要条件变为 |1 + λ̂fast∆| <
1，从而导致

∆ < − 2

λ̂fast
= O(ε). (11)

因此，步长∆受到与快速动态相关的时间尺度的
限制。这意味着当 ε→ 0时，步长∆必须显著减小。结
果需要大量的时间步骤来覆盖所需的时间范围 T，即
T/ε = O(1/ε)函数评估次数，导致计算成本和仿真时
间增加。

IV. 稳定的多速率向前欧拉方法

鉴于经典显式数值方法的局限性，我们引入了一
种处理奇异摄动而不需使用过小步长的 SMES，从而

允许使用显式方法进行更快且稳定的 SPS仿真。在本
节中，我们将通过将 FEM与所提出的方案相结合来
说明 SMES的工作原理，结果得到了一种稳定多速率
前向欧拉（SMFE）方法。
代替使用经典有限元方法中的固定步长 ∆，我们

在长度为∆的一步内应用多速率离散化。首先，我们
执行 (6)的N 次迭代，并使用更小的步长∆ε（对于给
定值 ∆使得 ∆ � ε）。然后，我们执行另一轮 (6)迭
代，步长为 (1 −Nε)∆，其中我们假设 N � 1/ε。该
数值方案的想法是使用短步长迭代使快动态收敛到平
衡流形M0，然后再采用较大的步长 (1 − Nε)∆使慢
子系统演化。

在使用短步长 ∆ε的仿真过程中，离散化系统如
下：

Xk+1 = Xk +∆εF (Xk, uk, ε). (12)

在系统按照 (12)演化了N 步之后，模拟的系统根
据长度为 (1−Nε)∆的较大步长进行演变

Xk+N+1 = Xk+N+(1−Nε)∆F (Xk+N , uk+N , ε). (13)

请注意，这些 N + 1步骤所覆盖的总时间间隔是
∆。这种 SMFE 方法在算法 1中进行了描述。

Algorithm 1 稳定的多速率向前欧拉（SMFE）方法
用于模拟奇异摄动系统 (1)
Require: X(0), F , u, ∆, ε, N

1: for i = 0, 1, . . . do
2: for n = 1, . . . , N do
3: X(i∆+ n∆ε)← X(i∆+ [n− 1]∆ε)+

4: ∆εF (X(i∆ + [n −
1]∆ε), u(i∆))

5: end for
6: X([i+ 1]∆)← X(i∆+N∆ε)+

7: ∆(1 − Nε)F (X(i∆ +

N∆ε), u(i∆))

8: end for

V. 稳定性分析

在本节中，我们对 SMFE方法进行了稳定性分析，
并推导出模拟步长 ∆和步数 N 的要求。我们展示了
与经典 FEM相比，SMFE的效率同时确保了数值稳
定性。



我们考虑在 (9) 中的块三角形形式，其中应用
SMFE方法导致离散时间系统[

x(t+∆)

η(t+∆)

]
≈ (I +∆(1−Nε)A) (I +∆εA)

N︸ ︷︷ ︸
=:A∆

[
x(t)

η(t)

]
.

此离散化模型稳定当且仅当 A∆ 的所有特征值的
模都小于一。因此，为了稳定性，必须并且充分的是
以下条件对于 A的每个特征值 λ成立：

|1 + ∆(1−Nε)λ| |1 + ∆ελ|N < 1. (14)

给定 ε� 1，且A包含稳定的特征值 λslow = O(1)

和 λfast = O(1/ε)，我们首先关注最慢的特征值 λ̂slow，
其定义类似于 (10):

λ̂slow = arg min
λslow,i

{Re(λslow,i) | i = 1, 2, . . . , n}. (15)

对于小 ε 但固定的 ∆ 和 N，我们使用近似值 (1 +

∆ελ)N ≈ 1 + N∆ελ并忽略 O(ε)项，因此条件 (14)
得到

|1 + ∆λ̂slow| < 1. (16)

因此，对于慢子系统，前向欧拉离散化的稳定性条件
被恢复。
接下来，我们考虑最快的特征值 λ̂fast如 (10)中定

义的，并定义缩放后的特征值 λ̃ = ελ̂fast = O(1)。对
于 ε� 1，条件 (14)等价于

N > − ln |1 + ∆λ̂fast −N∆λ̃|
ln |1 + ∆λ̃|

.

对于非常小的 ε，同时保持N 和∆不变，可以注
意到 ln |1+∆λ̂fast−N∆λ̃| > 0，因此要满足条件 (14)，
我们首先需要 ln |1+∆λ̃| < 0，即，|1+∆λ̃| < 1。在此假
设下，考虑 ε� 1，同时保持∆不变并假设N � 1/ε，
我们得到近似条件

N > − ln(∆|λ̃|/ε)
ln |1 + ∆λ̃|

= O

(
ln
(
1

ε

))
. (17)

条件 (17)确认假设 N � 1/ε可以满足。请注意，
尽管条件在 N 上不独立于 ε，但由于 (17)中的对数，
其依赖性非常轻微。
备注 2. 注意在条件 (17)中，如同 ∆ → ε，N 的

下界会急剧增加，这表明选择过小的∆值会导致模拟
步骤数量大幅增加。

备注 3. 在单个快速特征值的情况下，如果可以
选择 ∆ 使得 1 + ∆λ̃ ≈ 0 同时确保对于所有慢极点
|1 +∆λslow| < 1，则迭代次数 N 可以显著减少。这是
因为 (14)中第二个因子的底数变得近似为零。
在计算工作量方面，由于需要 |1+∆λ̂slow| < 1 和

|1 + ∆λ̃| < 1，SMFE 方法需要

(N + 1)
T

∆
= O

(
− ln(∆|λ̃|/ε)

ln |1 + ∆λ̃|
T

∆

)
= O

(
T λ̂ ln

(
1

ε

))
函数评估来模拟模型以覆盖仿真时间范围 T，因为
∆ = O(1/λ̂)，其中 λ̂是系统的最大模态的缩放特征值：

λ̂ =

λ̂slow, if Re(λ̂slow) < Re(ελ̂fast),

ελ̂fast, otherwise.

请注意，这个数字仅轻微依赖于 ε。因此，SMES被
证明可以使用远少的迭代次数稳定 SPS 的显式方法。

VI. 误差分析

在本节中，我们分析使用块三角形式的 SMFE方
法的数值误差特性，如 (9)所示。我们的目标是证明，
在N 小步模拟过程中，系统动力学迅速接近相应简化
模型的平衡流形。因此，主要的模拟误差源自较大的
步长离散化，如 ∆(1−Nε)。
首先，我们假设系统在 (9) 从 [x(t), η(t)] =

[x∆, η∆] 开始。经过 N 次迭代和小步长 ∆ε，快速动
力学演化为

η(t+N∆ε) = |1 + ∆ελ̂fast|Nη∆.

使用稳定性条件 (17)并代入 N 得到

η(t+N∆ε) < |1 + ∆ελ̂fast|
− ln(∆|λ̃|/ε)

ln |1+∆λ̃| η∆. (18)

给定 λ̃ = ελ̂fast和原理 ab = eb ln a对于正的 a，(18)可
以简化为

η(t+N∆ε) <
εη∆

∆|λ̃|
= O(ε). (19)

虽然快速动态迅速收敛到O(ε)的量级，但慢速动态演
化如下：

x(t+N∆ε) = |1 + ∆ελ̂slow|Nx∆

≈ |1 +N∆ελ̂slow|x∆

= x∆ +O(ε),



其中我们使用近似值 (1+δ)N ≈ 1+Nδ对于小的 δ。这
表明慢状态保持接近 x∆，变化量为 O(ε)的阶。因此，
在 N 次小步迭代后，状态 [x(t + N∆ε), η(t + N∆ε)]

收敛到 [x∆, 0]，误差为 O(ε)。注意，[x∆, 0]位于通过
在 (9)中设置 ε = 0而获得的离散化简化模型的平衡
流形M0 : η = 0上。离散化降阶模型由

x(t+∆) = |1 + ∆(1−Nε)λslow|x(t+N∆ε),

η(t+∆) = 0.
(20)

给出注意，(20)是步长为 ∆(1−Nε)的降阶模型的向
前欧拉离散化

˙̄x = (A11 −A12A
−1
22 A21) x̄(t),

η̄(t) = 0.
(21)

由于N个小步迭代引入了O(ε)的误差，来自 (20)中的
向前欧拉离散化的误差O(∆2) [13]，在O(∆2)� O(ε)

时成为主要来源。因此，SMFE 方法在整个模型的时
间区间∆上引入的误差非常接近于在简化系统中模拟
步长 ∆(1−Nε)时产生的离散化误差。

VII. 数值说明

在本节中，我们通过数值方法说明了从 [1] 的非
线性自适应控制系统（带有寄生动态）中的 SMFE方
法，如图 1所示。自适应系统的状态空间模型为

ẏ = ay + z,

k̇ = y2,

εż = −z + u = −z − ky,

(22)

其中 a是植物参数，而 ε是一个小的正寄生时间常数。
自适应控制理论的一个结果 [18]是，可调增益 k的更
新律 k̇ = y2可以在忽略寄生动力学的情况下，使系统
稳定于所有常数 a(即,ε = 0)。
在这种情况下，自适应系统被简化为准稳态形式

ẏ = ay + z,

k̇ = y2,

z = u = −ky,

(23)

可以使用显式方法进行数值研究，而无需诉诸非常小
的时步。然而，对于原系统在 (22)中，显式方法由于
数值稳定性约束而变得低效，如第 III节所述。不过，
由于寄生动力学在 0 < ε � 1 中是渐近稳定的，它
们应该迅速收敛到平衡流形M0 : z = −ky。因此，我

1
εs+1

1
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−1
s

−K y

y y
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Fig. 1. 具有小寄生动态的自适应控制系统 [1]。
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Fig. 2. 状态轨迹的 y(t) 和 z(t)，以及不同方法下的仿真误差。
SMFE(∆, N)表示使用长度为∆的大步长和数量为N 的小步长的 SMFE
方法。

们首先应用 SMFE 方法来研究具有寄生动力学的系
统，并将仿真结果与经典 FEM的结果进行比较，以
首先解决 SMFE方法的效率问题。模拟是在初始条件
[y(0), k(0), z(0)] = [0, 0, 1]，参数 a = −1和 ε = 10−6

下，跨越仿真时域 t ∈ [0, 5]进行的。

A. SMFE 方法的效率

模拟结果见图 2和表 I。首先，我们使用常微分方
程 89对系统进行仿真，这是一种 9(8)阶的高阶显式龙
格-库塔方法，可以提高解的精度 [19]。我们将通过常
微分方程 89获得的解作为系统的参考“真实”解。在



TABLE I

迭代次数和均方误差用于模拟图 1 中的系统采用不同的方法

Method Forward Euler SMFE(0.2, 70) SMFE(0.2, 140) SMFE(0.2, 1120) SMFE(0.1, 140) SMFE(0.1, 1120) SMFE(0.01, 1120)

Iterations 5, 000, 000 1, 780 3, 530 28, 000 7, 050 56, 000 561, 000

MSE 1.90 × 10−14 8.29 × 10−4 8.26 × 10−4 8.25 × 10−4 1.97 × 10−4 1.96 × 10−4 1.89 × 10−6

我们的仿真中，我们采用带有不同参数设置的 SMFE
方法，主要调整大步长 ∆和小步数 N 的值，表示为
SMFE(∆, N)。同时，我们使用足够小的步长以保证其
数值稳定的 FEM。我们将采用不同方法模拟的 y − z

轨迹与真实值之间的均方误差（MSE）作为误差指标。
从图 2可以看出，所有四种数值方法都提供了稳

定的模拟。然而，如表 I所示，要实现数值稳定，经典
FEM需要至少 5× 106次迭代，而 SMFE方法将迭代
次数减少到大约 103 的量级。这一结果证实了我们的
稳定性分析，表明小步数 N 的选择仅轻微依赖于 ε以
实现数值稳定。此外，迭代次数的显著减少并没有导
致过大的误差；通过减小大步长 ∆并增加小步数 N，
可以进一步最小化误差。

B. 误差收敛

如表 I所示，∆和 N 对 SMFE方法的误差有不
同的影响。当 ∆固定时，增加 N 仅略微减少了误差。
然而，当N 固定时，减少∆显著降低了误差。这一观
察结果与我们在第VI节中的分析一致：SMFE方法的
主要误差来源于由∆确定的大步离散化，而不是涉及
N 步的小步离散化。此外，表 I中的误差量可以认为
是 O(∆2)阶的。
为了可视化误差对∆的依赖关系，我们绘制状态

y(t)和 z(t)为二维轨迹。我们将 SMFE 方法应用于系
统中在 (22)存在的寄生动态，并随后在减少后的系统
(23)上应用 FEM。在每次模拟中，我们将 FEM 的步
长设置等于相应 SMFE 方法中使用的较大步长∆。系
统的参数和初始条件与之前的模拟保持一致。模拟结
果如图 3所示。
从图 3中，我们观察到随着步长∆的减小，FEM

和 SMFE 得到的轨迹都趋近于真实的轨迹。值得注意
的是，在子图（特别是第一个）中，我们可以看到在
SMFE 方法中的大步长导致系统轨迹偏离了平衡流形
M0 : z = −ky（由蓝色轨迹表示），而随后的小步长允
许系统轨迹迅速回到这个流形。这一观察结果证实了
第VI节中的误差分析：使用相同的步长，SMFE 的数

值解趋近于相应向前欧拉离散化简化系统的平衡流形
M0 : z = −ky。
总结而言，SMFE方法比经典 FEM更高效地为

SPS提供稳定的数值解。虽然 FEM可以产生准确的
模拟结果，但由于其稳定性约束，它必然需要非常小
的时间步长，这可能导致过长的模拟时间。相比之下，
通过调整∆和N，SMFE方法允许用户平衡误差与模
拟效率之间的权衡。此外，均方误差保持在可接受范
围的阶数 O(∆2)内。

VIII. 结论

在这篇论文中，我们通过提出 SMES解决了数值
求解 SPS 的 IVP 挑战，该方法通过多速率策略和可
变时间步长增强了经典显式数值方法，使得在无需采
用极小时间步长或隐式公式的情况下实现高效稳定的
模拟成为可能。通过稳定性和误差分析，我们证明了
SMES能够有效稳定快速动态过程，使系统保持接近
其平衡流形。SMES为高效仿真 SPS提供了一种实用
的解决方案，在计算成本和精度之间提供了经典显式
方法无法达到的平衡。此外，SMES易于实现，并且
可以推广到本文使用的 Forward Euler方法以外的其
他显式方法。
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