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关于测量和代数的高阶霍奇希爾同調的一個注記

Abhishek Banerjee∗ Surjeet Kour†

摘要

我们知道，余代数测量行为类似于代数之间的广义映射。在这篇笔记中，我们证明

了交换代数间的余代数测量诱导出代数的高阶 Hochschild同调群之间的态射。所谓的
高阶 Hochschild同调是指 Pirashvili引入的一个概念，即相对于一个单纯集合的交换
代数的 Hochschild同调群。
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1 介绍

令K 是一个域，并且令 V ectK 是在K 上的向量空间范畴。令 A，B是K-代数。我们回忆
（见 [14]）从 A到 B的一个测煤代数是一个K-线性映射 ψ : C −→ Homk(A,B)，其中 C是

一个 K-煤代数，并且满足

ψ(s)(aa′) =
∑

ψ(s(1))(a)ψ(s(2))(a
′) ψ(s)(1A) = εC(s) · 1B (1.1)

对任意的 a,a′ ∈ A。这里，εC : C −→ K是在 C上的余单位，并且在余代数 C上的余积∆C

在 Sweedler 记号中对每个 s ∈ C 表示为 ∆(s) =
∑
s(1) ⊗ s(2)。我们将经常省略求和符号，

写作∆C(s) = s(1)⊗ s(2)而不是 s ∈ C。当没有混淆的危险时，对于任何 s ∈ C和 a ∈ A，我

们简单地将 ψ(s)(a)写作 s(a)。因此，我们有 s(aa′) = s(1)(a) · s(2)(a′)对于任意的 s ∈ C 和

a，a′ ∈ A。
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关于余代数测量的研究丰富了代数在余代数上的范畴。这种丰富通常被称为“Sweedler同
态”（参见例如，[1]）并且与 Sweedler对偶相关（参见 [13]）。关于测量及其在各种范畴框
架中的适应，我们建议读者参考例如 [4], [6], [7], [8], [9], [15], [16].

由于余代数测度类似于广义的代数间映射，能否利用测度来诱导代数间的（上）同调理论

映射？我们在 [2]中考虑了这个问题，在那里我们使用测度构造了代数的Hochschild同调群
之间的映射。在 [3]中，我们证明了测度导致 Hopf代数胚上的（上）同调理论之间诱导出
的映射。在 [12]中，Pirashvili 引入了关于单纯集合的交换代数的 Hochschild同调群，他称
之为高阶 Hochschild同调群。在这篇简短的笔记中，我们证明了交换代数之间的余代数测
度诱导出更高阶 Hochschild同调群上的态射。

2 高阶霍奇希勒同调上的测量与态射

当 C 是一个余交换余代数时，ψ : C −→ Homk(A,B)被称为从 A到 B的一个余交换测量。

从现在起，A和 B将始终表示交换K-代数，并且 C 将始终表示一个余交换K-余代数。设
M 是一个 A-模，N 是一个 B-模。一个从M 到 N 的 C-余模测量（见 [5],[9]）是一个K-线
性映射 φ : D −→ Homk(M,N)，其中 D是一个 C-余模，并且满足

φ(t)(am) =
∑

ψ(t(0))(a) · φ(t(1))(m) (2.1)

对于 t ∈ D,a ∈ A和m ∈M。这里，结构映射D作为 C-余模表示为 δD(t) =
∑
t(0) ⊗ t(1) ∈

C ⊗ D 对于 t ∈ D。正如代数之间的余代数测度，我们将经常简单地将表达式 (2.1)写为
t(am) = t(0)(a) · t(1)(m)对于 t ∈ D，a ∈ A和m ∈M。

在 [12]中，Pirashvili引入了交换代数A的高阶Hochschild同调的概念，系数在一个模M中。

设 Γ为带有基点的有限集范畴。我们用 Γ−Mod表示左 Γ-模的范畴，即函子 Γ −→ V ectK。

设 Sets?是带点集合的范畴。然后如果 R : Γ −→ V ectK 是一个左 Γ-模，R可以扩展为一个
我们记作

R̃ : Sets? −→ V ectK T 7→ colim
Γ3S→T

R(S) (2.2)

的函子。令∆表示通常的单纯范畴，其对象是有序集 {0, 1, ..., k}对于 k ≥ 0，而态射是保序

映射（参见例如 [11, § 6]）。根据定义，一个带点的单纯集合 Y 是一个函子 Y : ∆op −→ Sets?。

相应地，给定一个带点的单纯集合 Y 和一个左 Γ-模 R，我们有复合

∆op Y−−−−−−−−→ Sets?
R̃−−−−−−−−→ V ectK (2.3)

，这给出了一个单纯向量空间 R̃(Y•)。

2



对于 k ≥ 0，我们记 [k] ∈ Γ为基点为 0的集合 [k] := {0, 1, ..., k}。如果 A是一个交换的K-
代数，并且M 是一个K-模，我们有一个左 Γ-模 L(A,M) : Γ −→ V ectK，它由以下关联确

定（见 Loday[10]）：
[k] 7→M ⊗ A⊗k (2.4)

对于 k，l ≥ 0和 Γ中的一个态射 f : [k] −→ [l]，诱导的态射由以下方式确定

L(A,M)(f) :M ⊗ A⊗k −→M ⊗ A⊗l m⊗ a1 ⊗ ...⊗ ak 7→ n⊗ b1 ⊗ ...⊗ bl

bj :=
∏

i∈f−1(j)

ai n := m ·
∏

i∈f−1(0)

ai
(2.5)

对于每一个 1 ≤ j ≤ l。特别地，当M = A时，我们设置 L(A) := L(A,A)。

定义 2.1. （见 [12]）设 A是一个交换K-代数，M 是一个 A-模，Y 是一个带点的单形集。
然后，代数 A在系数M 下的阶为 Y 的霍奇希耳同调群 HHY

• (A,M)由通过组合

L(A,M)(Y•) : ∆
op Y−−−−−−−−→ Sets?

˜L(A,M)−−−−−−−−−−−→ V ectK (2.6)

获得的单纯向量空间的同调 {HHY
n (A,M) := Hn( ˜L(A,M)(Y•))}n≥0给出。如果 g : Y −→ Z

是一个带点单纯集合映射，则在霍奇希耳同调群上诱导的映射记为HHg
• (A,M) : HHY

• (A,M) −→
HHZ

• (A,M)。当M = A时，代数 A的阶为 Y 的霍奇希 CHILD同调群表示为HHY
• (A) :=

HHY
• (A,A)。

引理 2.2. 令 φ : D −→ Homk(M,N)为从 A-模M 到 B-模 N 的 C-余模测量。然后对于每
个 t ∈ D，我们都有一个诱导的映射

Lφ(t) : L(A,M) −→ L(B,N) (2.7)

作为 Γ-模。

证明. 令 t ∈ D。对于每个 k ≥ 0，我们定义

Lφ(t)[k] : L(A,M)[k] −→ L(B,N)[k]

m⊗ a1 ⊗ ...⊗ ak 7→ φ(t(0))(m)⊗ ψ(t(1))(a1)⊗ ...⊗ ψ(t(k))(ak) = t(0)(m)⊗ t(1)(a1)⊗ ...⊗ t(k)(ak)

(2.8)
我们现在考虑 k，l ≥ 0和在 Γ中的态射 f : [k] −→ [l]。令m⊗ a1 ⊗ ...⊗ ak ∈M ⊗A⊗k。使
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用 (2.1)、(2.5)中的定义以及 C 是余交换的事实，我们注意到

(L(B,N)(f) ◦ Lφ(t)[k])(m⊗ a1 ⊗ ...⊗ ak)

= L(B,N)(f)(t(0)(m)⊗ t(1)(a1)⊗ ...⊗ t(k)(ak))

=

(
t(0)(m) ·

∏
i0∈f−1(0)

t(i0)(ai0)

)
⊗

( ∏
i1∈f−1(1)

t(i1)(ai1)

)
⊗ ...⊗

( ∏
il∈f−1(l)

t(il)(ail)

)

= t(0)

(
m ·

∏
i0∈f−1(0)

ai0

)
⊗ t(1)

( ∏
i1∈f−1(1)

ai1

)
⊗ ...⊗ t(l)

( ∏
il∈f−1(0)

ail

)

= Lφ(t)[l]

((
m ·

∏
i0∈f−1(0)

ai0

)
⊗

( ∏
i1∈f−1(1)

ai1

)
⊗ ...⊗

( ∏
il∈f−1(0)

ail

))
= (Lφ(t)[l] ◦ L(A,M)(f))(m⊗ a1 ⊗ ...⊗ ak)

(2.9)
从 (2.9)可以明显看出，(2.8)中的地图确定了从Γ到V ectK的函子的自然变换Lφ(t) : L(A,M) −→
L(B,N)。

定理 2.3. 令 A,B是交换的K-代数，并且令 ψ : C −→ HomK(A,B)是从 A到 B的余交换

量度。令 φ : D −→ Homk(M,N)为从 A-模M 到 B-模 N 的 C-余模测量。令 Y 为一个带

基点的单形集。然后对于每个 t ∈ D，都有一个在 Hochschild 同调群上诱导的态射

φY
• (t) : HH

Y
• (A,M) −→ HHY

• (B,N) (2.10)

，阶数为 Y。此外，如果 g : Y −→ Z 是一个带点单纯集合的映射，我们有 HHg
• (B,N) ◦

φY
• (t) = φZ

• (t) ◦HHg
• (A,M)。

证明. 由引理 2.2，C-余模测量 φ : D −→ Homk(M,N) 引入一个从 t ∈ D 到 Γ-模的态
射 Lφ(t) : L(A,M) −→ L(B,N)，从而引入了一个函子 L̃φ(t) : ˜L(A,M) −→ ˜L(B,N)从

Sets∗到 V ectK的态射。根据 (2.6)中的定义，这诱导了一个单纯向量空间的态射 L̃φ(t)(Y•) :

˜L(A,M)(Y•) −→ ˜L(B,N)(Y•)，从而得到了态射 φY
• (t) : HH

Y
• (A,M) −→ HHY

• (B,N)。由

于 Lφ(t)是一个 Γ-模的态射，很明显在 (2.10)中的态射对于带点单纯集合的映射也是良好
行为的。

当M = A，N = B，D = C和测量 φ = ψ : C −→ HomK(A,B)时，对于每个 s ∈ C，(2.10)
中的映射简化为阶数为 Y 的 Hochschild同调群的态射

ψY (s) : HHY
• (A) −→ HHY

• (B) (2.11)

。
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