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Yao-Lee模型中通过耦合到拓扑自旋纹理而出现的相态
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金属中的电子在与非零标量自旋手性（如斯格明子）的自旋纹理耦合时，会经历一个有效的矢量势。
这种耦合可以生成显著的场，导致明显的可观测现象，包括拓扑霍尔效应。受此启发，我们考虑了一
个双层模型，在该模型中，一层中的 Yao-Lee模型的马约拉纳费米子通过自旋-自旋相互作用与另一层
中的拓扑自旋纹理相互作用。与 Kitaev模型不同，Yao-Lee模型仍然可以精确求解，这使我们能够进
行蒙特卡洛模拟以确定其基态。我们的分析表明，斯格明子晶体可以产生各种涡旋晶体，这些晶体是
Z2通量的周期性排列，并具有如六方晶格等不寻常的图案。此外，马约拉纳费米子可以从斯格明子晶
体中获得显著的贝里相位，导致具有有限陈数（高达 ν = 5）的相。在磁层存在单个斯格明子缺陷的情
况下，可以在涡旋构型中实现相应的缺陷。当自旋液体有能隙时，这些缺陷支持局域态。类似于斯格
明子晶体，螺旋自旋纹理也产生多种通量晶体。然而，在这种情况下，大多数相是无能隙的，只有少数
是平庸地有能隙的。我们的结果突出了拓扑自旋纹理和量子自旋液体中分数化准粒子之间相互作用所
涌现出来的丰富物理现象。

I. 介绍

斯凯尔明子是二维磁体的拓扑缺陷，并因其潜在
应用（如轨道记忆设备 [1]）而引起了广泛关注。除了
粒子样性质外，斯凯尔明子还导致了独特的输运现象，
包括拓扑霍尔效应和纳恩斯特效应 [2, 3]。这些现象源
于将传导电子与具有有限标量自旋手性的自旋纹理耦
合，从而产生了有效的磁场。

受这些现象的启发，我们探讨了分数量子准粒子
与非平凡自旋纹理耦合时是否会出现类似效应。量子
自旋液体（QSLs）为这种探索提供了一个理想的平
台，因为它们即使在零温度下也缺乏磁性有序，同时
承载着分数激发和由长程量子纠缠产生的新出现的规
范场。[4–8]。一个关键的例子是蜂窝格上的 Kitaev模
型 [9]，这是最早具有 QSL基态的精确可解模型之一。
然而，尽管其理论优雅，Kitaev模型对扰动高度敏感
[10]，并且当与外部磁场耦合时无法保持精确可解性。
解决这些问题的一种方法是将 Kitaev 模型扩展

以包括额外的轨道自由度，从而导致自旋-轨道模型
[11–28]，例如 Yao-Lee (YL)模型 [11]。YL模型具有扩
大的局部希尔伯特空间，这在保持模型精确可解性的
同时提供了更大的灵活性以纳入微扰。对 YL 模型的
先前研究考察了层间耦合、Dzyaloshinskii-Moriya 相
互作用、外部磁场和非厄米效应的影响，揭示了一系
列不同的相 [24–28]。

图 1. Yao-Lee 模型在蜂窝晶格上的示意图，显示了三种类型
的键 x、y 和 z 分别用红色、蓝色和绿色表示。(b) Yao-Lee 模
型与具有空间变化磁化且包含单个斯格明子缺陷的相邻层耦合
的示意图。顶层的颜色代码显示了 0 和 π磁通量（分别为白色
和蓝色），而在底层，它代表磁化的 z 分量，箭头表示平面内磁
化分量。

本工作研究了一个双层模型，该模型由一层YL模
型与表现出非共线自旋纹理的磁性层耦合组成，如图
1(a,b) 所示。即使存在非共线自旋纹理，YL模型仍然
保持其精确可解性，并且我们进行了蒙特卡洛模拟和
变分分析以确定其基态。我们的主要发现如下：(i) 非
共线自旋纹理混合了 YL 模型中的不同 Majorana 费
米子风味，并可能导致Z2通量的形成。(ii)对于一个磁
泡晶体，相图展示了多样化的 vison晶体，这些是作为
磁泡大小和层间耦合函数的 Z2通量的周期性排列。大
多数这些 vison 晶体是有能隙且拓扑的，其 Chern 数
从 0变化到 5。(iii)磁化模式中的单个磁泡缺陷会导致
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自旋液体基态中 vison 配置对应的缺陷。(iv) 同样地，
对于螺旋构型，相图也展示了多种 vison 晶体。然而，
在这种情况下，大多数这些 vison 晶体是无能隙的。

本文的其余部分组织如下。在第二节中，我们介
绍了模型并描述了马约拉纳费米子表示。在第三节中，
我们展示了我们的结果：(a) 天 Skyrmion 晶体图案，
(b) 单个天 Skyrmion 缺陷和 (c) 螺旋磁化。最后，我
们以我们的结果总结和展望结束。

II. 模型与方法

我们考虑一个双层蜂窝模型，如图 1(a, b) 所示。
第一层由 YL 模型 [11]描述，而第二层具有经典有序
的磁态。两层通过自旋-自旋相互作用（例如洪德耦合）
铁磁耦合。我们假设层间耦合相对于第二层内的相互
作用较弱，并且经典的有序状态不受层间相互作用的
影响。因此，第二层对第一层产生一个非均匀场。YL
层的哈密顿量为 H = HY L +HJ 其中

HY L =
∑
〈ij〉α

Kα
(
τα
i τ

α
j

)
(σσσi · σσσj) , (1)

HJ = −J
∑
i

MMM i · σσσi. (2)

这里，Kα表示 α键的最近邻耦合常数，MMM i是第
二层在位点 i处的磁化强度，以及 |MMM i|2 = 1。YL模
型的一个关键方面是在每个小方块周围定义了守恒的
威尔逊环算符W，如图 1(a)所示。这些面元算符定义
为W = τx

i τ
y
j τ

z
k τ

x
l τ

y
mτ z

n ⊗ 1。请注意，由于W 只涉及
轨道自由度（DOFs），并且与HY L和HJ 都对易，因
此也与总哈密顿量 [H, W ] = 0对易。因此，面元算符
的本征值W = ±1可用于分类哈密顿量的本征态。

可以通过在每个位点引入六个 Majorana 费米子
来获得自旋和轨道自由度 [11] 的哈密顿量的精确解：
σα
j = −iεαβγcβj c

γ
j /2，τα

j = −iεαβγdβj d
γ
j /2和 σα

i τ
β
j =

icαi d
β
j。这种表示是冗余的，物理状态是算符 Di =

−icxi c
y
i c

z
i d

x
i d

y
i d

z
i 的本征态，其本征值为 1。约束可以

通过投影算子来实现：P =
∏

i(1 + Di)/2. 在 Ma-
jorana 表示中，哈密顿量表示为 H = PHP，其中

H = HY L +HJ，

HY L =
∑
〈ij〉α

Kαuα
ij [ic

x
i c

x
j + icyi c

y
j + iczi c

z
j ] (3)

HJ =
∑
i

iJ [Mx
i c

y
i c

z
i + iMy

i c
z
i c

x
i + iM z

i c
x
i c

y
i ]. (4)

这里 uα
ij = −idαi d

α
j 是键算子，并且与 H对易。此外，

斑块算子可以表示为键算子W = ux
iju

y
jku

z
klu

x
lmuy

mnu
z
ni

的乘积。

根据 Lieb定理 [29]，YL模型的基态位于 0-通量扇
区。此外，三种 Majorana 费米子的激发谱是相同的，
可以通过对半个布里渊区进行傅立叶变换获得。当沿
着一条键的 Kα 超过其他两条键相互作用之和时，这
些谱存在能隙；否则，它们无能隙。在我们的分析中，我
们考虑各向同性的 Kitaev相互作用，具有Kx = Ky =

Kz = K。在这种条件下，Majorana 费米子表现出类
似狄拉克的行为，并与静态的Z2规范场耦合。翻转 0-
通量状态下的键算符会诱导出两个 π-通量激发，通常
称为 visons。Visons通过引入一个 πBerry相位来影响
Majorana 费米子的动能，当 Majorana 费米子绕着一
个 π-通量格子移动时。这样的 vison 的周期排列称为
vison 晶体。
在有效磁场存在的情况下，Lieb的定理被违反，0

通量不一定是基态。Ref. 24探索了 YL模型在均匀磁
场中的相图，并表明随着磁场增加，基态从 0转移到
1/3，π再回到 0通量。

YL模型需要一个四维的局部希尔伯特空间，并且
具有键方向相互作用。最近，参考文献 30提出了一种
基于部分填充的 eg 轨道的库格尔-霍姆斯基类型超交
换机制来实现 YL 模型的微观路径。
为了获得基态通量配置，我们在温度降至 T =

10−3K时执行了每次温度下 15,000步的经典蒙特卡罗
模拟。我们对混合通量相重复了 40次模拟以确保基态
稳定。我们还对从蒙特卡罗模拟中获得的通量晶体进
行了变分分析，并构建了螺旋情况下的相图。

III. 结果与讨论

A. 天旋晶磁化纹理

我们首先考虑如图 2(b) 所示的磁斯格明子晶体。
斯格明子晶体由三个螺旋状态叠加而成，这些状态彼
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图 2. (a) 天然磁化纹理的愿景晶体相图作为层间耦合 J 和斯格明子波长 λ的函数。实心绿线表示 0通量与混合相之间的相变，而
实心黑线代表 π通量与混合相之间的转变。虚线蓝线表示拓扑相变。(b)展示了一个具有 λ/a = 5大小斯格明子的 2×2斯格明子晶
体系统。颜色代表磁化 z分量，而箭头代表面内磁化分量。(c-f) 用于 2× 2斯格明子晶体系统的视觉晶体：(c)J/K = 2.4,λ/a = 5；
(d)J/K = 2.7,λ/a = 5；(e)J/K = 1.2,λ/a = 6；(f)J/K = 1.4,λ/a = 7。(g-l) 旋涡晶体对于 1 × 1 斯凯灵姆晶体系统：
(g)J/K = 1.1,λ/a = 8；(h)J/K = 1.2,λ/a = 8；(i)J/K = 1,λ/a = 9；(j)J/K = 1.1,λ/a = 9；(k)J/K = 1.2,λ/a = 9；
(l)J/K = 1,λ/a = 10。(m) 在 0-通量，ν = 1相位在 J/K = 3和 λ/a = 7处的手性边缘状态。红色和绿色表示分别位于顶部和
底部开放边界的边缘状态。(n) 在 π-通量，ν = 4相位在 J/K = 1.5和 λ/a = 8处的手性边缘模式。

此旋转了 2π/3。螺旋的波长 λ对应于斯格明子的直径。
图 2(a)显示了作为层间耦合 J/K和 λ函数的相图。对
于较小的 J，基态保持在 0通量扇区。随着 J 增加，平
均通量持续增加，并出现具有不同平均通量的各种混
合相。平均通量增加直到达到 π通量相，且 π通量相在
一个特定范围的 J内保持稳定。随着 J进一步增加，平
均通量减少，导致出现各种混合相，并最终返回到 0通
量。对于较小的斯凯尔敏子，混合相的范围更明显，并
且随斯凯尔敏子增大而减小。磁通配置的形状随 J 和
λ的变化而变化。当 λ与某些模式相符时，会出现具有
明确形状的磁通晶体，其中一些如图 2(c-l)所示。不寻
常的磁通图案，例如“花朵”图案（图 2(c)）和 Kagome
图案（图 2(d)）可以被稳定。在附录 A，图 5中，我
们展示了几个更大系统尺寸的更多视觉晶体配置。

相图中的主导相是 0通量和π通量相。这两种相都

表现出有能隙和无能隙的区域，有能隙区域进一步分
为平凡相和拓扑相。这些拓扑相由磁泡子赋予马约拉
纳费米子的贝里相位稳定。类似的效应被预测在具有
手性磁有序 [31]的三角 Kondo晶格磁体中存在。这些
拓扑相通过马约拉纳费米子的 Bogoliubov-de Gennes
哈密顿量的陈数

ν =
1

π

∑
µ,ν

∫
BZ/2

d2k trF µ,ν
xy (k) (5)

来区分。这里F µ,ν
xy = ∂kx

Aµ,ν
y −∂ky

Aµ,ν
x +i([Ax, Ay])

µ,ν

是 Berry曲率，Aµ,ν = −i〈nnnµ(k)|∇k|nnnν(k)〉是非阿贝
尔Berry连接，而µ,ν代表定义在半个布里渊区 [24, 32]
上的填充带。对于小的 J，0-通量相表现出两个拓扑相，
其值分别为 ν = 3和-3。另一方面，对于较大的 J，重
要的拓扑相是 ν = 1和 -1，它们出现了大的 J。此外，
在狭窄的区域中还出现了其他拓扑相，我们将这些描
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图 3. (a) YL模型与包含磁泡缺陷的铁磁磁化耦合相图作为层间耦合 J 的函数。(b) 包含磁泡缺陷的铁磁磁化的示意图。系统尺
寸为 12a × 12a，磁泡直径为 λ/a = 4。(c-g) 具有缺陷的磁化天顶子上的通量；(c) 1/3− 通量在 J/K = 1 处；(d) π− 通量在
J/K = 1.2处；(e) π−通量在 J/K = 1.4处；(f) 0-通量在 J/K = 2处；(g) 0-通量在 J/K = 2.4处。1/3−磁通晶体的 Majorana
费米子激发谱在 J/K = 1(h) 时没有和 (i) 有一个磁单极缺陷时的情况。这里 K̃ 和 Γ̃分别表示约化布里渊区的角部和中心。(i) 中
的绿色线条代表位于磁单极缺陷处的局域态。

述为混合拓扑相。类似于 0-通量，π-通量也表现出既
有能隙也有无能隙谱。在有能隙相中，我们观察到具
有陈数 ν = 0, 1,−1,−4, 4, 5的拓扑相。

B. 铁磁磁化中含有单个 skyrmion缺陷

接下来，我们考虑一个具有孤立单个磁泡缺陷的
均匀铁磁（FM）磁化。我们在没有磁泡缺陷的情况下
通过蒙特卡罗模拟得到的相图与之前的变分分析 [24]
一致，除了我们发现了一个如图 3(a)所示的小区域具
有 1/6通量。接下来，我们引入磁泡缺陷并探索其影
响。我们考虑一个 12a × 12a 系统，而磁泡的直径为
λ/a = 4，如图 3(b)所示。
在小的层间耦合下，在 0通量区域内，缺陷的存在

影响微乎其微。围绕斯格明子的通量配置保持不变，费
米面也基本不受影响。随着 J 增加，斯格明子上的通
量分布偏离了均匀磁化下的通量分布，导致产生缺陷。
对于 1/6和 1/3通量，产生的缺陷是 0通量，如附录 B

中的图 3(c)和图 6所示。对于 π−通量，形成的缺陷
位于斯格明子的边界上，而斯格明子中心仍然保持 π−
通量。对于 1.2 < J/K < 1.4，缺陷由一段 0-通量的字
符串组成，如图 3(d)所示。然而，对于 J/K > 1.4，沿
边界出现三对 0-通量，与C3对称性相关，如图 3(e)所
示。对于 J/K > 1.4，在 pi-通量中没有缺陷。随着 J进
一步增加，系统表现出 0 通量并伴随两种类型的缺陷
出现。对于 J/K < 2.35，如图 3(f)所示，在 skyrmion
上形成了一个 π-通量缺陷。然而，对于 J/K > 2.35，
三对 visons 出现在 skyrmion 的边界上，它们之间由
C3对称性关联，如图 3(g) 所示。

Majorana 费米子与铁磁磁化耦合的谱对于 0、π

和 1/6通量而言仍然是无能隙的。然而，对于 1/3通
量，其谱是有能隙的。图 3(i)和图 3(h)分别展示了存
在或不存在磁斯格明子缺陷时铁磁磁化的带结构。在
有能隙相中，在能量间隙内出现额外的平坦带，如图
3(i) 所示。这些平坦带对应于 0 通量缺陷周围的局域
态，并由于斯格明子的存在而产生。请注意，这些局
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图 4. 通量晶体的相图作为层间耦合 J 和螺旋波长 λ的函数，
用于螺旋磁化纹理。

域态是有能隙的，类似于平凡超导体中的涡旋束缚态
[33]。

C. 螺旋磁化纹理

接下来，我们考虑一个由单个波矢量表征的共面
螺旋磁化。尽管共面自旋纹理不会为金属产生新兴磁
场，但它们已被证明能够在超导体 [34]中产生非平凡
的贝里相位效应。我们的蒙特卡洛模拟表明可以稳定
11种不同的通量晶体，如图 7，附录C所示。为了准确
确定这些相之间的相边界，我们变分地计算了它们的
能量并构建了相图，如图 4所示。对于长波长（λ/a ∼
12），我们的结果与在均匀磁场 [24]下观察到的通量配
置一致，因为有效磁场在空间中缓慢变化。在此条件
下，我们发现有 0、π、1/3 和 1/6 通量晶体。然而，
随着波长的减小，结果偏离了均匀磁场的结果。相图
中的主导相是 0和 π-通量，尽管 2/3和 3/4-通量也占
据了相图的重要区域。此外，1/2、1/5、2/6条纹状和
6/10通量在相图的某些区域内也被稳定下来，如图 4
所示。Majorana费米子的激发谱对于大部分视觉晶体
来说是无能隙的。然而，少数视觉晶体具有 ν = 0能
隙，包括 1/3、1/6和 2/6条纹状通量。

IV. 结论

我们研究了耦合非共线自旋纹理的 YL 模型的相
图，包括磁泡晶体、孤立的磁泡缺陷和螺旋磁化。在这

些自旋纹理存在的情况下，YL模型保持精确可解，这
使我们可以进行经典蒙特卡罗模拟以确定基态涡子构
型。我们展示了磁泡晶体可以导致非常规通量图案和
带隙相，这些相由一个可调的陈数表征，该陈数可达
ν = 5。带有单个磁泡缺陷的铁磁磁化会在通量配置中
引入相应的缺陷，并能捕获局域态。螺旋结构也可以导
致各种通量构型，但大多数都是无带隙的，仅有少数
带隙相具有 ν = 0。有趣的研究方向包括将量子自旋
液体与时间依赖的自旋纹理耦合以及通过 Floquet 工
程动态生成陈带。
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附录 A: 愿景晶体用于天体磁化纹理

在图 5中，我们展示了一些获得的具有天旋晶磁
化纹理的视觉晶体。我们使用了一个 2×2单元格，这有
助于可视化底层天旋晶的周期性和三重旋转对称性。

附录 B: 1/6-通量晶体带有 0-通量缺陷

图 6展示了带有 0通量缺陷的 1/6通量晶格，在
铁磁磁化状态下出现了一个斯格明子缺陷。均匀的磁
化背景产生了 1/6通量构型，而 0通量缺陷则精确地
位于斯格明子的位置。系统维度为 12a× 12a，包含一
个大小为 4a× 4a的斯格明子。

附录 C: 变分分析

对于螺旋背景，我们最初采用了蒙特卡罗模拟，并
确定了十一种愿景晶体，如图 7所示。随后，我们使用
变分分析比较这些构型的能量以构建相图。对于相图
上的每个点，我们都计算了每种愿景晶体的能量并将
这些能量进行比较来构造相边界。
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图 5. 来自 skyrmion 晶体磁化纹理的 vison 晶体，用于 2 × 2skyrmion 系统：(a)J/K = 2.1,λ/a = 4；(b)J/K = 2.5,λ/a = 4；
(c)J/K = 1.3,λ/a = 5；(d)J/K = 1.4,λ/a = 5；(e)J/K = 2.2,λ/a = 5；(f)J/K = 2.3,λ/a = 5；(g)J/K = 1.3,λ/a = 6；
(h)J/K = 1.9,λ/a = 6；(i)J/K = 2,λ/a = 6；(j)J/K = 1.1,λ/a = 8；(k)J/K = 1.2,λ/a = 8；(l)J/K = 1.8,λ/a = 8；
(m)J/K = 1,λ/a = 9用于 2× 2；(n)J/K = 1.1,λ/a = 9；(o)J/K = 1.2,λ/a = 9。
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