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Abstract

代理人群体通常表现出由简单局部互动产生的令人惊讶的集体行为。普遍的看法是，为了产生
这样的集体行为，这些代理必须具备一定的认知能力。然而，与这种假设相反，也众所周知，即使是
没有认知能力的代理也能展示出非平凡的行为。在这里，我们考虑一种中间情况，其中代理们从两
个极端中各借用了一点。我们假设一群代理在一个有界环境中的方形格子上执行随机行走。这些代
理可以感知它们直接相邻区域的情况，并会尝试移动到一个随机选择的空位，以避免碰撞。此外，
当代理与至少另外两个代理接触时，它们将暂时停止移动。我们展示了一个令人惊讶的事实：这种
简单的代理人群体会经历一个渗流相变，并自组织成一种类似大分子结构的形式，这是由于它们受
限价键和局部空间排列产生的吸引力熵力的结果。
关键词：自组织系统，相变，渗流
PACS: 05.65.+b, 05.10.-a, 64.60.ah

1 介绍

群体中简单智能体集体行为的出现是自我组织的一个显著例子，这种自我组织源于简单的局部
互动。普遍的看法认为，出现的集体行为是智能体认知能力达到一定水平的结果，使得这些智能体
能够根据某种最优标准预测未来事件。例如，最近有人建议因果路径熵最大化与智能行为之间存在
这样的联系 [1]。因果路径熵 (Sc) 是衡量智能体可用的未来选择多样性的一种指标，其最大化有助
于使智能体摆脱各种约束 [2], [3]。在此背景下，时间范围为 τ 时的因果路径熵最大化，在温度 T 下，
导致了一个因果熵力 F c [4], [5]，引导代理趋向于具有更大因果熵的宏观状态X。

F c(X0, τ) = T∇
XSc(X,τ).(1)

宏观状态X 的因果路径熵定义为路径积分：

Sc(X, τ) = −kB
ˆ
x(t)

Pr(x(t) | x(0)) ln Pr(x(t) | x(0))Dx(t) (2)
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其中 kB 是玻尔兹曼常数，Pr(x(t) | x(0))是从 x0 开始的路径 x(t)出现的条件概率：

Pr(x(t) | x(0)) =
ˆ
ξτ

Pr(x(t), ξτ | x(0))Dξτ (3)

该概率由系统 ξτ 在时间间隔 τ 内所有可能的演化决定。因此，这样的认知代理可以通过估计当前位
置的因果路径熵 Sc 来构建环境的认知地图，并且可以通过简单地跟随 Sc 的梯度来进行导航。采用
这种方法已经表明，在最大化其因果路径熵 [1]的认知代理群体中，自组织的空间模式会浮现。

与认知要求证明相反，简单的非认知的集体行为涌现示例由硬球结晶 [6]和细长硬粒子中的向列
有序 [7]提供。其他示例是具有斑点的胶体，其特征是没有显式的键合力，它们可以通过利用熵相互
作用 [8]自组装成有趣的结构。一个有趣的情况是有有限价态的胶体，它们能够选择性地与受控数量
的邻居结合，形成更大的结构 [9]。在所有这些情况下，熵最大化导致了一个带有方向性的吸引力出
现，这种吸引力的方向取决于粒子形状和拥挤程度，有利于它们自组装成有序结构 [10]。这些具有方
向性的熵力并非内在于粒子本身，而是从它们的集体行为中涌现出来的。一个简化的解释可以这样
制定：假设自组装过程是由系统自由能的变化驱动的，该系统并非孤立，而是可以与其周围环境交
换能量：

F = E − TS, (4)

这里，E是内能，T 是温度，S是熵。假定温度恒定，在有序相变过程中，系统可以通过增加熵或减
少内能 [11]来降低其自由能。因此，熵的增加在自组装过程中可以起到显著作用，这与传统认为熵
增加立即导致更高混乱度的观点相矛盾。

受上述示例启发，在本文中我们展示了代理人的自组织集体行为也可以在局部相互作用的马尔
可夫过程 [12]的背景下进行考虑。这些代理人对应于一组相同的随机行走粒子，其下一个配置状态
仅取决于当前的状态。在这种情况下，粒子的局部动态仅依赖于它们邻居的占据状态，并且必须遵
守排除规则 [13]，使得最多只允许一个粒子占据晶格上的每个位置。在此过程中，粒子的初始密度保
持不变，我们对它们空间分布的渐近扩散和传输特性感兴趣。

更具体地说，该模型由在一个有界环境中执行随机行走的代理群体组成，在一个方格晶格上。我
们假设这些代理可以感知其直接邻域，并且每个代理都将尝试移动到一个随机选择的未被占用的相
邻位置，以避免碰撞。我们还对动态施加了一个约束条件，即当某个代理与至少两个其他代理接触
时，它将暂时停止移动。我们表明，令人惊讶的是，这样一个简单的代理群体经历了渗透相变并自组
织成类似大聚合物的结构，这是由于其受限价键和局部空间排列产生的吸引力熵力所导致的结果。

2 随机模型

我们的随机模型受到排他过程的启发，这是研究最多的相互作用粒子系统之一 [12], [13]。排他模
型由一个 d−维格子组成，在时间 t时每个点 i可以处于两种状态：如果该点被占据，则为 xi(t) = 1；
如果该点为空（自由），则为 xi(t) = 0。在每个时间点 t，随机选择一个位置 i，如果该位置 i被占据，
则再次随机选择另一个位置 j，位于位置 i的粒子尝试跳到位置 j。如果位置 j是空的，则粒子跳跃，
否则粒子停留在位置 i（因此称为“排他过程”），使得粒子的初始密度得以保持。通常在排他过程的
背景下描述两种类型的系统，并且它们通常在长时间渐近时间内进行研究，这被称为流体力学极限。
这些系统在文献中已被广泛研究，表明这种局部相互作用也具有全局效应。例如，根据跳跃的对称
性，排他过程与扩散（热）方程（对称跳跃），或 Burgers 方程（非对称跳跃）[14]相关。
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与一般的排除过程不同，其中跳跃可以具有任意大小，在这里我们关注一个更为严格的模型，其
中晶格是二维的，并且跳跃仅限于在代理局部邻域内的空位进行随机移动。因此，这种极限情况对
应于在 2d晶格上的随机行走代理群体。另外，为了引入局部交互作用，假设当代理与至少两个其他
代理接触时不能移动。最后，我们感兴趣的是代理的平稳分布作为其密度的函数。

在一个更为正式的描述中，我们考虑一个大小为 L×L的二维方形晶格 x。初始时，代理随机分
布在晶格上，分布的概率是 p ∈ (0, 1)。代理执行异步避免随机游走，并且在每轮开始时通过随机打
乱代理列表来建立执行顺序。因此，一个模拟回合包含 N 次异步移动，其中 N = pL2 是代理的数
量。如引言中所述，代理可以感知其直接邻域，并在每个模拟回合的步骤中，列表中的下一个代理
尝试移动到随机选择的一个未被占用的相邻位置，以避免碰撞。然而，当一个代理至少与其他两个
代理接触时，它将暂时停止移动。为了建模有限区域，我们在晶格上使用反射边界条件。此外，需要
异步动力学来避免可能的竞态条件，即当多个代理试图在同一时间移动到同一个位置时。模拟算法
如下所示：

(1) 建立空格子（数组）x：
xij ← 0, 0 ≤ i, j ≤ L− 1. (5)

(2) 计算每个站点 (i, j)的邻域 Nij = {f(i, j) | 0 ≤ i, j ≤ L− 1}：

f(i, j)←



(i+ 1, j) if i < L− 1, 0 ≤ j ≤ L− 1

(i− 1, j) if i > 0, 0 ≤ j ≤ L− 1

(i, j + 1) if j < L− 1, 0 ≤ i ≤ L− 1

(i, j − 1) if j > 0, 0 ≤ i ≤ L− 1

. (6)

(3) 以概率 p将格点填充为代理，将一个站点设置为 1：

xij ←

1 if r ≤ p

0 otherwise
, 0 ≤ i, j ≤ L− 1, (7)

其中 r ∈ (0, 1)是随机生成的。
确定初始的被占据站点列表：

L ← [(i, j) | xij = 1, 0 ≤ i, j ≤ L− 1]. (8)

(5) 随机打乱代理列表 L，并将移动检测变量M设置为 False：

L ← random_shuffle(L) (9)

M← False (10)

(6) 对于每个被占据的站点 (i, j) ∈ L，找到其空闲邻近站点的集合：

Vij ← {(n,m) | (n,m) ∈ Nij , xnm = 0, xij = 1}. (11)

如果 |Vij | > 2，则尝试将代理移动到随机选择的一个空闲邻近站点，如果成功，则将运动检测变量
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设置为 True：

if |Vij | > 2 : (12)

(n,m)← random_choice(Vij) (13)

xn,m ← 1 (14)

xi,j ← 0 (15)

M← True (16)

（7）如果M = True，则转至（5）。
返回 x。

3 站点渗流

让我们首先考虑有限 L × L格子的静态随机点占据情况。因此，我们假设代理在被随机放置到
格子上之后就被冻结了。这就是在一个有限正方形格子上的标准点渗流问题的情况，在这个问题中，
每个点以概率 p被一个代理占据，或者以概率 1− p [15] 保持为空。从物理学的角度来看，这个模型
类似于一个随机多孔介质，其中每个点被填充的概率为 p。众所周知，占据的点形成聚类。在这里，
我们所说的聚类是指一组最近邻的占据点。如果存在一个跨越整个格子的聚类，并且它在一个给定
的方向上连接了它的边界，则可以说有限格子已经发生了渗流。这里我们考虑的是从左到右的渗流
方向，而从上到下的选择应该是等价的，因为我们假设该格子是方形的。

因此，主要问题是：渗流发生的最小概率 pc是多少？概率 pc也被称为渗流阈值。示例如图 1所
示，可以看到当 p ' 0.6时存在一个跨越簇（黄色）（图 1(b)）。

因此，感兴趣的量是最小概率 Π(p, L)，使得随着点占据率 p和格子大小 L的函数会出现一个跨
越簇。对于标准的点渗流问题，Π(p, L)对点占据概率和格子大小 L的依赖性如图 2所示。可以看出，
Π对于 p → pc ' 0.593展现了一个尖锐的相变，而对于更大的 L值，这个转变接近一个 Heaviside
函数：

lim
p→pc

Π(p, L) = H(p, pc) =

1 if p > pc

0 otherwise
. (17)

因此，当 p→ pc 时，Π(p, L)的导数接近 Dirac delta 分布：

lim
p→pc

d

dp
Π(p, L) = δ(pc), (18)

这可以用来数值估计临界点 pc ' 0.593。
现在我们允许代理根据前一节描述的模型执行避免随机游走。示例如图 3所示。第一行是代理的

初始随机分布，第二行是同一站点占据概率下的最终代理分布。我们可以看到在这种情况下，代理聚
集在一起形成类似长链聚合物的状态，并且渗透发生在更低的站点占据概率下。跨域簇的概率Π(p, L)

与站点占据概率和晶格大小 L的依赖关系如图 4所示。在这种情况下，渗透转变发生在 pc ' 0.46。
我们注意到，在临界占据概率 p = pc时，跨越簇具有分形结构 [15]，[16]。假设Ms(L)表示跨越

簇的质量，则Ms(L) ∝ LD，其中D是分形维数。对于二维格子，欧几里得维度是 d = 2，而分形维
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(a) (b) (c)

Figure 1: 标准方格晶格上的渗流，以 L = 128作为占用概率的函数：(a)p = 0.35；(b)p = 0.593（渗
流簇）；(d)p = 0.65。顶部行显示了在占用概率 p下的粒子分布，底部行则显示了相应的簇分布。
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Figure 2: 标准渗流：(a) 跨越簇概率 Π(p, L)作为 p和 L的函数；(b)p→ pc 的相变。

度预计会更小D < d，当 p ' pc时。然而，对于 p > pc，分形维度D预计将等于欧几里得维度。可
以通过测量跨越团的质Ms(L)作为 L的函数来估算分形维度。

在图 5中，我们以双对数图展示了结果，log2 M(L) ∝ D log2 L，从中我们估计了随机游走代理
渗流的 D ' 1.81，这个值比标准 d = 2渗流情况下得到的 D∗ = 91/48 ' 1.89略小。

临界跨越簇的传输特性可以通过考虑不可压缩流体流动的问题来估计，或者等效地通过随机多
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(a) (b) (c)

Figure 3: 随机行走代理在以 L = 128为函数的方形晶格中的渗流：(a)p = 0.35；(b)p = 0.46（渗流
簇）；(d)p = 0.5。顶部行显示了占据概率为 p的粒子最终分布，底部行则显示了相应的簇分布。
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Figure 4: 渗流的随机行走代理：(a)Π(p, L)作为 p和 L的函数；(b)p→ pc 的相变。

孔介质中的电流流动问题来估计 [17], [18], [19]。
不可压缩流体流动由达西定律描述：

φ =
kA

η

∆p

L
, (19)
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Figure 5: 跨越聚类质量作为晶格尺寸的函数：log2 M(L) ∝ D log2 L。

其中 φ是黏度为 η的流体体积，通过渗透率为 k的样本的横截面积 A，而 ∆p是沿样本长度 L的压
力降。如果样本是 d−维，则 A ' Ld−1，因此我们有：

φ = Ld−2 k

η
∆p, (20)

在电流传导的情况下，我们注意到具有导电率 σ的 Ld均匀材料样品的导体率 γ 为：

γ = Ld−2σ, (21)

因此，在二维情况下（d = 2），导体率和导电率具有相同的值。导体率是描述电流如何容易地通过材
料的外在属性，而导电率则是内在属性，描述了材料固有的传导电力的能力。这里我们采用电流传
导方法，因为我们能够避免需要材料常数 k和 η。

如果我们对临界簇施加电压 V，则可以通过样本计算电流流动：

I = σV, (22)

其中 σ是该簇的电导率。由于样本中的所有站点都相同，因此两个相邻站点 a ≡ (i, j)和 b ≡ (n,m)

之间的电导率（用 b ∈ Na（或 (n,m) ∈ Nij）表示）可以简单定义如下：

σa,b =

1 if xa = xb = 1

0 otherwise
. (23)

基尔霍夫电流定律要求从节点 a流入其所有邻近节点 b ∈ Na的电流之和必须为零：∑
b

Iab = 0,
∑
b

σab(Va − Vb) = 0. (24)

7



(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 6: 连通簇属性：(a) 初始条件；(b) 渗流；(c) 连通簇；(d) 电位值；(e) 电流；(f) 主骨架和悬
挂端。

此外，我们还有边界条件：

Va =

V if a = (0, j), j = 0, 1, ..., L− 1

0 if a = (L− 1, j), j = 0, 1, ..., L− 1
. (25)

因此，我们得到了一个线性方程组，从中可以找到每个节点 Va的电势（这里我们也假设 V = 1）。使
用计算出的电势和导电率，我们可以找到相邻节点之间的电流：

Iab = σab(Va − Vb), (26)

随后，我们可以计算“主干”，即有效传输电流的关键跨域簇的部分。集群的其余部分对应于“悬垂
末端”，原则上可以去除，因为只有“主干”对导电性有贡献。因此，骨架分形的标度指数应小于跨
域团簇的标度指数 D。在这种情况下，对骨架标度指数的数值估计在计算上要困难得多，因为首先
需要随机行走过程结束，这可能需要相对较长的时间。图 6给出了由随机行走代理形成的跨域团簇
的此类计算示例。
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4 讨论

看到这些代理自我组织成如此长的聚合物链状结构，而其间没有任何明确的长程吸引力作用，这
是相当出乎意料的。另一个有趣且违反直觉的现象是，尽管它们表现出排斥性的（避免接触的）随
机行走，并且与它们的密度无关，所有代理人都会被“吸引”并因此被“吸收”到正在增长的簇中，
自我组织成一种渗透晶格的复杂结构，在临界浓度下。因此，主要的问题是：作用于这些代理人的
这种“吸引力”的来源是什么？

通常，由于长程吸引力克服了不断增加的熵，许多体系统中会出现有序。在我们的案例中，在没
有任何长程吸引相互作用的情况下，自组织过程的主要驱动力必须来自于熵梯度。

随机变量的熵是该变量潜在结果平均不确定性的度量。假设随机变量 X 在集合 X 中取离散值，
并且它遵循概率分布 p : X → [0, 1]，则 X 的熵为 [20]：

S(X) = − 1

log2 |X |
∑
x∈X

p(x) log2 p(x) ∈ [0, 1]. (27)

因此，熵总是正的，并且在结果均匀分布时达到最大值。不幸的是，作为复杂性度量的熵未能
捕捉到二维模式的复杂性。例如，在我们的案例中，每个站点可以取二进制值 {0, 1}，概率为 1− p，
相应地 p。如果我们考虑的随机变量是站点占据，并且由于粒子数量守恒，我们总是有：

S = −
∑

x∈{0,1}

p(x) log2 p(x) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p) ∈ [0, 1]. (28)

此熵在 p = 1/2时达到最大值 Smax = 1，并且它无法揭示代理复杂动态的任何信息。
一个更好的选择是考虑聚类的熵。假设对于站点占用概率 p，我们有Kp个具有面积（粒子数量）

{Ak}k=0,...,Kp−1 的聚类，那么我们可以定义聚类大小的概率分布：

qj(p) =
Aj∑Kp−1

k=0 Ak

∈ [0, 1], j = 0, ...,Kp − 1, (29)

使得：
Kp−1∑
j=0

qj(p) = 1, (30)

因此，可以将聚类分布的熵定义如下：

Sc(p) = −
1

log2 Kp

Kp−1∑
k=0

qk(p) log2 qk(p) ∈ [0, 1]. (31)

我们可以对每个值 p ∈ [0, 1]和晶格尺寸 L进行多次运行以平均这个熵 〈Sc(p, L)〉。结果如图 7所示，
我们可以看到在相同的 pc值处获得了临界转变。在图 7(a)中我们有标准渗流问题的临界转变，而在
图 7(b)中我们有随机行走代理人的临界转变（计算每个 p在动力学停止后且所有代理人被吸收进集
群后的数值）。我们可以看到，在 p的低值时熵值较高，对应着许多小集群的存在，而在 p的高值时
熵减少，因为集群的数量减少了，并且当所有的代理人都被吸收到一个巨大的跨域集群中时达到零。

显然，这些熵度量都无法解释代理之间出现的明显的“吸引力”，也无法克服排斥性的随机行走
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Figure 7: 簇分布的熵 〈Sc(p, L)〉作为位点占据概率的函数：(a) 标准位点渗流模型；(b) 随机行走体
渗流模型。

动态。第一个熵度量（28）定义在可能的最小尺度（单个站点），因此它无法捕捉到任何集体行为。
与此相反，第二个熵度量（31）能够捕捉全局范围内的集体行为和集群组织，不幸的是它太过粗糙，
无法捕捉中间尺度上的自组织过程细节。因此，我们需要一个可以在邻域层面定义的熵度量，因为
这就是代理“吸收”过程发生的地点。

(a) (b)

Figure 8: 一个站点邻域的可能配置：(a) 中心站点为空；(b) 中心站点被占用。

我们注意到，在这里考虑的方形晶格情况下，存在 32个邻域配置，其中 16个具有空的中心位
点，而另外 16个具有被占据的中心位点，如图 8所示。我们特别关注前 16种配置（图. 8(a)），因为
这些是能够接受一个代理移动到空的中心位置的情况。在这些配置中，只有最后五个是临时“吸收”
的，通过允许至少有两个邻居的未占据中心的移动。

我们还注意到，如果排除中心位置，这些邻域配置中的占据位置数量可以是 s ∈ {0, 1, 2, 3, 4}。
因此，由于熵是一个可加的量，它可以分解为两个组成部分：

S(p) = S0(p) + S1(p), (32)
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其中 S0(p)是中心位置未被占据的邻域的熵：

S0(p) = −
1

log2 10

4∑
s=0

p(s|xij = 0) log2 p(s|xij = 0) ∈ [0, 1], (33)

相应地，S1(p)是中心位置被占据的邻域的熵：

S1(p) = −
1

log2 10

4∑
s=0

p(s|xij = 1) log2 p(s|xij = 1) ∈ [0, 1]. (34)

这里，p(s|xij = k),k ∈ {0, 1}是在给定中心位置是 xij ∈ {0, 1}的条件下，邻域内被占据的位置数为
s ∈ {0, 1, 2, 3, 4}的条件概率。我们对这些熵的分量 〈S0(p, L)〉和 〈S1(p, L)〉在每个值 p ∈ [0, 1]和晶
格大小 L上进行多次运行的平均，结果如图 9所示。
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Figure 9: 随机游走模型中邻域配置的熵：(a) 中心位置为空 〈S0(p, L)〉；(b) 中心位置被占据
〈S1(p, L)〉。

我们可以看到，邻域熵度量 〈S(p, L)〉的组件 〈S0(p, L)〉在相同的临界渗流值 pc ' 0.46处达到最
大。对于 p < pc，代理的动力学创建了越来越多的“吸收”站点，而对于 p > pc，这个数量开始减少
因为“吸收”站点变得被占据。另外，值得注意的是，在 〈S1(p, L)〉的情况下，临界点 pc ' 0.46看
起来变成一个波动点，这是曲线上一个曲率消失但不改变符号的点。〈S1(p, L)〉组件在 p ' 0.76之前
一直在增加，当分布向完全占据配置倾斜时，它开始急剧减少。因此，我们假设 〈S0(p, L)〉是负责自
组织过程“吸引力”的熵贡献的假设似乎得到了证实。

5 结论

大多数多体系统通过长程吸引力相互作用，克服熵的无序效应。与此假设相矛盾的是，斑点粒
子和胶体颗粒能够自组织成大型结构，而不依赖于长程吸引力相互作用。这些颗粒利用从其几何特
征或限制性价态中产生的方向性熵力，促进局部密集堆积。因此，随着系统变得拥挤，它们在有序
结构中的自组装预计会变得更加重要。在这篇论文中，我们考虑了一个不依赖任何长程吸引力相互
作用的自组织代理的例子。该模型由一个简单的代理群体组成，这些代理在一个有界环境中持续进
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行随机行走，在正方形晶格上移动。代理可以感知其直接邻域，并且每个代理都会试图进入一个随
机选择的空位点，以避免碰撞。代理具有有限价态的特点，当它与至少两个其他代理接触时会暂时
停止移动。我们展示了出乎意料的是，代理群体经历了一个渗透相变，并自组织成类似大型聚合物
链的结构，这是由于它们有限价态和局部空间排列产生的吸引力熵力的结果。此外，我们还数值确
定了渗透阈值和临界跨越团簇的分形维数。模拟的细节和参数在附录中提供，同时还提供了一个用
于模拟所提出模型的 Python程序。

附录

计算是在Python中进行的，每对 p ∈ [0, 1]进行了 T = 102次模拟，使用了一个步长∆p = 10−2。
由于完整代码的长度相当大，下面仅给出随机游走代理动画部分以及它们最终配置聚类（https://

github.com/mandrecut/entropically_driven_agents）的最小实现。

import numpy as np

from scipy.ndimage import label

from scipy.ndimage import sum_labels

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation

def neighbors(L):

v = [(-1,0),(1,0),(0,-1),(0,1)]

w = np.zeros((L,L),dtype="object")

for n in range(L):

for m in range(L):

w[n,m] = [x for x in v if n+x[0]>=0 and n+x[0]<L and m+x[1]>=0 and m+x[1]<L]

return w

if __name__ == "__main__":

p = 0.465 # occupation probability

L = 128 # lattice size

T = 1000 # max number of time steps

a = (np.random.rand(L,L)<p).astype("int") # initial populated lattice

g = neighbors(L) #list of neighbors for each site

# animation, adjust interval for increasing the speed

fig, ax = plt.subplots(figsize=(5,5))

ax.axis(’off’)

ims,im = [],ax.imshow(a,animated=True)

ims.append([im])

x = np.array([i for i in range(L)])

y = np.array([j for j in range(L)])

for t in range(T):

np.random.shuffle(x)

np.random.shuffle(y)

flag = True
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for n in range(L):

for m in range(L):

if a[x[n],y[m]] == 1:

w = [a[x[n]+c[0],y[m]+c[1]] for c in g[x[n],y[m]]]

if np.sum(w) < 2:

u = [g[x[n],y[m]][i] for i in range(len(w)) if w[i] == 0]

if len(u) > 0:

(q,r) = u[np.random.randint(len(u))]

a[x[n]+q,y[m]+r] = a[x[n],y[m]]

a[x[n],y[m]] = 0

flag = False

im = ax.imshow(a,animated=True)

ims.append([im])

if flag:

break

ani = animation.ArtistAnimation(fig,ims,interval=100,blit=True,repeat=False)

plt.show()

# find and display clusters

fig = plt.figure(figsize=(5,5))

w,n = label(a)

area = sum_labels(a,w,index=np.arange(n+1)).astype("int")

plt.imshow(np.sqrt(area[w]),origin=’lower’,interpolation=’nearest’)

plt.axis("off")

plt.tight_layout()

plt.show()
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