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我们研究了一维扩展的 Hubbard-Su-Schrieffer-Heeger (HSSH)模型在稀释极限下的电子添加光谱，
使用了密度矩阵重整化群方法。除了预期的对带结构进行重正化之外，我们发现当单态通道中添加电
子时，电子-声子 (e-ph)相互作用会产生异常的光谱特征，而在三态通道中则不存在这种特征。通过将
这些结果与在反绝热极限下从微扰理论获得的结果进行比较，我们证明了这一异常特性是之前在两粒
子极限下推导出的由 SSH耦合介导的强大电子-电子相互作用的残留物。通过研究该特性随着掺杂的
变化而演化的规律，我们追踪了这种吸引力向较高载流子浓度的发展，并提供了对光谱特征的预测以
帮助指导未来寻找强大的 e-ph介导配对的工作。

介绍 理解声子介导的电子配对的基本限制是凝聚态物
理中的一个长期问题。这个问题对于确定常规超导体
的最大超导转变温度 Tc具有重要影响，也是当前活跃
研究的主题 [1–19]。Eliashberg理论 [20]预测，无量纲
耦合 λ的 electron-phonon (e-ph)与 Tc ∝

√

λ在强耦
合极限下，Tc将无界增长 [21]，前提是可以避免竞争的
charge-density-wave (CDW)或结构不稳定，或者形成
重（双）极化子 [2, 4, 9]，最终会抑制超导性。确实，最
近的若干 quantum Monte Carlo (QMC) 研究观察到
了霍尔斯廷模型中（双）极化子的形成，这些极化子倾
向于局部有序，最终抑制了超导性 [10, 12, 15, 16, 22]。

Su-Schrieffer-Heeger (SSH)- 或者 Peierls 类似相
互作用 [23, 24] 在此背景下引起了相当大的兴趣。这
些相互作用出现在原子运动调制电子跃迁积分而非在
位能量的系统中（与 Holstein [25, 26]或 Fröhlich [27]
模型不同）。稀释极限下的理论研究表明，SSH相互作
用通过在场和最近邻单重态间的成对跳跃介导了强烈
的吸引性 e-e 相互作用 [28]。从物理上讲，这种吸引
力出现在一个粒子通过发射声子跃迁时，另一个电子
随之吸收该声子的情况下 [28, 29]。这个过程导致轻极
化子 [30] 和稳定的、可移动的双极化子 [28] 的形成，
它们可以凝聚成高温 c 超导体 [17]。成对跳跃过程也
可以在没有库仑相互作用的情况下产生新颖的磁性形
式，包括反铁磁性 [31–33]和量子自旋液体行为 [34]。

最近的 determinant quantum Monte Carlo

(DQMC)研究得出结论，极化子质量、声子介导的磁
性和超导关联在 SSH模型中取决于声子模式是放置在
晶格的键上还是位置上（所谓的键与光学/声学 SSH模
型）[35–37]。特别是，磁性和健壮的电子配对似乎在有
限载流子浓度下因位置声子而减少 [36, 37]。DQMC最
近还在接近半填充和反绝热极限 [38]的 bond-SSH模
型模拟中报告了增强的 Tc’s，但将其归因于不同的机
制。鉴于这些差异，在不同的 SSH模型中研究介导的
有效相互作用是进一步检验这些理论的必要条件。

在这封信中，我们研究了 one-dimensional (1D)
扩展的哈伯德-SSH 链的电子添加光谱使用 density
matrix renormalization group (DMRG)。我们的结果
揭示了光谱中存在的一个强烈共振特征，我们认为这
是由于电子之间剩余的声子介导吸引力引起的。跟踪
这一特征作为载流子浓度的函数，我们进一步证明它
在有限的载流子浓度下持续存在。我们的结果显示，
强烈的声子介导吸引在光学 SSH模型中超越了稀释极
限，并确定了一个特定的光谱特征，该特征可以指导
实验。

模型与方法 我们研究了 1D 扩展的 Hubbard-SSH
(HSSH)哈密顿量 (h̄ = 1) [35, 39]的光学变体。
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图 1. 电子添加谱函数 A+(k,ω)通过 DMRG方法得到，该方
法用于在一个由一个自旋-↑电子占据的 L = 40站点 1D链上添
加一个自旋-↓的电子。如各面板所示，结果展示了不同值的 g，
同时固定了 U = 6t、V = 0和 Ω = 2t的情况。每张图中的白色
虚线显示了单极化子基态能量E1,gs。c 和 d 面板中的箭头指出
了本工作关注的共振。

H = −t∑
i,σ

[c†
i,σci+1,σ + H.c.[+U∑

i

n̂i,↑n̂i,↓ + V ∑
i

n̂in̂i+1

+Ω∑
i

(b†
ibi +

1
2
) + g∑

i,σ

[c†
i,σci+1,σ (x̂i − x̂i+1) + H.c.[ .

(1)

这里 c†
i,σ(ci,σ) 在晶格位点 i上产生（湮灭）一个自旋

σ电子，b†
i (bi ) 在位点 i处产生（湮灭）一个能量为 Ω

的声子模式，x̂i = (b†
i + bi ) =

√

2MΩX̂i 与 ith 原子的
位移算符 X̂i 成比例，n̂i = ∑σ n̂i,σ 是局部电子密度算
符，t是最近邻跳跃，U 和 V 分别是局域和最近邻哈伯
德排斥，g 是 e-ph耦合强度。在整个研究过程中，我
们设定M = t = 1并固定 Ω = 2t，同时改变 g、U 和
V。我们也明确确认了所有展示的结果都是在 SSH模
型的物理范围内获得的，在该范围内有效跃迁的符号
没有被反转 [40]。
我们使用 DMRG方法 [41]求解了方程 (1)，该方

法在 DMRG++ 代码 [42]中实现。特别是，我们关注
电子添加谱 A+(k,ω) [43, 44]，我们使用修正矢量算法
结合 Krylov空间分解以及两站点 DMRG更新 [45]直

接在实频轴上进行计算。算法首先计算实空间电子添
加光谱

A+
cj(ω) = −

1

π
Im ⟨ψgs∣ ĉj,σ

1

ω − Ĥ +Egs + iη
ĉ†
c,σ ∣ψgs⟩ ,

(2)
其中 ∣ψgs⟩和 Egs分别是基态波函数和能量，而 c表示
链的中心位置。动量分辨的电子添加光谱 A+(k,ω)通
过傅里叶变换获得。

在整个过程中，我们将展宽系数固定为 η = 0.1t，
并保持 m = 500 DMRG 状态，同时限制每个站点的
局部声子希尔伯特空间最多有Np = 7个声子模式，以
确保截断误差低于 10−7。

结果 我们首先考察了稀释的 HSSH 链在 U = 6t 和
V = 0下的电子添加光谱。图 1绘制了为已经有一个
自旋向上极化子的链添加一个自旋向下的电子时，不
同值的 g 对应的 A+(k,ω)。在这种情况下，方程 (2)
中的 Egs ≡ E1,gs 指的是单个极化子基态能量。这个能
量E1,gs用虚线白线表示，并且等于这种情况下费米能
EF。确实，根据方程 (2)，在能量 ω = E2,α −E1,gs 处
预计会有谱权重，其中 E2,α是两电子希尔伯特空间中
Ĥ 的本征能。因此，在没有束缚的情况下，最低能量
特征必须出现在 ω = E1,gs 处，对应于 E2,gs = 2E1,gs。

对于弱耦合 (g = 0.2,图 1a)，A+(k,ω)确实类似于
非相互作用的余弦带，在E1,gs+Ω [46, 47]处出现了预
期的声子拐点。增加 e-ph相互作用与 g = 0.5（图 1b）
产生更强的重正化，并将能谱分解为低能量准粒子（极
化子）离散态和高能量极化子+一个声子连续区。进一
步增加 g会产生更重的极化子 [48, 49]，从而减少极化
子带的带宽，如图 1c和 1d所示。（对于这些耦合强度，
较大的 U 阻止了两个极化子结合在一起 [28, 50, 51]，
因此没有双极化子状态的特征。）对于更强的耦合，我
们观察到在极化子带内出现了意想不到的异常光谱特
征，用白色箭头标记，并且较大的 e-ph耦合将其光谱
权重推向极化子带的底部。如我们将接下来展示的，这
一特征是由残余的 e-e吸引通过 SSH耦合 [28]引发的
共振。

为了进一步探索这种异常谱权重的性质，图 2显
示了在单重态和三重态通道中的 A+(k,ω)，这是通过
向一个已经被单一自旋向上极化子占据的系统中添加
一个自旋向下（单重态部分）或自旋向上（三重态部
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图 2. 电子添加光谱函数A+(k,ω)的比较，分别为：a)添加一个
自旋-↓电子或 b) 添加一个自旋-↑电子到已存在一个自旋-↑电
子的L = 40站点 1D链中。结果是在固定U = 6t,V = 0,Ω = 2t

和 g = 0.8的情况下获得的。每个图中的白色虚线显示了单极
化子基态能量 E1,gs。

分）电子获得的。在这里，我们将参数设置为图 1中
的值，并固定 g = 0.8。值得注意的是，异常谱权重仅
出现在自旋单重态通道中，这可以通过记住 SSH耦合
导致声子介导的电子吸引（排斥）在自旋单重态（三重
态）通道中的现象来解释 [28, 51]。因此，这些结果表
明声子介导配对在这种特征机制中扮演着重要角色。

进一步的见解可以通过考察添加谱如何作为
Hubbard相互作用参数的函数演化而获得，如图 3所
示，在固定 g = 0.8的情况下。图 3a显示了 U = V = 0

的加合光谱，这用作参考点，而图 3b 绘制了 k = 0光
谱随 U 变化的演化情况，同时固定 V = 0并归一化到
峰值 ω ≈ −2.5t。如前所述，图 3a中的虚线表示初始单
极化子状态的能量。

对于 U = 0，SSH耦合足够强以将两个电子束缚
成一个束缚双极子，这表现为在图 3a 中虚线标记的
E1,gs以下观察到的尖锐光谱特征。增加 U 减小了双极
子的结合能，并将其权重转移到更高的能量 [50]。对于
U = 2t，我们发现双极子峰已经与极化子带的底部合
并，如图 3b中的不对称线形所示。因此，对于 U ≥ 2t，
双极子变得不稳定并分解成两个自由极化子，因为其
能量大于 2E1,gs。然而，由于载流子之间的残余强吸
引力，高能有限寿命共振可以在光谱中持续存在。我
们将极化子带底部以上的尖锐光谱特征解释为这种共
振，并且随着 U 的增加，该共振向更高能量移动。两
个电子基态的特性变化也反映在图 3c中计算出的两个
电子基态的平均密度上，我们观察到从单峰（束缚双极
化子）到双模分布（两个非束缚极化子）的变化，对于
U > 2t [52]。
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图 3. 添加自旋为 ↓的电子到已经由单个自旋为 ↑的电子占据的
L = 40站链的加和谱线A+(k,ω)。我们获得了所有固定 g = 0.8

和Ω = 2t的结果。图板（a）和（d）分别显示了 (U,V ) = (0,0)

和 (6t,−3t)的动量分辨光谱。图板（b）绘制了固定 V = 0时
A+(k = 0, ω)随U的变化。类似地，图 (e)绘制了在固定U = 6t

的情况下，A+(k = 0, ω)作为 V 的函数。图 (c)和 (f)分别显示
了使用与图 (b)和 (e)相同的参数获得的双粒子基态的平均电
子密度 ⟨ni⟩。

图 3(d)-(f) 描述了两个电子状态随最近邻相互作
用 V 的变化。图 3d 显示了在固定 U = 6t、g = 0.8

和 V = −3t条件下的 A+(k,ω)。类似于图 3a，基态是
一个束缚双极化子，在虚线以下形成了一个尖锐的光
谱特征。从吸引到排斥值变化 V 会减少双极化子结合
能，效果类似于增加 U。对于 V > 0，双极化子不稳定
而解离，但剩余的声子介导吸引力产生了一个共振，类
似于图 3b。从双极化子到两个未束缚极化子基态的变
化也可以通过电子平均密度随 V 的变化行为来清晰地
看出，如图 3f 所示。

为了确认我们对数值结果的解释，我们在反绝
热极限（Ω ≫ t, g)，如在 supplementary materials
(SM) [29]中所述）下对我们模型进行了微扰分析。具
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体来说，我们使用 M. Takahashi 的方法 [53] 来投影
出具有一个或多个声子的高能希尔伯特子空间，以获
得 Heff 的有效两体哈密顿量，用于 HSSH 模型。在
单重态部分，Heff 包含描述重整化的单一准粒子（极
化子）色散的项以及描述它们相互作用的项；后者
包括原始的现场排斥力 U 和声子介导的吸引力。后
者由现场和最近邻单重态的最近邻对跳跃组成 [28,
29]。在动量空间中，这些声子介导的相互作用描述
了单态 ∣k, q⟩ = 1√

2
[c†

k
2+q,↑c

†
k
2 −q,↓

− c†
k
2 −q,↑

c†
k
2+q,↓]∣0⟩ 散

射到任何其他单态 ∣k, q′⟩ 的过程，在原位 u0(k)、最
近邻 u1(k) cos(qa) cos(q′a)和次近邻 u2(k)[cos(2qa) +
cos(2q′a)]有效相互作用的框架下，这些相互作用不仅
依赖于转移动量 q′ − q，还依赖于该对的总动量 k，详
情见 SM[29]。

然后我们通过计算具有动量 k 的粒子与零动量
粒子之间的单态对应的双粒子传播子 G(k, z, k

2
, k
2
) =

⟨k, k
2
∣[z −Heff]

−1
∣k, k

2
⟩来模仿方程 (2)（直到被 E1,gs移

位）的谱权重。如图 SM [29]所示，这个谱权重在定性
上与DMRG模拟中的A+(k,ω)行为相似。特别是，它
在适当的 g,U 值下表现出类似的共振。分析近似表明，
在反绝热极限中，双极子是稳定的，如图 3（a）所示，
当总 onsite 有效能量 U +u0(k) = U − 8g2

Ω
cos(ka) < 0、

即。时，库仑排斥弱于 onsite声子介导的吸引（后者依
赖于对的动量 k，因为它源自配对跳跃项）。然而，对
于 U > 2t和 g = 0.8，u0(k)变得排斥并且没有稳定的
双极子 [参见图 3b]。尽管如此，在接近 k = 0时，最近
邻和次近邻的 u1(k)和 u2(k)仍然是吸引性的。虽然它
们不足以形成稳定的双极子，但确实介导了有限寿命
共振的出现，如图 3b所示，并且也在 SM [29]中展示。

上述讨论的异常光谱特征提供了由 SSH 相互作
用介导的非局域吸引相互作用存在的明确光谱标志，
即使这种相互作用不足以束缚一个双极子，这一点在
Ref. [28]中首次预测。鉴于此，自然会问这个特征是否
超出了极度稀疏极限，并且可以在大多数量子材料相
关的载流子浓度下被观察到。图 4 通过绘制 U = 6t、
V = 0和 g = 0.8的电子添加光谱回答了这个问题，这
些光谱涵盖的载流子浓度范围为 ⟨n⟩ ∈ [0.1,0.35]。共
振在所有情况下均可见，其光谱权重随 ⟨n⟩单调增加。
这种增加是可以预期的，因为添加的电子可以与系统
中已存在的任意一个自旋相反的电子形成共振。对于
⟨n⟩ ≥ 0.2，这一特征发展出额外的结构，并呈现出类似
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图 4. 电子添加光谱函数 A+(k,ω)使用 DMRG计算，适用于
L = 40站链，并固定了 U = 6t,V = 0,g = 0.8和 Ω = 2t。平均
电子密度 ⟨n⟩在每个面板中所示的 0.1和 0.35之间变化。在这
里，我们发现共振特征远远超出了稀释极限。

W 的形状，将极小值置于远离 Γ点的位置。对于最大
的载流子浓度 [参见图 4f]，该特征变得非常类似于轻
掺杂 1DHubbard模型的谱函数，在该模型中发生自旋
电荷分离，具有明显的孤子和自旋子准粒子激发。
总结与讨论我们已经计算了扩展的HSSH模型在载流
子浓度为 ⟨n⟩ ≤ 0.35 时的电子添加光谱，并识别出一
个异常的光谱特征，该特征位于两个极化子连续区之
间。通过仔细分析，我们证明这个特征是一个共振态，
在这种状态下，注入的电子形成了一种亚稳单重束缚
态一段时间后才衰减。（这一解释完全符合在反绝热极
限下对该问题的解析处理 [29]。）该特征的确切形状和
位置取决于现场以及次近邻Hubbard相互作用及 e-ph
耦合强度，并编码了关于残留声子介导吸引的信息，在
HSSH模型中也是如此。掺杂的HSSH链在 ⟨n⟩ = 0.75

和 Ω = 2t下没有观察到任何共振特征；相反，报告的
A(k,ω)展现了自旋-电荷分离的经典特征 [40]。结合我
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们的结果，这一观测表明，在更高的载流子浓度下，极
化子之间的有效吸引力最终会被抑制。
如前所述，早期的理论工作表明，在稀疏极限下，

SSH 耦合介导了载流子之间强烈的吸引力相互作用，
形成了轻但稳定的双极子 [28]。我们的DMRG结果表
明，这种相互作用在稀疏极限之外仍然存在，并且为
这种可被探测到的相互作用提供了直接的光谱特征，
这些探测可以访问未占用电子状态。扫描隧道显微镜
和逆向光电发射实验非常适合此目的；然而，确定
resonant inelastic x-ray scattering (RIXS) 是否能够
访问这些状态也十分有趣。在此背景下，我们注意到
掺杂的 1D铜酸盐自旋变化最近已被合成并表征 [54]，

估计的掺杂水平低至 ρ = 1 − ⟨n⟩ = 0.59孔/Cu。需要
达到更高的掺杂水平来验证我们的预测。在更高维度
中的类似计算也将有助于识别合适的材料。

致谢此项工作得到了国家科学基金会的资助，拨款号
为 DMR-2401388。A. N. 感谢加拿大第一研究卓越
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源，该设施是美国能源部科学办公室用户设施的一部
分，合同号为 DE-AC05-00OR22725。
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