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Abstract

我们提出了一种具有加性周期核的高斯过程回归框架，用于分析耦合振荡系统中的两体相互作用。虽然通过贝叶
斯方法确定的有限阶傅里叶级数仍可能产生诸如高频高幅振动等伪影，但我们的加性周期核方法已被证明能有效
地避免这些问题。此外，通过利用耦合函数的加性和周期特性，我们显著降低了推理问题的有效维度。我们首先
在简单的耦合相位振荡器上验证了我们的方法，并展示了其对范德波尔和菲茨休-纳戈莫振荡器等更复杂系统，在
数据偏差或有限条件下的鲁棒性。接下来，我们将该方法应用于由霍奇金-赫胥黎方程建模的尖峰神经网络中，成
功恢复了底层相互作用函数。这些结果突显了高斯过程回归在捕捉振荡网络中的非线性和周期性相互作用方面的
灵活性和稳定性。我们的框架为传统方法提供了一种实用的替代方案，使物理、生物和工程领域的同步节奏系统
能够进行数据驱动的研究。

1. 介绍

耦合相位振子模型 [1, 2, 3] 常用于描述各种复杂系
统中的节律行为，例如大脑中神经元的协调活动 [4] 或
萤火虫的同步闪烁 [5] 。该模型允许显著降低维度，并
能为原始系统的节律行为提供见解。
振子之间的耦合函数表示为相位差的函数，这决

定了系统的同步特性。换句话说，从观测数据中估计
耦合函数是揭示节律现象潜在机制的关键步骤。许多
研究使用诸如傅里叶级数展开等方法解决了这一问题
[6, 7, 8, 9]。然而，决定模型复杂度并对近似精度有显
著影响的傅里叶级数截断阶次通常是任意的，并受到证
据近似的限制。此外，估计出的傅里叶系数可能会取很
大的绝对值，导致高振幅、高频震荡。这种现象是不希
望看到的，因为它意味着耦合函数在非自然高的频率下
振荡。
为了克服与傅里叶截断相关的问题，我们使用高斯

过程回归，这是一种非参数回归方法，通过协方差函
数 [10]允许对复杂函数进行灵活建模。具体来说，我们
提出了一种新方法，将耦合函数的关键特性——周期性
和可加性——纳入核中，引入了周期性加性核。
本文组织如下。在第 2节中，我们简要回顾了耦合

相位振子模型和高斯过程。在第 3节中，我们提出了一

种方法，用于从表现出节奏现象的数据中提取振子系
统的耦合函数，使用高斯过程回归。这比现有方法提供
了更灵活的估计。所提方法将在下一节 4应用于各种系
统。特别是，我们通过耦合 FitzHugh-Nagumo振子在
数据偏倚或有限的情况下展示了所提出的方法优于现
有方法的优势。此外，所提出的方**法被应用于尖峰神
经元的多体系统，并确认所有耦合函数都得到了高精度
的估计。最后，我们在第 5节总结本文并提供进一步的
备注。

2. 预备知识

2.1. 耦合相位振荡器

让我们考虑一个由 N 个相互作用的动力系统组成
的系统：

Ẋi = Fi(Xi) +
N∑

j=1
j,i

G j→i(Xi, X j) i = 1, 2, · · · ,N. (1)

这里，函数 Fi 表示元素 i的自发动力学，而 G j→i 表示
从元素 i到元素 j的弱作用。我们假设每个元素都有一
个稳定的极限环（即每个元素都是振荡器）。众所周知，
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这样的系统可以简化为耦合相位振荡器 [1, 2]。

φ̇i = ωi +

N∑
j=1
j,i

Γi j(∆φi j), ∆φi j := φ j − φi. (2)

函数 {Γi j} 是耦合函数，表示从振荡器 j 到振荡器 i 的
作用。
采用相位振子模型的优势在于显著简化了系统。虽

然原系统 (1)通常是多维的，相位振子 (2)仅为每个极
限环分配一个变量 φi。因此，焦点可以完全集中在节奏
同步特性上。

2.2. 耦合函数的估计

在本文中，我们估计所有相位耦合函数 {Γi j}从相
位时间序列D = {(x j, y j)}

ndata
j=1 与 x j ∈ TN−1 和 y j ∈ R对于

j = 1, 2, . . . , ndata。这里，T表示一个环面。由于相位耦
合函数决定了振荡器的同步特性，因此从观测时间序列
中估计这些函数是理想的。
然而，获得全面涵盖高维状态空间的时间序列数据

极其具有挑战性。即使获得了这样的数据，数据量也会
非常庞大，需要大量的计算资源来进行估计。为了避免
这一难题，我们专注于相耦合函数可以表示为两体相互
作用之和的事实，这使我们可以使用加性核。详情见第
3.1节。

3. 方法论：高斯过程回归

我们采用高斯过程回归来估计耦合函数。在本节
中，我们简要介绍了高斯过程回归的程序。
假设我们有一个时间序列数据 D = {(x j, y j)}

ndata
j=1 ⊂

TN−1×R，其中包含 ndata个数据点，以及一个函数 f : TN−1 →

R，满足

yi = f (xi) + ξi, (3)

对于 i = 1, . . . , ndata，其中 ξi是代表输出中噪声的随机变
量N(0, σ2)。我们的任务是使用高斯过程从数据D中预
测未知函数 f。
我们首先假设未知回归函数 f 是从给定的高斯过

程先验中抽取的，

f ∼ GP(m, k), (4)

其中m : TN−1 → R被称为均值函数，k : TN−1×TN−1 → R
被称为协方差函数。协方差函数应选择为反映人们对回

归函数 f 的先验知识或信念，并且我们将在下一子节中
讨论这个问题。在许多情况下，为了简化问题，将均值
函数 m设置为常数零函数。
后验分布 f 通过线性代数分析计算得出，再次为高

斯过程。该分布由以下闭式给出：

f | D ∼ GP(m, k), (5)

其中后验均值函数 m和后验协方差函数 k是

m(x) = m(x) + kxX(kXX + σ
2Indata )

−1(y − mX), (6)

k(x, x′) = k(x, x′) − kxX(kXX + σ
2Indata )

−1kXx′ . (7)

其中

[kXX]i j = k(xi, x j),

kXx = k>xX = (k(x1, x), . . . , k(xndata , x))>,

mX = (m(x1), . . . ,m(xndata ))
>,

y = (y1, . . . , yndata )
>.

3.1. 协方差函数的选择

协方差函数 k是高斯过程回归的基本组成部分，因
为它编码了我们对希望预测的函数的假设（详见 [11]的
详细讨论）。在我们的问题设定中，由于耦合函数的定
义域为环面 TN−1，这意味着该函数是 2π周期性的，因
此使用周期核作为协方差函数是合适的。此外，由于耦
合函数是加性（即表示为两体相互作用的和），可以看
出核函数也是可加的 [12]。总之，我们建议使用以下可
加周期核来估计耦合函数：

k(x, x′) =
N−1∑
j=1

θ
( j)
0 exp

(
θ

( j)
1 cos(x j − x′j)

)
. (8)

这里，{θ( j)
0 }

N−1
j=1 和 {θ

( j)
1 }

N−1
j=1 是正的超参数。θ

( j)
0 决定了协

方差函数的振幅。θ( j)
1 可以视为一个逆长度尺度，它指

定了协方差函数的 j轴方向的宽度。

3.2. 优化

在迄今为止描述的高斯过程回归中，超参数仍保留
在核 θ0,1 和噪声强度 σ中。为了简化符号，我们将这些
参数写为 θ。
为了估计 θ，我们考虑最大似然估计，它对最有可

能生成数据D的总体进行推断。参数 θ的（边际）对数
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似然性为

L(θ) := log p(y | X, θ)

= −
1
2

y>Kθy −
1
2

log det Kθ −
ndata

2
log 2π,

(9)

其中 Kθ = kXX + σ
2Indata 是含噪声数据D的协方差矩阵。

最可能的参数 θ是通过找到对数似然函数 L(θ)的最大
值来估计的。
寻找在改变超参数时最大化边缘似然性的点的问

题被表述为一个优化问题。本文中，我们使用梯度下降
法来找到边缘似然性的最大点。超参数 θ使用以下方式
通过梯度进行更新：

θ(t+1) ← θ(t) + α
∂L

∂θ
(θ(t)), (10)

其中 α表示学习率。
随机梯度下降（SGD）方法被视为梯度下降优化方

法的一种随机近似，是另一种优化方式。在 SGD方法
中，每一步的梯度由不同的小批量数据决定，并相应地
进行参数更新。最大的好处是它比使用所有数据每步的
梯度方法收敛所需的计算时间更少。由于每个小批量的
梯度方向存在随机波动，人们认为它陷入局部解的可能
性更低。请注意，我们可以解析地计算协方差函数关于
其超参数的导数。这使得可以使用自动微分进行高效优
化。实现是使用 GPflow [13]完成的。

3.3. 使用高斯过程回归的意义

高斯过程回归的一个主要优点是它能够为回归参
数提供不确定性估计，在数据嘈杂或稀疏的情况下这可
能会很有用。它还允许在无需指定固定函数形式的情况
下对复杂函数进行建模，而在许多情况下确定这种固定
形式是很困难的。此外，使用核函数可以将关于函数的
先验知识（如其平滑性或周期性）纳入其中，这可以提
高估计的准确性。
高斯过程回归的优势在于所有计算都可以仅通过

矩阵运算以封闭形式完成。然而，随着数据数量 ndata的
增加，需要对 ndata × ndata 矩阵进行逆矩阵计算，而内存
和计算量是巨大的。已经提出了许多稀疏近似方法来克
服高斯过程回归的计算复杂性 [14, 15, 16, 17, 18]。

4. 数值模拟

4.1. 耦合相位振荡器

为了确认我们方法的有效性，我们首先考虑一个由
耦合相位振荡器组成的简单 3体系统：

φ̇1 = 1.0 + 0.01 sin(φ2 − φ1) − 0.02 sin(φ3 − φ1),

φ̇2 = 1.1 + 0.04 sin(φ1 − φ2) + 0.01 sin(φ3 − φ2),

φ̇3 = 0.95 + 0.01 sin(φ1 − φ3) − 0.03 sin(φ2 − φ3),

(11)

其中 φ1, φ2, φ3是振荡器的相位。通过使用正向欧拉方法
从 t0 = 0.0到 t1 = 15.0求解常微分方程 (11)，并采用随
机选取的初始值，我们准备了时间序列数据。以采样率
0.2对数据进行采样。我们将上述计算重复执行 50次。
估计结果如图 1所示。

4.2. 耦合范德波尔振荡器

接下来，我们将提出的方法应用于耦合的范德波尔
振荡器：

ẋ1 = y1 + K(x2 − x1) + ξx1 (t),

ẏ1 = ε1(1 − x2
1)y1 − x1 + Kx2

2y2 + ξy1 (t),

ẋ2 = y2 − Kx2
1y1 + ξx2 (t),

ẏ2 = ε2(1 − x2
2)y2 − x2 + Kx1y2

1 + ξy2 (t),

(12)

其中参数为 〈ξα(s)ξβ(t)〉 = σ2δα,βδ(s−t)对于α, β ∈ {x1, y1, x2, y2}。
参数的值是 ε1 = 0.3, ε2 = 0.7,K = 0.01, σ = 0.03。
我们使用以下方法从获得的时间序列数据中重构

相位时间序列。首先，我们按照如下方式计算几何角度
ϑi(t)：

ϑi(t) = arg {−x̂i(t) + iŷi(t)} , (13)

其中，x̂i 和 ŷi(t)分别是 xi(t)和 yi(t)的中心化时间序列。
尽管对于所有的 t都有 ϑi(t) ∈ [0, 2π)，将 ϑi(t)视为振荡
器 i的相位时间序列是不合适的。这是因为，在没有相
互作用和噪声的情况下，ϑi并不会单调变化。为了克服
这一难题，从 ϑi 到 θi 的以下变换应该足够了 [19, 20]:

θi(t) = 2π
∫ ϑi(t)

0
σi(ϕ)dϕ, (14)

其中 σi 表示 ϑi 的经验分布。我们将 θi(t)视为振荡器 i

的相位，并在回归中使用它们。
估计结果如图 2所示。结果与使用伴随方法得出的

真实耦合函数高度一致。为了进行比较，我们还展示了
现有方法 [9]估算的耦合函数。
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图 1: 估计的所有耦合函数（红色）和真实的耦合函数（黑色，虚线）。请注意，估计的结果并非严格意义上的耦合函数本身，而是加上频率后的结果。
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图 2: 方程 12中耦合函数的估计结果。理论（黑色虚线）、现有方法获得的结果（蓝色实线）和提出的方法获得的结果（红色实线）。理论曲线是用伴随方法获得
的。傅里叶级数的最高阶是由证据近似确定的。
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4.3. 耦合的 FitzHugh-Nagumo振荡器

这是一个展示所提出方法有效性的另一个示例。考
虑以下耦合的 FitzHugh-Nagumo振子 [21, 22]：

v̇1 = v1 −
1
3

v3
1 − w1 + Iext + Kv1v3

2 + ξv1 (t),

τ1ẇ1 = v1 + a − bw1 + ξw1 (t),

v̇2 = v2 −
1
3

v3
2 − w2 + Iext + ξv2 (t),

τ2ẇ2 = v2 + a − bw2 + ξw2 (t),

(15)

其中 〈ξα(s)ξβ(t)〉 = σ2δα,βδ(s− t)对于 α, β ∈ {v1,w1, v2,w2}

成立。这里，a = 1, b = 0.8, Iext = 0.8,K = 0.0087, τ1 =

0.1−1, τ2 = 0.09−1。
我们估计了不同数量数据的耦合函数（图 3）。具

体来说，我们变化了用于创建数据的初始值的数量（用
Ninit 表示）以及每个初始值用于估计的振子循环次数
（用 Ncycle 表示）。我们将采样率设置为 0.2。相位时间
序列使用与第 4.2节所述相同的方法进行重构。
从图 3可以看出，当数据样本量较小时，我们提出

的方法在估计耦合函数时准确地与理论结果一致，而现
有方法的估计失败。这表明当数据数量较少且数据有偏
时，我们的方法优于其他方法。

4.4. 尖峰神经网络振荡器

最后，我们考虑一个由多个耦合的Hodgkin-Huxley
模型组成的网络 [23]，并估计所有这些模型的耦合函数。
有七个神经元，其中五个是兴奋性的，两个是抑制性
的。关于 Hodgkin-Huxley模型的细节总结见 附录 A。
我们采用方程 (8)形式的核函数与 N = 7。参见图 4

和图 5下方的图形，以比较估算结果与通过相位约简方
法获得的理论耦合函数。我们确认每个振荡器之间的
耦合函数在定性上与高斯过程回归的结果及理论结果
一致。

5. 结论与讨论

在这篇论文中，我们关注代表节奏现象的实际数
据，并从中考虑估计以相位振荡器系统建模的耦合函
数。提出了一种使用高斯过程回归来估计耦合函数的方
法。通过灵活设计核函数，可以无需进行傅里叶级数的
有限阶近似来进行回归。我们证实了这种方法对于简单
的相位振荡器、范德波尔方程和菲茨休-纳古莫方程的

情况效果良好。我们也确认该方法能够成功地从多达七
个耦合脉冲神经元多体系统中定性估计出耦合函数。
最后，我们评论了使用高斯过程回归提出的该方

法。主要思想是将数据简化为一个关于相位微分方程场
的回归问题。然而，可能会出现所使用的回归数据包含
系统性误差的可能性，因为这涉及到由于有限时间而以
差值形式近似导数的问题。为了克服这个问题，最近提
出了一种新的想法，即利用伴随方程来计算从参数化向
量场获得的时间序列数据的参数导数。我们将伴随方程
在耦合函数估计中的应用留作未来工作。
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附录 A. 尖峰神经元

我们下面写出 Hodgkin-Huxley模型的细节 [23].

CV̇ =GNam3h(ENa − V) +GKn4(EK − V)

+GL(EL − V) + Iinput + ξV ,

ṁ =αm(V)(1 − m) − βm(V)m + ξm,

ḣ =αh(V)(1 − h) − βh(V)m + ξh,

ṅ =αn(V)(1 − n) − βn(V)n + ξn,

(A.1)

参数值为 C = 1,GNa = 120,GK = 36,GL = 0.3, ENa =

50, EK = −77, EL = −54.4。辅助函数 αm,h,n, βm,h,n 是

αm(V) =
0.1(V + 40)

1 − exp[(−V − 40)/10]
,

αh(V) = 0.07 exp
−V − 65

20
,

αn(V) =
0.01(V + 55)

1 − exp[(−V − 55)/10]
,

βm(V) = 4 exp
−V − 65

18
,

βh(V) =
1

1 + exp[(−V − 35)/10]
,

βn(V) = 0.125 exp
−V − 65

80
,

快速放电神经元的模型，

CV̇ =GNam3h(ENa − V) +GKn2(EK − V)

+GL(EL − V) + Iinput + ξV ,

ṁ =αm(V)(1 − m) − βm(V)m + ξm,

ḣ =αh(V)(1 − h) − βh(V)m + ξh,

ṅ =αn(V)(1 − n) − βn(V)n + ξn,

(A.2)

参数值为 C = 1,GNa = 112,GK = 224,GL = 0.1, ENa =

55, EK = −97, EL = −70.0。辅助函数 αm,h,n, βm,h,n 是

αm(V) =
40(V − 75)

1 − exp[(75 − V)/13.5]
,

αh(V) =0.0035 exp
−V

24.186
,

αn(V) =
V − 95

1 − exp[(95 − V)/11.8]
,

βm(V) =1.2262 exp
−V

42.248
,

βh(V) =
0.017(−51.25 − V)

exp[(−51.25 − V)/5.2] − 1
,

βn(V) =0.025 exp
−V

22.222
.
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对于每个细胞 i，输入电流是偏置电流和突触电流
之和，

Iinput,i = Ibias,i +
∑
j∈prei

Isyn,i j. (A.3)

这里，prei 表示向第 i个细胞发送突触输入的细胞索引
集。我们将偏置电流设置为 Ibias,i = 30, 32, 6, 6.5, 34, 36, 38

对应于 i = 1, 2, . . . , 7。
通过突触的电流，Isyn,i j，使用动力学突触模型 [24]

进行建模，在该模型中表示为

Isyn,i j = Gi jri j(t)[Vi(t) − Ei j]. (A.4)

结合受体蛋白的比例由 ri j表示，其动态变化通过以下
方程描述：

dri j

dt
= αi jTi j(1 − ri j) − βi jri j, (A.5)

其中，Ti j 是神经递质的浓度，在前突触细胞发出尖峰
时设置为 1，并在 1 毫秒后重置为 0。常数 αi j 和 βi j 控
制 ri j 的动力学，而 Ei j 是反向电位且 Gi j 是突触电导。
兴奋性和抑制性突触使用的值分别为 (αi j, βi j, Ei j,Gi j) =

(1.1, 0.67, 0, 0.5)和 (9.8, 0.2,−75, 0.4)。此外，一个弱的、
独立的噪声函数 ξx,i 被添加到膜电位 Vi 和通道变量 mi、
hi和 ni中。噪声遵循高斯白噪声分布，其中 〈ξx,i(t)〉 = 0

和 〈ξx,i(t)ξy, j(s)〉 = σ2
xδxyδi jδ(t − s)，其中 x, y = V,m, h, n，

以及 i和 j是单元索引。使用的噪声强度为 σV = 0.5和
σm = σh = σn = 5 × 10−6。
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