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粒子传输的量子化是拓扑物理学的核心。在 Thouless 泵浦——整数量子霍尔效应的维度简化版本中
——量子化由单带 Wannier 状态的整数缠绕决定。在这里，我们展示了排斥相互作用可以驱动从整数
到分数量子化的 Thouless 泵浦（在固定的整数填充下）通过稳定一个多带 Wannier 状态晶体，每个
状态具有分数缠绕。我们在少粒子系统中数值地说明了这一概念，并表明动态 Hartree-Fock 近似能定
量再现泵浦相图。

Thouless泵 [1]是一维的时间周期系统，它们的拓扑
特性通过维度缩减从二维 Chern 绝缘体继承而来，即通
过用一个时间周期调制替换一个波矢量维度。拓扑保护表
现为粒子传输的量化：如果调制是绝热的，则每个泵循环
中有一个整数个粒子被输运经过任意一点，由占据能带的
Chern 数 [1] 给出。Thouless 泵已经在多种平台 [2] 上实
现，包括晶格中的费米子和玻色子超冷原子 [3–6]、机械系
统 [7, 8]、表面等离激元 [9]以及光子波导阵列 [10–12]。最
近，有人建议拓扑泵浦可以在量子信息处理中找到应用，
使稳健的状态依赖光学传输 [13]成为可能。

早期，牛和索尔斯证明了整数化的泵送电子电荷量化
对相互作用是稳健的，只要基态是唯一的，并且系统在整
个泵循环中都保持有隙状态 [14, 15]。最近的实验研究试
图克服这些限制，并调查由于相互作用而导致的量化破坏
[16]，以及相互作用引起的量化 [17, 18]。虽然非相互作用
的索尔斯泵在它们与整数量子霍尔效应的类比方面已经
被很好地理解，但相互作用的索尔斯泵的理解及其可能与
分数量子霍尔效应 [19]的联系仍在发展中。

先前的研究 [20–22]表明，在具有排斥相互作用的交
互 Thouless 泵中，分数填充可以导致分数泵送。这源于
电荷密度波的形成，这有效地增加了晶格周期性。然而，
对于弱相互作用的情况，此类系统不会表现出量子化的泵
送。在合成 Brillouin 区域具有额外对称性的非相互作用
系统中也观察到了性质截然不同的分数泵送，在泵送循环
的分数周期 [23]发生这种情况。

在这里，我们提出了一种Thouless泵浦装置，它显示
了固定整数填充下的整数和分数泵浦现象，这与相互作用
强度有关。我们的动机来自于最近在光子波导阵列中的实
验，这些实验表现出孤子的分数泵浦 [24, 25]，其中每周
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期的分数位移是由于多带Wannier 态的分数缠绕 [26] 造
成的。下面，我们将介绍一个基于类似机制展示分数泵浦
现象的费米子模型：多带 Wannier 态的自发极化。关键
成分包括（1）一组能量上隔离的拓扑带，这些带有小能
隙隔开，并且其 Chern 数之和不能被该组中的带数量整
除以及（2）跨越多个位点的有限范围排斥相互作用，这
种相互作用足够强以耦合这些带。这两项要求在源于共振
Rydberg激发的相互作用的冷原子系统中是可行的。超过
临界相互作用强度后，多带Wannier态的占据相对于未配
对带的Wannier态在能量上更有利，因为前者具有更好的
局域性。
为了说明所提出的效应，我们专注于最简单的实现方

式，即在单位填充下的拓扑能带对。通过数值技术和一个
简化的玩具模型，我们展示在中间的绝热区域发生了分数
泵浦，并且没有破坏格子平移对称性。我们认为对于尺寸
小于临界值的系统，传输电荷量化为一个分数，其修正项
与相互作用强度和该能带对总带宽之比呈指数级小的关
系，即使经过许多驱动周期后也是如此。我们预期在大系
统中近似的分数泵浦会持续存在，但仅限于某个预热时间
尺度之前。最后，我们表明这一效应很好地被平均场方法
所捕捉。我们使用这种方法来展示，随着相互作用强度的
增加，泵送电荷从弱相互作用时的整数量化过渡到中间状
态的非量化再到强相互作用下的分数量化。
模型。 我们选择的模型是相互作用、无自旋、非对

角线版本的 Aubry-André-Harper（AAH）模型 [27, 28]。
哈密顿量由 H(t) = H0(t) +Hint 给出：

H0(t) = −
∑
j

Jj(t)ĉ
†
j+1ĉj + h.c.,

Hint =
∑
j,r≥1

Urn̂j n̂j+r, (1)

其中，h.c. 表示厄米共轭，ĉ†j(ĉj) 是位点 j 的费米子创
建（湮灭）算符，n̂j = ĉ†j ĉj 是相关的粒子数算符，而
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Figure 1. 非相互作用AAH模型的性质。(a) 非相互作用AAH
模型的能带结构，包含陈数。第 1 和第 2 能带在能量上接近，
并且与其他所有能带明显分开。(b-c) 第 1 个能带 (c) 和第 2
个能带 (b)的单能带Wannier中心，其缠绕数目等于该能带的
陈数。(d) 最低两个能带的最大局域化多能带Wannier状态的
Wannier中心。请注意，在每个原胞中有两个这样的Wannier
中心，分别记为 A和 B，各自具有分数缠绕，但总的缠绕是整
数。(e) 最低两个能带的有效两站点模型，其中每个站点代表一
个Wannier状态。参数：K/J = 0.7，其中 J 是最邻近跃迁强
度，K 是跃迁调制的强度。

Ur描述了最近邻（r=1）、次近邻（r=2）等位点上费米子
之间的相互作用强度。非相互作用哈密顿量，H0(t)，描
述了一个托尔斯泵；我们选择一个每单位晶胞有五个位点
的 AAH模型，并且具有周期性最近邻跃迁强度 Jj(t) =

J +K cos(Ωt+ 4πj/5)。Ω = 2π/T 定义了周期为 T 的周
期调制频率，在绝热驱动极限下趋近于零。我们工作在单
位带填充条件下，即粒子数等于单位晶胞数，N。

Thouless 泵的行为可以通过瞬时本征态 H(t) 来理
解。我们首先考虑非相互作用系统 H0(t)。对角线 AAH
模型的能带结构如图 1（a）所示，由五个能带组成。选
择该模型是因为最低两个能带在能量上相近但与更高能
量的能带分离良好，使我们能够专注于前者。泵送电荷
的量化与其 Wannier 状态在整个泵送周期内的缠绕紧密
相关。特别是，Wannier中心轨迹的缠绕数等于相关能带
的 Chern数，因此也就是每个周期传输的电荷量。在图 1
（b,c）中，我们展示了最低两个能带的Wannier中心的实
空间轨迹，其 Chern 数分别为 C = −3 和 C = +2。因
此，一个（单带）Thouless泵可以直观地理解为每个单位
晶胞内的 Wannier 状态在一次泵送周期内被占据并移动
了 Chern数值。

现在考虑加入足够强的排斥相互作用，这些相互作用
足以耦合能带 1和 2，但不足以迫使更高能级参与。直观地
说，在给定可用状态的情况下，通过尽可能地将电子局域
化来最小化相互作用能量。从填充的第一能带开始，其中
最大局部化的单能带 Wannier 状态提供了最局部化的基
底，可以通过混合第二能带的状态进一步减少相互作用的

Figure 2. 局域性质和最大局域化Wannier态的相互作用能。展
示了单带Wannier态的概率密度，|wR|2，对于带 1（a）以及多
带Wannier态的带 1和 2（b），来源于图 2，在泵循环中的一个
代表性时间点 Ωt/2π = 0.37。请注意，在多带情况下，每个单
位晶胞存在两种类型的Wannier态，标记为A和B。在整数填
充下，每个单位晶胞有一个Wannier态被占据（阴影部分）。箭
头指示了模拟中使用的相互作用范围。

能量，从而进一步局域化这些态。我们将在下面看到，如果
所有费米子占据一种风味的最大局域化多带 Wannier 状
态 [26]，

|wR,α(t)〉 =
∑

k,m∈{1,2}

Umα(k, t)
e−ikR

√
N

|φk,m(t)〉 , (2)

，其中酉矩阵 Umα(k, t)决定了局域性质且 |φk,m(t)〉表示
瞬时 Bloch态。每个晶胞中有两种这样的Wannier状态，
记为 α ∈ {A,B}，在这里被称为风味。它们的局域化程
度与第一带的Wannier状态相比，如图 2所示。虽然相互
作用的确切形式并不关键，但它必须具有足够的范围以在
最大程度上使单带Wannier状态和不同类型的多带Wan-
nier状态之间产生显著排斥。这里，我们使用了次近邻相
互作用（见图 2）。
与单带Wannier中心不同，多带Wannier中心在经

历一个周期后不需要回到自身位置，而是可以连接到另一
个不同的多带Wannier中心，因此它的绕数只有在多个驱
动周期之后才能定义。我们将其称为分数绕数。在图 1(d)
中，我们展示了最低两个能带的最局域化多带Wannier态
的Wannier中心轨迹。每种类型都显示出分数绕数，并且
在一个周期后，这些类型会互换位置。然而，这两个多带
Wannier态一起显示了一个 −1的绕数，这等于最低两个
能带的 Chern数之和 C1,2 = −3 + 2 = −1。
我们得到以下结果：强相互作用有利于占据一个多带

沃尼尔状态的一个味，比如 |ΨB(t)〉 =
∏

R ŵ†
R,B(t) |∅〉，其

中 ŵ†
R,α(t)创建了状态 |wR,α(t)〉而 |∅〉是真空。从这个状

态初始化系统，并假设在整个泵循环过程中占据情况不发
生变化，经过一个周期后，现在状态变为 |ΨB(t+ T )〉 =
|ΨA(t)〉 =

∏
R ŵ†

R,A(t) |∅〉。直到这一点被抽运的电荷不是
量子化的。然而，在第二个周期之后，状态返回到 |ΨB(t)〉，
所有占据的沃尼尔状态都移动了 C1,2 = −1。这构成了
一种分数汤普斯泵：每个周期内时间平均传输的电荷为
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Figure 3. 相互作用 AAH模型的性质。(a-d) 在泵送循环过程中，N = 2, 3, 4和 5粒子及 5N 站点的瞬时多体能量。颜色编码表示
状态（归一化）极化情况，基于多带Wannier风味。蓝色（紫色）表示一个状态仅由两种多带Wannier状态中的一种组成。请注意
(b-d)只显示了泵送循环的五分之一。(a)中的插图展示了相互作用 AAH模型的示意图。(b)中的插图定义了能量间隙，这些能量
间隙在 (e)和 (f)中进行了进一步分析。(e) 地面态集合与更高能级状态 ∆EE 之间的能量间隙呈线性递减，作为系统大小 N 的函
数。圆圈代表精确对角化结果，叉号代表密度矩阵重正化群计算结果。(f) 极化的低能状态 ∆EG 之间的能量间隙呈指数递减，作
为 N 的函数。参数与图 1相同，但在距离为 r的邻近点之间增加了相互作用强度：Ur,U1/J = 40,U2/J = 10,U3/J = 3。

−1/2。在以下部分，我们将通过数值方法和平均场近似来
验证这一图景，并确定可能观察到分数泵送的参数范围。

我们注意到，所提出的机制比这里考虑的简单两能带
情况更为普遍。特别是，在m个近简并能带的 Thouless
泵浦模型中，多能带 Wannier 状态的绕数可能需要多达
m个周期。假设单带填充，这表明每周期泵送的电荷分数
由近简并能带的 Chern 数之和除以它们的数量给出，前
提是能找到能够稳定多能带 Wannier 状态基态的相互作
用。

数值结果。 使用精确对角化，我们找到了方程 (1)的
瞬时多体谱作为泵参数 Ωt的函数，并且对于 N = 2, 3, 4

和 5 个粒子的情况，请参见图 3(a-d)。状态根据它们的
多带Wannier极化，

∑
R 〈Ψ(t)| n̂R,A(t)− n̂R,B(t) |Ψ(t)〉，

通过
∑

R 〈Ψ(t)| n̂R,A(t) + n̂R,B(t) |Ψ(t)〉 归一化，其中
n̂R,α(t) = ŵ†

R,αŵR,α(t) 和 |Ψ(t)〉 分别是瞬时多体本征
态。我们发现两个几乎完全极化的低能态对应于 |ΨA(t)〉
和 |ΨB(t)〉。它们在整个泵送周期中表现出奇数个反交叉
现象，这是由于多带 Wannier 风味在经过一个周期后发
生互换（请参见 t = T 与 t = 0的倒置着色）。请注意，微
扰可以消除这些交叉中的所有但一个，即补充材料 [29]。
分数泵送要求跟踪给定风味的状态。这需要 Ω � ∆EG

（反交叉处的间隙），而 Ω 必须相对于其他能量尺度是绝
热的。这是可行的，因为∆EG随系统尺寸增加呈指数级
减小，请参见图 3(f)。

然而，在系统尺寸较大的情况下，极化态的能量不再
孤立，因为它们之间的能量差是广泛的。图 3（e）显示，

Figure 4. AAH模型的相互作用相图，通过精确的时间演化（a）
和使用 Hartree-Fock 近似的自洽时间演化（b）获得。颜色比
例尺显示了每个周期泵送的电荷，Q，作为两个周期平均值的结
果。红色交叉影线（点状）区域在 1% 的Q = −0.5（Q = 2.0）
范围内。参数：Ur = U/r，1 ≤ r ≤ 3和K/J = −1.5。

在多体谱中第三态的能隙，∆EE，随着系统尺寸线性减小
直至在临界尺寸 Nc 处消失。对于 N > Nc，在整个泵循
环过程中，将出现与激发态的附加非共振交叉，最终导致
足够大的系统尺寸下的分数量化失效。对于 N < Nc 没
有这样的交叉发生。这允许一个频率窗口存在分数泵送：
Ω � ∆EG，使得单一风味的多带Wannier态被跟踪，并
且Ω足够小以确保不产生激发。在此制度——我们称之为
中间绝热性——中，波函数遵循一个多带汪尼尔状态之一
（例如，图 3中的紫色线）。重要的是，由于多带汪尼尔基
是 2T 周期性的，这意味着波函数需要两个周期才能回到
自身，从而产生分数泵浦。
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我们通过数值求解时间依赖的薛定谔方程
i d
dt |Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉，在系统处于基态时初始化，
即在 t = 0。我们利用 Q = 1

2

∫ 2T

0
dt i 〈Ψ(t)| Jj(t)ĉ

†
j ĉj+1 −

Jj(t)ĉ
†
j+1ĉj |Ψ(t)〉 计算两个周期内的每周期注入电荷。

结果使用 K/J = −1.5如图 4(a) 所示，其中我们展示了
泵送电荷作为相互作用强度 U 的函数（设定 Ur = U/r，
1 ≤ r ≤ 3）和泵频率Ω。进一步的结果使用K/J = 0.7在
补充材料 [29]中展示。在足够低的泵浦频率下，我们观察
到在低相互作用强度下出现整数量子化泵浦（Q = +2；
点线），在强相互作用下出现分数泵浦（Q = −1/2；阴影
线）。两者之间存在一个非量子化区域。从量子化到中间
非量子化相的转变在 Ω → 0的极限下是急剧的，并且发
生在泵浦循环的某个点上，此时平均场解变得不稳定。

线切割和不同系统尺寸的数据可以在补充材料中找
到 [29]。这些结果显示，少粒子分数泵浦确实持续在一个
有限频率范围和有限相互作用强度内。

玩具模型。 我们现在引入一个简化的模型，该模型
捕捉到了分数汤普斯泵的基本特性。首先，我们在多带瓦
尼尔基中表示 H0，仅保留主导项（参见图 1(e)），得到

H̃0(t) = Ṽ (t)
∑
R

[n̂R,A(t)− n̂R,B(t)]

− J̃(t)
∑
n.n.

ŵ†
R,α(t)ŵR′,α(t). (3)

第二项中的求和限制在最近邻 (n.n.)，它们总是具有相反
的特性（我们定义 A = B 及其逆）但可能在同一单位胞
R中。Ṽ 和 J̃分别是现场势能和最近邻跃迁（参见 [29]的
定义）。一个周期后的风味交换意味着 Ṽ (t+ T ) = −Ṽ (t)

[30]。同样，我们只保留主要的相互作用矩阵元。这给出了

H̃int(t) = Ũ(t)
∑
n.n.

n̂A,R(t)n̂B,R′(t), (4)

其中最近邻Wannier状态之间的有效相互作用强度为 Ũ。
我们忽略了单元内和单元间跃迁及相互作用之间的任何
差异。

假设强相互作用（Ũ � Ṽ , J̃），我们将 H̃0视为对 H̃int

的微扰（为了简洁，我们省略了时间参数）。零阶近似下，
基态由 |ΨA〉和 |ΨB〉给出。包括原位势能后，它们的能量
分别为 EA = NṼ 和 EB = −NṼ。在退化点 (Ṽ (t0) = 0)
处，跳跃 J̃杂化了 |ΨA〉和 |ΨB〉。然而，由于 |ΨA〉和 |ΨB〉
在每个晶胞中都不同，这需要一个顺序为N的过程，导致
了一个按 ∆EG = |EA(t0)− EB(t0)| ∼ c(N)J̃N/ŨN−1 '

J̃e
− ln

(
Ũ/4J̃

)
N 缩放的间隙，证实了数值上观察到的指数

行为（在这里，c(N) ∼ 4N/
√
N 是一个组合因子 [29]）。

低能量激发在 |ΨA〉 和 |ΨB〉 之上是相反风味的区域。不
失一般性考虑∆ > 0。最低的激发，一个翻转了风味的单

个单元晶胞，其能量为EE = (−N+2)Ṽ +Ũ。然后，到激
发态的能量间隙是 ∆EE = EE − EB = Ũ − 2Ṽ (N − 1)，
即，它随着N 线性减小，正如前一节所观察到的。因此，
状态 |ΨA〉 和 |ΨB〉 仅在 N < Nc ' Ũ/(2Ṽmax) 时才与
类似畴的激发能量分离，其中 Ṽmax = maxt Ṽ (t)。对于这
样的有限系统，我们期望分数量化的泵送直到来自极化状
态之间的朗道-曾纳跃迁引起的校正。该校正可以估计为
δQ ∼ J̃/(N

√
ΩṼmax) exp {− ln (Ũ/4J̃)N} [29]。我们注

意到，只有在泵循环过程中从 |ΨA〉转移到 |ΨB〉的权重导
致了这一修正：具有 a, b时间独立的状态 a |ΨA〉+ b |ΨB〉
也是一个分数泵。这表明对于N < Nc，泵送保持分数量
化直到指数小的修正。
对于 N > Nc，极化状态在泵循环过程中穿过

类似域的激发。这种激发中最小的一个长度为 `min =

U/(2Ṽmax) � 1，并且从极化状态以指数级抑制的速度
`min [31, 32] 产生。我们预期分数泵送将持续到生成大量
此类域，从而定义了一个预热时间尺度。关于这个预热分
数 Thouless 泵的寿命的定量理论超出了本工作的范围。
平均场理论。 上述简单图景仅在强相互作用极限下

有效。对于中等强度的相互作用，我们通过平均场方法获
得见解（详情见 [29]）。为此，我们将相互作用项解耦

H̃int(t) → H̃mf(t) = δṼ (t)
∑
R

[n̂R,A(t)− n̂R,B(t)], (5)

δṼ (t) = 2Ũ(t) 〈n̂R,B(t)− n̂R,A(t)〉 . (6)

（瞬时）自洽场 δṼ (t)有效地让 Ṽ (t) → Ṽ (t) + δṼ (t)进
一步降低了主导味的能级。我们引入一个有用的类比：在
Ṽ = 0处，两种味道是等价的，δṼ 是与自发极化相关的序
参量，类似于伊辛磁体的磁化强度。Ṽ 偏好一种极化，因
此像磁场一样起作用。对于较小的 Ũ（对应于顺磁相），只
有一个解 δṼ ∝ Ṽ。这意味着 H̃mf(t) = H̃mf(t+T )，从而是
整数泵送。对于较大的 Ũ（对应于铁磁相），我们找到了两
个稳定的解，代表两种极化状态，δṼ > 0和 δṼ < 0。在对
称性破缺场 Ṽ 的存在下，这些解中的一个变为亚稳态，并
且如果 Ṽ /Ũ 变得过大，它最终会消失。然而，在整个泵循
环过程中，Ṽ (t)并不会超过某个值。因此，如果相互作用
足够强，则这两个解在整个泵循环中都保持亚稳态。忽略
类似域激发的产生，系统将沿其中一个解进行绝热演化，
使得平均场哈密顿量现在仅在 H̃mf(t) = H̃mf(t+2T )上周
期性变化。这种周期翻倍加上 |ΨA(t)〉 = |ΨB(t+ T )〉意
味着分数泵送。对于中等强度的相互作用，对称性破缺场
Ṽ (t)会导致亚稳态极小值在泵循环中的某些时刻消失，使
得无法跟随平均场解。这导致非量化泵送，意味着整数和
分数泵送之间的转变并非直接。
为了确认这一平均场图像确实捕获了分数泵的关键
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特性，我们计算了平均场时间演化中的泵送电荷 [29, 33]。
为了获得定量正确的结果，并捕捉到编码Wannier状态运
动的关键带间过程，我们对完整模型 H(t)采用 Hartree-
Fock近似，而不是简化的模型。结果如图 4(b)所示：显
然，泵送相图的所有关键特性都被重现了。我们注意到平
均场理论没有假设系统的大小：尽管平均场理论是一种过
度简化，例如忽略了类似域的激发的产生，但我们基于物
理原理预期它在短时间内（几个泵循环）也给出了正确的
行为，在情况 N > Nc 下也是如此。

讨论。 我们展示了相互作用费米子 Thouless 泵浦
中的分数电荷输运。对于超过带隙的合适有限范围相互
作用，多带 Wannier 态会自发占据以更好地局域化费米
子。可能的实现是在冷原子系统 [4, 16, 17] 中增加长程
相互作用，例如通过里德堡激发。多带 Wannier 态的分
数缠绕则意味着如果极化态被动态跟踪，则会发生分数泵
浦。我们关注的是小系统，在这种情况下这可以达到指数
级小的系统尺寸校正。未来的工作将定量研究大规模系统

的预热分数泵浦。我们注意到，长程相互作用甚至在超过
预热时间 [34]的情况下也可以稳定分数泵浦。与其它工作
[20–22, 35, 36]不同，在这里，分数泵浦发生而没有破坏
格子平移对称性，但在整数带填充下，并且在较低的相互
作用强度下过渡到一个整数量化的泵浦相。我们注意到这
两种方法都与二维分数量子霍尔效应 [37–39]的薄环极限
有关：在我们的例子中，部分填充的朗道能级的角色由复
合带 1+2扮演。我们的工作将最近观察到的孤子（吸引玻
色子）的分数 Thouless泵浦和具有排斥相互作用的费米
系统中的分数泵浦联系起来，两者都依赖于多带Wannier
态的分数缠绕。
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