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逆交流约瑟夫森效应在约瑟夫森二极管中
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我们研究了由结的 4π-周期性和 2π-周期性电流相位关系相互作用所诱导出的非互易临界电流的约瑟
夫森接头。我们采用了拓扑接头模型，该模型充当具有非互易临界电流的约瑟夫森二极管。对于这个约
瑟夫森二极管，我们展示了逆交流约瑟夫森效应，在此效应中，一个纯交流驱动电流诱导出有效的直流
电压。我们表明这种逆交流约瑟夫森效应源自系统非互易临界电流的电压整流作用。我们探讨了由交
流驱动电流振幅和频率决定的所诱导的直流电压依赖性，并揭示了逆交流约瑟夫森效应的最佳条件。

I. 介绍

约瑟夫森效应是一种量子隧道现象，其中库珀对在两
个超导体之间相干地隧穿 [1]。隧穿过程的量子相干性带
来了两个显著特征：直流约瑟夫森效应，即可以在没有
电压的情况下流动的直流电流，以及交流约瑟夫森效应，
即直流偏置电压驱动交流电流。约瑟夫森效应已被广泛
研究以理解宏观尺度上的量子现象 [2–21]。最近，由于基
于超导量子比特和量子门的量子计算的进步，它再次引
起了人们的兴趣 [5, 22–27]。特别是，由约瑟夫森结构建
的超导量子设备因其在大规模电路构造和快速量子操作
方面的优势而非常吸引人 [28]。二极管是电子电路中的重
要组成部分。超导约瑟夫森二极管可能对量子设备有用
[15, 29]。根据定义，约瑟夫森二极管应具有非互易的超
电流 [25, 27, 30–35]。这需要打破时间反演对称性，该对
称性会反转超电流 [36, 37]的方向。此外，结点的电流相
位关系应具有多个谐波，因为单个谐波函数的适当相移总
能通过欧拉恒等式逆转超电流的符号。因此，时间反演对
称性的破坏与多谐波电流相位关系之间的相互作用构成
了理解约瑟夫森二极管 [31, 32, 38–55]的一个简单图景。
虽然高次谐波非常适合生成约瑟夫森二极管，但拓扑结点
的独特选择是半谐波电流相位关系 [56]。沿着这个方向已
经提出了一些方案，包括拓扑超导干涉设备和拓扑长结点
[57, 58]。

拓扑接头表现出独特的传输行为，这是由于其固有的
马约拉纳量子比特 [22, 33–35, 59]特性，如内在的磁滞和
抑制第一个沙普罗步骤 [60]。这些行为很好地由量子电阻
性和电容性分流接头模型 [61]描述。在这项工作中，我们
提出了一种结构最简单的拓扑二极管，它结合了 4π周期
马约拉纳接头和传统的 ϕ接头 [2, 59, 62]。我们展示了对
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图 1. (a) 拓扑约瑟夫森二极管的示意图，该装置由一维自旋轨
道耦合系统组成，并与两个常规 s波超导体邻近。在存在塞曼
能量的情况下会出现马约拉纳零模，这两个马约拉纳零模携带
一个 4π-周期性的约瑟夫森电流，在塞曼场的方向不平行于一
维系统时该电流具有有限的相移ϕ。常规的 4π-周期性约瑟夫森
电流可以在两个 s波超导体之间传输。(b) 系统在不同相位偏移
下的电流-相位关系。非互易的电流-相位关系来自 4π-周期性和
2π 周期性电流-相位关系之间的相互作用。ϕ/ϕ0 = π/2, 其中
ϕ0 = h̄/2e是磁通量子。(c)相位移作为函数的相应临界电流。
在这里，我们取两个方向上的两个临界电流的绝对值进行比较。
除了相位移是 π 的整数倍的情况外，临界电流在方向上是非对
称的。

称性破缺与多谐电流相位关系的相互作用如何在接头中
诱导出非互易临界电流 [63, 64]。我们关注了带有电流注
入时接头的传输，并揭示了一个逆交流约瑟夫森效应，即
纯交流注入电流可以驱动直流电压。我们展示了由非互易
电流引起的电压整流是这种逆交流约瑟夫森效应的核心
成分。我们探索了接头的参数空间以确定逆约瑟夫森效应
的最佳条件，并演示了过阻尼和欠阻尼接头的典型动态。

本文组织如下。在第二节中，我们展示了所提出的系
统模型并分析了非互易电流相位关系的起源。在第三节
中，我们在适当交流电流存在的情况下计算约瑟夫森相位
的时间演化和平均直流电压，并演示了典型结参数下的逆
交流约瑟夫森效应。在第四节中，我们探索了结的参数空

mailto:wangzh356@mail.sysu.edu.cn
https://arxiv.org/pdf/arxiv:2504.09453v1


2

间以识别优化的逆交流约瑟夫森效应参数。在第五节中，
我们进行了讨论并总结。

II. 马约纳型乔斯佩德二极管模型

马约纳型约瑟夫森二极管由一个常规的约瑟夫森结
与一个拓扑结 [65, 66]并联组成。最小结构如图 1a所示，
其中一维拓扑超导体（例如具有自旋轨道耦合的纳米线和
磁子能）置于两个常规 s波超导体 [67]之上。通过 s波超
导体之间的绝缘势垒进行库珀对隧穿会产生通常的 2π周
期约瑟夫森电流，其电流相位关系为 I = Ic1 sin θ，而超
导相位差 θ跨越结点 [61]。相比之下，通过纳米线的超电
流则非常非常规。为了描述电线，我们可以引入结两端超
导体的紧束缚哈密顿量为 [68],

Hα(φα) = −t
∑

〈i,j〉,α,σ

c†i,α,σcj,α,σ − µ
∑
i,α,σ

c†i,α,σci,α,σ

+
∑
i,α

∆eiφαc†i,α,↑c
†
i,α,↓ + η

n∑
i,α,σ,σ′

[c†i+1,α,σ(iσy)σ,σ′ci,α,σ′ ]

+

n∑
i,α,σ,σ′

c†i,α,σ(V · σ)σ,σ′ci,α,σ′ , (1)

其中 α标记左边和右边的超导系统，而 φα 代表超导相。
为了简化，我们为两个段落取相同的参数，其中 t是近邻
跃迁，µ是化学势，η是自旋轨道耦合，∆是由邻近效应产
生的超导隙幅值，V ·σ是从 Zeeman场V 产生的 Zeeman
能量。这两个段落通过电子隧穿哈密顿量连接，

HT = T
∑
σ

(c†L,0,σcR,0,σ + c†R,0,σcL,0,σ), (2)

其中T是隧穿能量。该哈密顿量已被研究并表明纳米线成
为具有四个马约拉纳零模的拓扑约瑟夫森结，如图 1a 所
示。在结的隧穿势垒附近有两个马约拉纳零模 γL 和 γR。
这两个马约拉纳零模构成了一个马约拉纳量子比特，其量
子比特的本征态由 iγLγR |↑〉 = |↑〉和 iγLγR|↓〉 = −|↓〉[61]
相反的费米子宇称状态定义。此外，在一维拓扑超导体的
末端应该至少还有另外两个马约拉纳零模 γ′

L和 γ′
R。它们

与结点处的马约拉纳零模耦合会翻转量子比特的宇称态。
这些马约拉纳零模在存在适当的水平齐曼场 [59, 66, 69]
的情况下携带约瑟夫森电流，具有 4π周期性的电流相位
关系。除了 4π周期的约瑟夫森电流外，纳米线结中的马
约拉纳零模还构成一个马约拉纳量子比特，其动力学可能
显著影响结 [70–74]的输运。同时考虑到约瑟夫森相位和
马约拉纳量子比特，我们可以得到结的最小约瑟夫森哈密
顿量为 [22],

HM = −EJcos(θ + ϕ)− EMσzcos(θ
2
) + E′

Mσx, (3)

图 2. (a) 结的 I-V曲线表现出滞后行为和非互易临界电流。(b)

两个方向上的临界电流作为 2π-周期性和 4π-周期性约瑟夫森电
流之间相位移的函数。在这里我们取两个方向上两个临界电流
的绝对值来进行比较。

其中EJ = h̄Ic1/2e是库珀对隧穿的约瑟夫森能量，EM =

T/4 是由结周围两个马约拉纳零模之间的直接耦合引起
的约瑟夫森能量，[75]，E′

M 是结马约拉纳零模与线端远
处的马约拉纳零模之间的耦合能，而 ϕ 是由自旋场方向
V 引起的相对相移，可以通过数值求解紧束缚哈密顿量
[68]来确定，σz 和 σx代表由马约拉纳零模定义的伪自旋
算符。

此约瑟夫森哈密顿量提供了非互易的约瑟夫森电流，
如果我们忽略马约拉纳量子位的动力学并设置为 σz = 1，
则可以轻松识别这一点。那么，总结点的约瑟夫森电流由
I = Ic1 sin(θ+ϕ)+ Ic2 sin(θ/2)给出，其中 Ic1 = 2eEJ/h̄

是库珀对隧穿产生的超电流，而 Ic2 = eEM/h̄是通过马
约拉纳量子位进行半对隧穿产生的超电流。我们在图 1b
中绘制了这种电流相位关系的三个典型相移，并发现明确
的方向不对称性。为了更清楚地揭示非互易的约瑟夫森电
流，我们计算了两个方向上的临界电流作为相移的函数，
如图 1c所示。我们发现除了 ϕ = nπ 之外，临界电流具
有方向不对称性。临界电流必须对 ϕ = nπ对称，因为约
瑟夫森电流在反转约瑟夫森相位时会改变符号。

约瑟夫森哈密顿量包含两个自由度：约瑟夫森相位 θ

和马约拉纳量子比特的伪自旋状态。适当的动态方程应该
包括结点传输中这两个自由度的时间演化。这已经被量子
电阻和电容旁路结模型很好地描述了。在这个模型中，约
瑟夫森相位的动力学被设定为一个在波纹状势场下运动
的粒子的经典运动方程来描述，并且马约拉纳量子比特的
量子态作为有效势的一部分进入方程。同时，马约拉纳量
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子比特的动力学由有效的朗道-利弗席兹-吉尔伯特定律
描述，其中约瑟夫森相位作为一个伪磁场出现。该模型基
于路径积分方法 [22]从最小哈密顿量推导而来，得到的运
动方程为，

Iex = Cθ̈ +
θ̇

R
+ Ic1 sin(θ + ϕ) + Ic2sz sin(θ

2
) +Bf · ṡ,

(4)

ṡ = h× s+ θ̇Bf × s+
(
Ñ · ṡ

)
× s, (5)

其中 Iex表示实验中施加的可调电流，θ是约瑟夫森相位，
Ic1 = 2eEJ/h̄ 是从库珀对隧穿产生的超流，而 Ic2 =

eEM/h̄ 则是通过马约拉纳量子比特半对隧穿产生的超
流。C 和 R是有效电容和电阻，s 是伪自旋，x, y, z分别
代表三个方向上的相应分量。h = (E′

M , 0,−EM cos(θ/2))
是齐曼场，Bf 是约瑟夫森相位与量子比特之间的环境介
导耦合场，Ñ 表示对量子比特的环境诱导耗散。

利用这些运动方程，可以验证注入直流电流 [76]时的
约瑟夫森二极管行为。我们可以用 Iex计算接头的 I-V特
性，该值从零逐渐增加到有限电流，然后再减小到零，如
图 2a所示。我们注意到即使在考虑过阻尼接头时，I-V曲
线中也存在固有的滞后现象。这是由于伪自旋 sz 的时间
演化影响所致。因此，我们可以定义一个“临界电流”，即
在电流增加阶段（蓝色线）的最大零电压电流。我们也可
以定义一个“重新捕获电流”，即在电流减少阶段（红色
线）的最大零电压电流。从 I-V曲线中，我们可以提取出
接头的两个方向上的临界电流和重新捕获电流。我们在图
2b 中绘制了两个方向的临界电流作为相移的函数，并发
现结果与图 1b所示的结果相似。这是可以理解的，因为
I-V曲线的临界电流由约瑟夫森相位和马约拉纳量子比特
变化决定的最大约瑟夫森电流所确定。

III. 逆交流约瑟夫森效应

运动方程在驱动电流从直流切换到交流时包含许多
丰富的现象。特别是，当纯交流驱动电流诱导出有效直流
电压时，可以期待出现逆交流约瑟夫森效应。这一效果可
以通过检查图 2a所示的 I-V曲线来理解。相反方向的临
界电流是不对称的。因此，幅度在两个临界电流之间的近
零频率交流驱动电流会在一个方向上诱导出电压，而在另
一个方向上无耗散地流动。然后对电压随时间演化的长时
间平均会给出一个有限的直流分量，该分量偏向于具有较
小临界电流的方向。原则上，这种逆交流约瑟夫森效应应
该是约瑟夫森二极管 [9, 14, 77]的一种普遍效应。

此图是通过近似绝热交流驱动电流获得的。可以通过
数值求解方程 (4)和方程 (5)来获得合理频率的实际交流

图 3. 约瑟夫森相位和伪自旋在过阻尼结中随两个典型频率和
驱动交流电流幅值的时间演化。(a, b)在小的驱动电流下，约瑟
夫森相位振荡且平均电压为零。(c)在低驱动频率下，平均电压
不为零，而伪自旋沿瞬时基态近似绝热地演变。(d)在高驱动频
率下，平均电压不为零，而伪自旋几乎保持在初始状态。参数取
为 Ic2/Ic1 = 0.6,16e2Ic1/E2

JC = 1,EJ/2eIc1R = 0.1,ϕ/ϕ0 =

2π/3,Bf = 0.01x̂,Ñ = 0.001I，其中 I 是单位矩阵。

图 4. 约瑟夫森相位和伪自旋在欠阻尼接头中随两个典型频率
和驱动交流电流幅度的时间演化。(a, b) 当驱动电流较小时，约
瑟夫森相位振荡且平均电压为零。(c) 平均电压非零，而伪自旋
在低驱动频率下沿着瞬时基态进行绝热演化。(d) 平均电压非
零，而在高驱动频率下，伪自旋几乎保持初始状态不变。参数
取为 e2Ic1/E

2
JC = 4,EJ/2eIc1R = 1，其他参数与图 3中相同。

驱动电流。具体来说，我们在方程 (4) 中考虑一个外部纯
交流电流 Iex = JE cos(ωt)，其中 JE 和 ω 是控制输入电
流振幅和频率的参数，然后使用标准四阶龙格-库塔方法
计算约瑟夫森相位 θ及伪自旋 s的时间演化。经过足够长
时间的演化后，我们对约瑟夫森相位进行时间积分以获得
平均直流电压 V̄ = 1

T

∫ T

0
V (t)dt = 1

T

∫ T

0
(h̄θ̇(t)/2e)dt =

h̄(θ(T )− θ(0))/2eT。通过这一过程，我们可以改变外部
交流电流的振幅和频率，并从结点处获取平均直流电压响
应。

首先，我们考虑品质因子为 Q = R
√
Ic1C 小于一的
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过阻尼结。在这个区域内，约瑟夫森相位的动力学可以通
过无质量粒子的运动来理解，其方程实际上是一个一阶微
分方程。这显著简化了动力学。我们在图 3中展示了四个
典型参数下的约瑟夫森相位和伪自旋的时间演化。我们首
先检查低频注入电流以及振幅小于传统结的最大电流的
情况，即 JE ≤ Ic1。注入电流完全由超导电流通道传输，
而约瑟夫森相位如图 3a 所示，呈现纯周期性变化，并且
平均直流电压为零。当注入电流切换到更高频率时，约瑟
夫森相位的振荡频率变高，如图 3b所示。然而，定性特征
保持不变。平均直流电压仍然为零。但是，对于更大的电
流，平均直流电压开始出现。如图 3c所示，稍大于传统通
道最大电流的电流能够驱动约瑟夫森相位随时间增加，并
且平均直流电压变得非零。注入电流频率较低；因此，马
约拉纳量子比特的演化接近绝热。我们注意到伪自旋的方
向发生了切换，在量子比特的两个本征能级每次避免交叉
时都会发生这种情况。这正是朗道-曾尼尔过渡 [74, 78]的
绝热行为。当注入电流的交流频率变大时，如图 3d所示，
伪自旋保持在一个方向上，这意味着在避免交叉处兰道-
策尔纳跃迁的概率接近于一。这是马约拉纳量子比特动力
学的非绝热极限。尽管马约拉纳量子比特经历了不同的动
态过程，但约瑟夫森相位的动力学行为是相似的。它随时
间增加，给出一个有限的平均直流电压。这些结果表明逆
交流约瑟夫森效应是约瑟夫森二极管的一种普遍行为。

为了普遍性，我们也探索了品质因子大于一的欠阻尼
区域。在此区域内，约瑟夫森相位具有显著的电容，这为
约瑟夫森相位的动力学带来了有效的惯性。乍一看，这种
额外的电容应该会使结点的动力学行为复杂化。然而，与
这个简单的图景相反，详细的数值分析表明，附加的电容
并没有给约瑟夫森相位的动力学增加额外的复杂性。实际
上，它简化了伪自旋的动力学行为。我们在图 4中展示了
欠阻尼结点的约瑟夫森相位和伪自旋的时间演化情况。与
过阻尼场景相同，我们考虑了四种典型的注入电流参数。
当施加的电流小于传统结的最大电流值时，sz 保持在初
始状态，约瑟夫森相位如图 4a 和图 4b 所示振荡。平均
直流电压为零，这与过阻尼结的结果相同。当电流幅度超
过传统通道的最大电流值时，如图 4c和图 4d所示，约瑟
夫森相位开始随时间增加，给出了有限的平均直流电压。
这看起来与过阻尼结的行为相似。然而，平均电压完全不
同，因为约瑟夫森相位增长得快得多。

现在在低驱动频率下的近绝热行为消失了，sz不再在
相反方向之间振荡而是保持在一个方向。这是由于来自电
容的约瑟夫森相位的有效质量带来的惯性加速了约瑟夫
森相位的速度，以至于即使对于小频率的驱动电流它也会
达到非绝热区域。

(a)

(b)

图 5. (a) 平均电压作为施加的交流电流幅值的函数。在驱动电
流达到阈值后出现非零平均电压。(b)平均电压作为施加的交流
电流频率的函数。在低频时，行为类似于交流约瑟夫森关系。参
数与图 3中相同。

IV. 驱动参数和效率

我们现在探讨在不同驱动电流下的平均电压的依赖
性。我们将平均电压作为交流驱动电流幅度 Iex的函数进
行计算，并将结果显示在图 5a 中。我们发现对于小于下
临界电流的小交流驱动电流，平均电压为零。当驱动电流
超过下临界电流时，平均电压突然跳到一个有限值，然后
随着电流幅度的增加而逐渐减小。
然后我们考虑驱动交流电流频率 ω 下的平均电压，

如图 5b 所示。我们发现当频率超过某一临界值时，平
均电压为零。低于该临界频率时，平均电压遵循关系式
2eV = nh̄ω，这已在图中以红色虚线标出。实际上这是
与交流约瑟夫森效应相同的关系，但驱动力和响应信号的
位置互换。为了研究关于约瑟夫森二极管的物理效应，讨
论一个有效的效率是有意义的。在当前的研究中，定义效
率的一种方法是取产生的直流电压 V 与有效输入交流电
压 JER/

√
2的比值。然后我们展示了逆向约瑟夫森效应

的效率作为驱动交流电流频率 ω 的函数，如图 5b 所示。
我们发现对于较小的频率，效率相当可观。为了最大化效
率，应该选择合适的驱动电流频率。

V. 效应的普遍性

在上一节中，我们将一维拓扑结作为现实的约瑟夫森
二极管的模型，然而，马约拉纳零模可能是脆弱的，并且
只能在一个非常狭窄的能量区域内存活。对于高频驱动电
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(a)

(b)

图 6. (a) 两个相反方向的临界电流的绝对值。(b)交变驱动电
流和约瑟夫森相位的时间演化。约瑟夫森相位随时间增加，表
明存在直流电压。参数与图 3中取相同。

流，二极管效应可能会显著减弱，提出的信号可能难以观
察。

另一方面，我们注意到本文提出的逆交流约瑟夫森效
应实际上对约瑟夫森二极管是普遍存在的。它的存在依
赖于非互易临界电流而不是马约拉纳零模。为了证明这一
点，我们考虑一个更简单的模型，这个模型虽然数学化但
直观。最简单的约瑟夫森二极管模型之一是结合不同谐波

的约瑟夫森电流。我们以具有二次谐波的结为例，电流相
位关系写作 I = Ic1 sin(θ + ϕ) + Ic2 sin(2θ)。这种电流相
位关系表现出非互易临界电流，如图 6a所示。对于这个
结，约瑟夫森相位的动力学由教科书中的电阻并联结模型
决定，

Iex =
θ̇

R
+ Ic1 sin(θ + ϕ) + Ic2 sin(2θ). (6)

对于该系统，我们实现了一个纯交流驱动电流。如图 6b
所示，约瑟夫森相位随时间增加，并产生直流电压。这一
结果证明了所提出的逆交流约瑟夫森效应的普遍性。

VI. 结论

综上所述，我们研究了由常规结和拓扑结构成的约瑟
夫森二极管。通过量子电阻电容并联结模型，我们表明结
的非互易临界电流诱导了一种逆交流约瑟夫森效应，在这
种效应中，纯交流驱动电流导致平均直流电压。我们研究
了约瑟夫森相位的动力学，并展示了平均电压对驱动交流
电流的依赖性。
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