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超越自旋：无自旋量子力学中的扭转变换非线性
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我们探讨了非相对论性、无自旋粒子在具有挠率的曲面空间中传播之前未被探索过的量子动力学。
我们的研究结果表明，尽管挠率主要与自旋相关联，但它也可以通过量子涨落诱导薛定谔方程中的对
数非线性来影响无自旋粒子的量子行为，即使是在平坦的空间中也是如此。为了促进曲面空间中的量
化，我们引入了一种新颖的随机变分方法。与规范量化不同，这种方法自然适合于广义坐标系统，其
中量子涨落源于直接受挠率影响的随机过程中的噪声项。通过要求与量子动力学的一致性，我们最终
得出了挠率大小的一个上限。我们的研究结果揭示了一个之前未被识别的机制，即如某些广义相对论
扩展所预测的那样，挠率可以通过该机制影响量子系统，并可能对早期宇宙物理学和暗物质或能量模
型产生影响。

广义相对论（GR）将引力描述为时空的几何属性，
并成功解释了各种天文和宇宙现象，如引力透镜效应
和宇宙膨胀。然而，标准的基于 GR的模型在纳入额
外的引力效应时遇到了困难，这表明需要对我们的引
力理解进行修改。
一个有前景的扩展是度量-仿射引力理论，该理论

将连接视为独立场，引入了额外的自由度：挠率和非度
规性。挠率解释了时空中平行传输的非交换性，而非度
规性量化了连接未能保持度规相容的程度。这种类型
的理论解决了广义相对论在解释暗物质和暗能量 [1–4]
等现象方面的局限，提供了一个更广泛的框架来探索
经典和量子尺度上的引力效应 [5, 6]。挠率主要是在粒
子物理学中的自旋相互作用背景下进行研究的，在那
里它自然出现在狄拉克方程 [7–13]中，但它在无自旋
系统中的量子涨落中所起的作用未知之地。
在这封信中，我们证明了即使在没有自旋的情况

下，挠率也会影响量子力学，暗示了一种之前被忽视的
空间几何与量子波动之间的联系。为了建立这一点，我
们将随机变分方法（SVM）[14–18]扩展到可以考虑具
有挠率的系统。SVM将粒子轨迹建模为布朗运动，通
过应用于随机作用量的变分原理来推导量子动力学。
例如，当将 SVM 应用于经典牛顿作用量时，薛定谔
方程自然出现，位置-动量不确定性源自粒子轨迹固有
的不可微性 [19–21]。与仅限于具有无界谱变量（如笛
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卡尔坐标）的规范量化不同，SVM可以容纳诸如角变
量 [20, 22, 23]这样的广义坐标。在我们的方法中，即
使没有内在自旋，挠率编码的空间（时间）几何也通过
改变布朗运动中的噪声项来改变驱动量子行为的随机
波动 1。

我们采用微分几何的联络形式，这为在弯曲空间
中工作提供了便利框架 [25]。考虑一个装备有度量张
量 gij 的 D 维弯曲空间，在坐标基下，其中 i, j =

1, 2, . . . , D。相比之下，在局部正交标架下，度量表示
为 ηâb̂，具有联络指标 â, b̂ = 1, 2, . . . , D。在这封信中，
我们使用帽子符号（即，•̂）来指示局部正交标架下的
分量。

度量的坐标和正交规范表示通过 vielbeineâi 相互
关联，即

gij = ηâb̂e
â
ie

b̂
j . (1)

连同其对偶 vielbein e i
â := gijηâb̂e

b̂
j，vielbein满足正

交性关系 δij = e i
â eâj 和 δâ

b̂
= eâke

k
b̂
。分别用坐标和

vielbein指标表示的平行输运由仿射联络 Γ和自旋（洛
伦兹）联络 ω特征化。后者定义为

ωâ
b̂i := eâj∂ie

j

b̂
+ e j

b̂
Γk

jie
â
k . (2)

从此，我们假设度量兼容性∇kgij = 0，导致自旋联络
在其前两个指标中的反对称性 ωâb̂i = −ωb̂âi。

1 受类似考虑的启发，Rapoport 研究了扭转载体对薛定谔方程的影响，但
并未完全确定其后果。[24]
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在存在挠率的情况下，仿射联络可以分解为

Γk
ij = Γ̊k

ij +Kk
ij , (3)

其中 Γ̊k
ij 表示 Levi-Civita联络，Kk

ij 表示畸变张量，

Kk
ij := gkl

(
Slij − Silj − Sjli

)
, (4)

该张量是通过挠率张量定义的，

Sk
ij := Γk

[ij] =
1

2

(
Γk

ij − Γk
ji

)
. (5)

挠率衡量了向量在沿闭合路径平行移动后未能返回其
原始方向的程度。我们将探讨由挠率代表的这一额外
自由度如何影响量子动力学。
在 SVM量化中，量子粒子的运动通过布朗运动来

建模，其中噪声代表了量子涨落。为了描述具有扭转的
D 维曲率空间中的量子动力学，我们在这种设置下制
定了布朗运动。系统由一个不依赖时间的黎曼度量 gij

定义，其中粒子位置 q̃i(t)服从带有一个前向随机微分
方程 (SDE)的 dt > 0 [16, 22, 26]:

dq̃i(t) = ui
+(q̃(t), t)dt+

√
2νe i

â ◦ dB̃â
+(t) . (6)

这里， •̃ 表示随机量，dÃ(t) := Ã(t + dt) − Ã(t) 为
任意随机量 Ã(t)，而 ν 表征噪声强度。由随机变分确
定的光滑向量场 ui

+(q, t)并非粒子自身的速度，见方程
(17)。维纳过程 dB̃â

+(t)的倾斜满足以下相关性，

E
[
dB̃â

+(t)
]
= 0 , (7)

E
[
dB̃â

+(t)dB̃ b̂
+(t

′)
]
= dtδâb̂δtt′ , (8)

其中 E[ • ]表示集合平均值。这些定义在局部笛卡尔坐
标中，并使用接腿向量场 e i

â = e i
â (q̃(t))投影到弯曲空

间上。等式 (6) 的最后一项是所谓的 Stratonovich 乘
积，记为 `` ◦ "，对于任意光滑函数 F (q, t)和 G(q, t)

定义如下：

F (q̃(t), t) ◦ dG(q̃(t), t)

:=
F (q̃(t+ dt), t+ dt) + F (q̃(t), t)

2
dG(q̃(t), t) . (9)

在随机微积分中，Leibniz法则通常不成立，然而通过使
用 Stratonovich定义，它可以形式上被恢复 [27]。为了
不用Stratonovich乘积表示等式 (6)，我们需要vielbein
的差。遵循伊藤对随机平行传输 [26]的定义，我们采用

de i
â := −Γi

jke
j

â ◦ dq̃k(t) . (10)

引入前向 SDE 的时间反向动力学，这对于 SVM
的公式化是必要的，需要讨论粒子概率分布。不变的
守恒粒子概率分布由

ρ(q, t) =
1√
g(q)

∫
dDR

√
g(R) ρ0(R)E

[
δ(D)(q − q̃(t))

]
,

(11)
定义，其中 δ(D)(q− q̃(t)) =

∏D
i=1 δ(q

i − q̃i(t)),ρ0(q) =
ρ(q, 0), Ri = q̃i(0) = qi(0)和 g = det(gij)。使用伊藤
引理 [27]，即泰勒展开的随机模拟，带挠率的弯曲空间
中的福克-普朗克（FP）方程可以表示为

∂tρ(q, t) = −∇j

({
uj
+(q, t) + νKj

}
ρ(q, t)

)
+ν∆LBρ(q, t) .

(12)
这里，∇i表示协变导数，∆LB = gik∇i∂k 是拉普拉斯-
贝尔特拉米算子。收缩挠率张量定义为

Ki := Kk
ik = 2Sk

ik =: 2Si , (13)

它由挠率引起，因此在没有挠率的弯曲空间中消失。前
向 SDE及其对应的 FP方程表明，通过四维标架，空
间几何修改了噪声项，从而影响粒子的统计行为。如
后文所述，这种噪声引起的随机性是解释量子涨落的
基础。值得注意的是，即使在没有自旋的情况下，挠率
也通过其对噪声的影响来影响波动粒子的运动，强调
了它在无自旋系统量子动力学中的关键作用。
前向 SDE的右侧 (6)描述了无穷小时间间隔 dt内

q̃i(t)的变化。然而，这并不对应于传统的粒子速度，因
为随机轨迹可以是连续但处处不可微分的，即使在极
限 dt → 0下也是如此。也就是说，左极限和右极限通
常不同：limdt→0+ dq̃i(t)/dt 6= limdt→0− dq̃i(t)/dt。为
了考虑两个极限的差异，Nelson 引入了两个时间导数
[14]：一个是均向前导数，

D+f(q̃(t)) := lim
dt→0+

E
[
f(q̃(t+ dt))− f(q̃(t))

dt

∣∣∣Pt

]
,

(14)
另一个是均向后导数

D−f(q̃(t)) := lim
dt→0−

E
[
f(q̃(t+ dt))− f(q̃(t))

dt

∣∣∣Ft

]
.

(15)
这些期望值是从条件平均值得出的，其中 Pt(Ft) 表示
一组固定了 q̃(t′)的轨迹对于 t′ ≤ t(t′ ≥ t)。为了定义
概率，我们选择一个适当的（可测）轨迹子集，该子
集满足 σ-代数。然后 Pt(Ft) 表示一组递增（递减）的
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子-σ-代数。这两个均值导数在随机分部积分中起互补
作用。具体来说，对于任意随机过程 Ã(t)和 B̃(t)，我
们发现∫ b

a

dsE
[
B̃(s)D+Ã(s)

]
= −

∫ b

a

dsE
[
Ã(s)D−B̃(s)

]
+

∫ b

a

ds d
ds

E
[
Ã(s)B̃(s)

]
. (16)

应用上述定义到前向 SDE (6)，我们可以很容易
地计算出均值前向导数，

D+q̃
i(t) = ui

+(q̃(t), t)− νΓi
kj g

kj . (17)

这里，Γi
kj 和 gkj 在 q̃(t)处评估因此它们本身就是随

机量。我们无法从正向随机微分方程（6）计算D−q̃(t)，
因为 dB̃â

+(t)仅对 dt > 0定义。我们需要引入一个随
时间反向演化的等效方程。

引入另一个向量场 u−(q, t)，此反向 SDE由

dq̃i(t) = ui
−(q̃(t), t)dt+

√
2νe i

â ◦ dB̃â
−(t) , (18)

定义，其中 dt < 0和 dB̃â
−(t)表示额外的维纳过程的

倾斜度，其特征为

E[dB̃â
−(t)] = 0 , (19)

E[dB̃â
−(t)dB̃ b̂

−(t
′)] = |dt|δâb̂δtt′ . (20)

第二个相关性中出现的绝对值是由于 dt < 0。同样
地，ui

−(q, t)是通过随机变化确定的。由于反向随机微
分方程描述了正向随机微分方程的时间逆过程，向量
场 ui

−(q, t)与 ui
+(q, t)相关。为了找到这种关系，我们

使用反向随机微分方程计算 FP方程：

∂tρ(q, t) = −∇j

({
uj
−(q, t)− νKj

}
ρ(q, t)

)
− ν∆LBρ(q, t) .

(21)

方程 (21)的右侧必须等同于方程 (12)的右侧。因此，两
个向量场 ui

±(q, t)是通过以下一致性条件 [17]相关的：

ui
+(q, t)−ui

−(q, t) = −2νKi+2νgik∂k ln ρ(q, t) , (22)

导致

D−q̃
i(t) = ui

+(q̃(t), t) + 2νKi

− 2νgik∂k ln ρ(q̃(t), t) + νΓi
kj g

kj . (23)

利用一致性条件，我们发现两个FP方程简化为相
同的连续性方程

∂tρ(q, t) = −∇j(ρ(q, t)v
j(q, t)) , (24)

其中

vi(q, t) :=
ui
+(q, t) + ui

−(q, t)

2
. (25)

与 ui
±(q, t) 不同，vi(q, t) 平行于概率流因此自然可以

将其解释为粒子速度场。
我们现在开发一个广义的 SVM 方案，以推导具

有挠率的弯曲空间中无自旋粒子的量子动力学。我们
从质量为 m 的非相对论性粒子的经典拉格朗日开始，
该粒子在具有挠率的弯曲空间中运动，

L =
m

2
gij q̇

iq̇j − V (q) , (26)

其中 V (q)代表势能，q̇i := dqi/dt。请注意，这个拉格
朗日式不显式地依赖于挠率。利用扭量的性质，该拉
格朗日可以重新表示为局部笛卡尔坐标中的形式：

L =
m

2
ηâb̂q̇

âq̇b̂ − V (q) , (27)

其中 ηâb̂ = diag(1, 1, · · · )。为了实现随机变化，q̇â 应
替换为相应的随机量。在量化背景下，已知动能项被
其均向前向后导数的对称平均值所替代：[17, 22, 28]：

ηâb̂q̇
âq̇b̂ −→ ηâb̂

(D+q̃
â)(D+q̃

b̂) + (D−q̃
â)(D−q̃

b̂)

2
.

(28)
这种对称替换确保了随机拉格朗日量中的时间反演不
变性。违反此对称会导致黏性效应 [17, 21, 23, 28]。因
此，相应的随机拉格朗日量由以下给出：

Lsto(q̃,D+q̃,D−q̃)

=
m

4
ηâb̂{(D+q̃

â)(D+q̃
b̂) + (D−q̃

â)(D−q̃
b̂)} − V (q̃) .

(29)

由于个别随机轨迹本质上是随机的，我们不会针对单
个轨迹优化作用量。相反，我们会优化定义在任意时
间间隔 ti ≤ t ≤ tf 上的系综平均随机作用量

Isto [q̃] =

∫ tf

ti

dtE [Lsto(q̃,D+q̃,D−q̃)] , (30)

。粒子轨迹的变化由下式定义

q̃â(t) −→ q̃â(t) + δf â(q̃(t), t) , (31)



4

其中无穷小的光滑函数满足以下边界条件：

δf â(q, ti) = δf â(q, tf ) = 0 . (32)

要求方程 (30)的随机变化对于任意选择的 δf(q, t) 和
随机事件 dB̃â

±(t)消失，我们发现速度场 vi(q, t)（不是
粒子速度 vi(q̃(t), t)）由以下流体力学方程决定，

∂tv
i + vk∇kv

i +
1

m
gik∂kV

= ν2gik
{
2∇k

(
1
√
ρ
∆LB

√
ρ

)
−Rjkg

jl∂l ln ρ

}
+Σi ,

(33)

其中 Ri
k = gkjRij = gjkRl

jkl 是里奇张量并且

Σi := ν2gin
{
2gkl(∂l ln ρ)Sm

nk(∂m ln ρ)

−2gkl(Sm
kn∇m∂l ln ρ−∇l(S

m
nk∂m ln ρ))

+2gkl(∂l ln ρ)Sm
nk(∂m ln ρ)

−2gkl(Sm
kn∇m∂l ln ρ−∇l(S

m
nk∂m ln ρ))

}
.

(34)

导致方程 (33) 的详细步骤在附录中提供。在噪声趋
于零的极限下，ν → 0，公式（33）简化为牛顿第二
定律。测地线方程随后由 dqi(t)/dt = vi(q(t), t) 和
dvi(q(t), t)/dt = (∂t+ vk(q(t), t)∂k)v

i(q(t), t)得出。正
如在文献 [15–17, 22, 28]中讨论并在稍后的公式（41）
所示，噪声强度 ν 由普朗克常数决定，从而再现量子
力学。因此，右侧的所有项均源自量子效应。右边的第
一项对应于玻姆量子位势的梯度，而第二项则反映了
量子涨落和空间曲率，如参考文献 [22]所示。新引入
的项 Σi捕捉了量子涨落与挠率之间的相互作用。在此
开发的扩展 SVM公式和流体动力学方程（33）是本研
究的关键贡献。
在我们的方案中，带有挠率的曲面空间中的量子

动力学由量子流体动力学方程控制，公式 (24)和 (33)。
为了有效分析挠率效应，这些方程必须被简化。运用
宇宙原理以及能量-动量守恒和标准的宇宙膨胀限制了
挠率的形式为一个特殊的完全反对称张量 [4, 29]的形
式。在一个三维空间中，这种约束使挠率与空间的均
匀性和各向同性性质一致，表示为

Sabc = s(t)εabc , (35)

其中 s(t) 是标量场而 εabc 表示三维 Levi-Civita 张
量。这直接来自于 Hodge 对偶关系 ?Sa1...aD−3

=

εb1b2b3a1...aD−3
Sb1b2b3

/3! 对于D = 3 。这里，Hodge 星
由标量场 s(t) 给出。在这个表述中，挠率满足 Si = 0

并等价于畸变张量，即，Kijk = Sijk 。从度规-仿射引
力的角度来看，这种挠率的选择也是优选的，因为它
允许挠率消失的连续极限，从而恢复 GR[30]。
我们的速度方程 (33) 简化为

∂tv
i + vk∇̊kv

i +
1

m
gik∂kV − 2ν2gik∂k

(
1
√
ρ
∆̊LB

√
ρ

)
= −ν2gik

{
2(∂k ln ρ)s2 + R̊lkg

lj∂j ln ρ+ (∂j ln ρ)∇̊lS
lj
k

}
,

(36)

其中 R̊ik，∇̊i 和 ∆̊LB 分别是仅基于 Levi-Civita 连接
的 Ricci张量、协变导数和 Laplace-Beltrami算子。因
此所有挠率效应都由方程 (36)的右侧引起。在此推导
中，我们使用了

Rik = R̊ik − ∇̊jS
j
ik + Sj

lkS
l
ij , (37)

Sb
akS

ai
b = 2s2δik . (38)

为了将流体动力学方程改写成薛定谔方程的形
式，并由此过渡到我们系统的量子力学描述，我们进
一步考虑一个具有挠率的平坦空间（R̊ik = 0）。在此设
定下，方程 (36)右侧的第二项和第三项消失，仅留下
第一项。一个复函数 Ψ(q, t)被引入：

Ψ(q, t) =
√
ρ(q, t)eiθ(q,t) , (39)

其中相位 θ(q, t)对应于速度势：

vi(q, t) = 2νgij∂jθ(q, t) . (40)

选择 ν = h̄/(2m)，复函数的方程，波函数，由非线性
薛定谔方程给出：

ih̄∂tΨ =

[
− h̄2

2m
∇2 + V +

h̄2

2m
s2 ln |Ψ|2

]
Ψ , (41)

在挠率消失的情况下简化为薛定谔方程。该方程验证
了我们的猜想，即挠率和量子涨落从根本上通过引入
非线性修改了无自旋的量子力学。这是本工作的另一
个重要结果。
非线性薛定谔方程的修改在各种情境下得到了广

泛研究，包括孤子动力学、波函数坍缩模型以及量子
力学的替代表述 [19, 31–48]。我们的发现自然地扩展
了这些现象学方法。例如，在经典耗散系统的现象量
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化过程中出现了对数非线性项，尽管它们通常具有纯
虚系数 [19, 31, 35, 40, 47]。在平坦空间中研究了量子
力学的非线性扩展 [32, 33]，其中对数非线性项被认为
是可行候选者。我们的方程（41）与此结果一致，保留了
诸如波恩规则和埃伦费斯特定理等基本量化性质，从
而确保经典-量子对应关系。与参考文献 [32, 33]不同，
后者将对数系数视为自由参数，我们的表述明确地从
扭量推导出了它。然而，如参考文献 [32, 33] 所建议
的那样，我们非线性项的正号表明由此产生的非线性
方程可能缺乏稳定解——引发了关于波函数稳定性的
问题。
在 SVM量化中，非线性项的形式和系数都依赖于

拉格朗日量的选择。一个违反时间反演对称性的时变
拉格朗日会产生具有纯虚数系数的 [19, 40] 的不同非
线性项。同时，选择超球面会得到与里奇标量 [22]相关
联的负实数系数的对数非线性项。值得注意的是，通过
理想流体拉格朗日 [28] 的 SVM 量化可以获得 Gross-
Pitaevskii方程。这些例子强调了作为扩展量子理论非
线性的自然框架，SVM的适应性。
我们的结果对挠率的大小提供了一个限制。在平

坦空间中，挠率可能会导致氢原子能级的小偏移，尽
管这些偏移与库仑势相比可能微不足道。通过在波尔
半径 RB 处评估位能，并使用 ln |Ψ(RB)|2 ∼ 1，我们
推导出了挠率大小的上限：

s �
√
2α

me

h̄2RB

≈ 5.3× 10−3 MeV ∼ 10−2 me, (42)

其中 α 是精细结构常数，me 是电子质量。我们推导
出的界限并不与来自 Ref.[49] 的实验限制相矛盾，这
些限制在假设洛伦兹对称性破坏的情况下表明 s ≤
10−31 GeV。
扭率已被证明会在狄拉克方程 [8, 50–53] 中诱导

非线性。然而，这种非线性本质上与这里检查的类型
不同。正如在 Ref.[54]所示，在非相对论极限下，狄拉
克方程中的非线性可以反过来导致薛定谔-牛顿方程中
的非线性。然而，这种非线性源自引力势而非扭率，突
显了驱动这两种效应的不同机制。
未来的研究方向包括研究扭转对不确定性原理

[19–21]、霍金温度以及贝肯斯坦-霍金熵 [55] 的影响。
将支持向量机扩展到相对论系统 [56]，包括在扭转背
景下的狄拉克和克莱因-戈登场，可能为理解扭转在基
础物理学中的作用提供更深层次的见解。鉴于其与度

规-仿射引力和暗物质模型的相关性，由扭转引起的量
子效应也可能对早期宇宙物理学产生影响。研究这些
问题有望深化我们对扭转在量子力学和引力物理学中
重要性的理解。
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附录 A: 附录

正如正文中的公式所示，SVM与传统变分方法之
间最显著的区别在于虚拟轨迹的不可微性。

特别地，因为势能项不包含 q̃(t)的微分，其变分
遵循标准的变分法。为了更仔细地检查差异，我们详
细说明动能项的变分如下：

δ

∫ tf

ti

dtE
[
ηâb̂(D±q̃

â(t))(D±q̃
b̂(t))

]
= 2

∫ tf

ti

dtηâb̂E
[
uâ
±(q̃(t), t)(D±δf

b̂(q̃(t), t))
]

= −2

∫ tf

ti

dtηâb̂E
[
δf b̂(q̃(t), t)D∓u

â
±(q̃(t), t)

]
= −2

∫ tf

ti

dtE
[
δf b̂(q̃(t), t)gike

k
b̂
e i
â D∓u

â
±(q̃(t), t)

]
.

(A1)

在第一个等式中，我们利用了向前和向后平均导数的
定义。在第二个等式中，我们应用了随机积分的部分
公式。为进一步的计算，我们使用以下结果：

eiâD+A
â = eiâ

1

dt
E[deâj ◦Aj + eâj ◦ dAj |Ft]

= ∂tA
i + uk

+∇kA
i + νgjk∇j∇kA

i , (A2)

eiâD−A
â = eiâ

1

dt
E[deâj ◦Aj + eâj ◦ dAj |Pt]

= ∂tA
i + uk

−∇kA
i − νglk∇k∇lA

i . (A3)
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最终，随机作用量的随机变化 δIsto[q̃] = 0，导致

E
[
δf j(q̃(t), t)gij(q̃(t), t)

{
m∂tv

i(q̃(t), t)

+uk
−(q̃(t), t)∇ku

i
+(q̃(t), t) + uk

+(q̃(t), t)∇ku
i
−(q̃(t), t)

−νgkl∇k∇l(u
i
+(q̃(t), t)− ui

−(q̃(t), t)) + gik∂kV (q̃(t), t)
}]

= 0 . (A4)

为了满足任意 δf j(q, t) 和 dB̃â
±(t) 在 q̃(t)中的这个方

程，速度场应满足

m∂tv
i(q, t) + uk

−(q, t)∇ku
i
+(q, t) + uk

+(q, t)∇ku
i
−(q, t)

− νgkl(q)∇k∇l(u
i
+(q, t)− ui

−(q, t)) + gik∂kV (q̃(t), t) = 0 .

(A5)

向量场 ui
±(q, t)用 vi(q, t), ρ(q, t)和 Sm

kn 通过一致性
条件（22）表示，这导致方程（33）。
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