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摘要

本文提出了一种使用内部惩罚有限元方法（IP-FEM）解决脆性断裂力学中四阶相场模型的新
方法。与传统的二阶相场模型相比，四阶模型在模拟复杂裂纹路径时提高了数值稳定性和准确
性。IP-FEM 为离散化这些模型提供了一个有效的框架，能够有效地处理非协调试验函数和
复杂的边界条件。
在本研究中，我们利用 FEALPy框架实现了一个支持高阶 IP-FEM离散化的灵活计算工

具。我们的结果显示，随着多项式阶数的增加，相场模型的网格依赖性降低，提供了更高的精
度和更快的收敛速度。此外，我们探讨了不同多项式阶数和网格大小下的计算成本与精度之间
的权衡。这些发现为优化实际工程应用中的脆性断裂数值模拟提供了宝贵的见解。

1. 介绍
近年来，相场方法作为一种强大的工具用于模拟断裂过程 [21]。在不同的方法中，四阶相场模型因

其能够提高数值稳定性和准确性而受到关注，特别是在模拟复杂裂纹路径时。与传统的二阶相场模型
[20, 12, 22]相比，四阶相场模型通过引入更高阶的导数项来增强数值稳定性和准确性。这种改进在模
拟复杂的裂纹路径时尤为明显，在此情况下，该模型可以最小化非物理振荡，从而提高计算可靠性和
效率 [5, 19]。相比之下，二阶相场模型在模拟复杂裂纹传播时往往面临着数值不稳定、强网格依赖性以
及高计算成本的问题 [16]。
为解决这些挑战，第四阶相场建模取得了显著进展。例如，Amiri等人。[2] 提出了一种利用局部

最大熵 (LME)近似的四阶相场模型。该方法通过构建高阶连续函数直接求解四阶控制方程，消除了传
统双重二阶分解的需要，并能够在粗网格上有效解决裂纹路径问题。类似地，Borden等人。[5] 基于变
分原理开发了热力学一致的控制方程。这种方法提高了解决方案的平滑度，加速了数值收敛，并展示
了四阶模型在三维断裂问题中的潜力。此外，最近的研究人员采用连续和不连续伽辽金方法结合的混
合求解策略，[15] 显著增强了动态断裂问题的数值稳定性。另外，自适应无网格算法与网格细化技术相
结合，已成为一种有望降低计算成本同时保持高精度的工具 [14]。
高效的四阶相场模型数值解需要适当的计算技术 [10, 4]。在这方面，内部惩罚有限元法（IP-FEM）

提供了一个灵活且有效的框架 [13]。该方法最初由 Douglas和 Dupont[9]提出，通过引入惩罚项解决了
高阶椭圆方程中非一致试函数的挑战。这种方法已被证明是解决涉及复杂边界和界面问题的稳健解决
方案。Wheeler[18]的后续进展深入分析了惩罚参数对解稳定性和收敛性的影响。Arnold[3]进一步统一
了不连续 Galerkin框架，并展示了 IP-FEM在处理高阶导数问题方面的优越性能。
本工作探讨了通过利用 FEALPy 软件包 [17] 的功能，将 IP-FEM 应用于求解四阶相场模型的应

用。实现了一个通用的编程框架来支持任意高阶 IP-FEM离散化，为解决四阶相场断裂模型提供了一
种强大且高效的工具。通过严格的数值实验，我们验证了 IP-FEM在处理复杂断裂问题中的优越效率
和准确性。值得注意的是，随着有限元次数的增加，四阶相场模型的网格依赖性进一步减少，突显了它
们的优势。最后，在不同的多项式阶次和网格分辨率下进行了全面的性能比较与分析。本研究为实现
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低代价、高精度复杂裂纹扩展路径模拟提供了理论见解和实践指导，为工程应用中复杂裂纹传播的仿
真提供了一种强大且高效的方法。
本文的其余部分组织如下：在第 2节中，我们介绍了四阶相场模型的理论公式和裂纹传播的控制

方程。第 3节专门讨论了使用非线性内罚有限元方法（IP-FEM）的数值离散化。第 4节讨论了数值实
验，包括问题设置、边界条件以及来自各种模拟的结果。最后，第 5节总结了本文并概述了未来研究的
潜在方向。

2. 数学模型
2.1. 裂缝扩展的混合模型
相场模型采用连续场变量 d.x/来表示材料中的裂缝。Borden 等人提出了一个四阶相场模型用于

描述裂纹表面密度，表达式为：[6]

.d, (d, d/ = 1
4l0

d2 +
l0
2
|(d|2 +

l30
32

.(2d : (2d/

这里，l0是一个控制裂纹宽度的比例因子。我们采用混合模型 [1]对应变能进行正负分解。在这个
模型中，我们定义 [7]：

e+s ."/ = es."/ = �
2
tr."/2 + � " : ", e*s ."/ = 0.

其中，�是兰姆第一参数，�是兰姆第二参数（剪切模量）。
为了防止可逆开裂，在相场方程中的正应变能项，我们使用了Miehe提出的最大历史应变场函数

[11]：

.x, t/ = max
sË[0,t]

e+s .".x, s//. (1)

这里，e+s ."/表示为：e+s ."/ = �
2
⟨tr."/⟩2+ + � tr."2+/，和 ", =

∑n*1
i=0⟨"i⟩, ni ⊗ ni。其中，"i表示特征

值，ni ⊗ ni表示特征向量，⟨⋅⟩,表示 Macaulay 括号，定义为：⟨x⟩, =
1
2

(

x , |x|/ .
所得的控制方程为：
{

�ü * div� = f ,
2.1 * d/ * Gc

[

1
2l0

d * l0d + l30
16

2d
]

= 0.
(2)

边界条件为：
{

� ⋅ n = g, on )0,
d ⋅ n = 0, on ).

这里，Gc 是临界能量释放率，�."/是应力张量，由以下给出：

�."/ = g.d/
)es."/
)"

=
[

.1 * d/2 + �
]

[� .tr."// I + 2� "] ,

3. 算法设计
在准静态裂纹模型中，忽略加速度项 ü，得到变分形式：
{

.�.u, d/, ".v// = .f , v/ + ⟨g, v⟩)N ,
*2..1 * d/, !/ + Gc

2l0
.d, !/ + Gcl0.(d, (!/ + Gc l30

16
.D2d,D2!/ = 0.

(3)
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令 ℎ 表示区域 的网格集，网格大小为 ℎ，并且令 Vℎ 是在 上由次数为 p ≥ 2的多项式组成的拉格
朗日有限元空间，即，

Vℎ = ^v Ë H1./ : v Ë Pp.�/,Å� Ë ℎ`, V 0
ℎ = ^v Ë H1

0 ./ : v Ë Pp.�/,Å� Ë ℎ`,

其中 Pp.�/表示每个单元 � 上的次数为 p的多项式空间。如果 e ⊂ ，单位法向量 ne 是两个与 e正交的
单位向量之一，方向从 �*到 �+。在这样的边 e上，以下定义成立：

[[)u
)n

]]

=
)u�+
)n

|e *
)u�*
)n

|e,
{

)2u
)n2

}

= 1
2

()2u�+
)n2

|e +
)2u�*
)n2

|e

)

.

如果 e ⊂ )，则下式成立：
[[)u

)n

]]

= * )u
)ne

,
{

)2u
)n2

}

= )2u
)n2e

.

双线性形式 .⋅, ⋅/定义为：

.u, v/ =
∑

�Ëℎ
∫�

D2u : D2vdx+
∑

eË
∫e
.
{

)2u
)n2

}

[[)v
)n

]]

+
[[)u

)n

]]

{

)2v
)n2

}

+ 
|e|

[[)u
)n

]] [[)v
)n

]]

/ dx. (4)

这里，n是单位法向量，� 是一个元素，e是一条边， 是边的集合，ℎ是元素的集合，而  是惩罚参数
[8]。
然后我们可以定义残差为：

R0 = *
∑

�Ëℎ

.�.uℎ, dℎ/, ".vℎ//� +
∑

�Ëℎ

.f , vℎ/� +
∑

eË0

⟨g, vℎ⟩e, vℎ Ë [V 0
ℎ ]

dim,

R1 =
∑

�Ëℎ

2..1 * dℎ/, !ℎ/� *
∑

�Ëℎ

Gc

2l0
.d, !ℎ/� * Gcl0

∑

�Ëℎ

.(dℎ, (!ℎ/� *
Gcl30
16

.dℎ, !ℎ/, !ℎ Ë V 0
ℎ .

(5)

令 ^�m`Nm=0 为空间 Vℎ 的基函数，其中 N 是自由度的数量。令 ^imj`Nm=0 为空间 [Vℎ]dim 的基函数，
其中 i, j = 1, 2, § ,dim，且 imj = �ij�m, 其中 �ij 是克罗内克尔德尔塔函数。
令 vℎ = , !ℎ = �。残差可以表示为：

R0 = *
∑

�Ëℎ

.�.uℎ, dℎ/, ".//� +
∑

�Ëℎ

.f , /� +
∑

eË0

⟨g, ⟩e,

R1 =
∑

�Ëℎ

2
(

.1 * dℎ/, �/� *
∑

�Ëℎ

Gc

2l0
.d, �/� * Gcl0

∑

�Ëℎ

.(dℎ, (�/� *
Gcl30
16

.dℎ, �/.
(6)

迭代使用牛顿-拉夫森方法求解：
[

* )R0

)uh
* )R0

)dℎ
* )R1

)uh
* )R1

)dℎ

]

[

u
d

]

=
[

R0
R1

]

(7)
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其中 u = uhk * uhk*1和 d = dk
ℎ * d

k*1
ℎ 。刚度矩阵的分量由以下给出：

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

*
)R0

)uh
=

∑

�Ëℎ

)�
)"

.(T , (/,

*
)R0

)dℎ
=

∑

�Ëℎ

)�
)dℎ

.(T , �/,

*
)R1

)uh
=

∑

�Ëℎ

*2.1 * dℎ/
)
)uh

.�T , (/,

*
)R1

)dℎ
=

∑

�Ëℎ

2.�T, �/ +
∑

�Ëℎ

Gcl0.(�T , (�/ +
∑

�Ëℎ

Gc

l0
.�T , �/ +

Gcl30
16

.�, �/.

(8)

在稳健的交错策略中，可以忽略 )R1

)uh
和 )R0

)dℎ
，允许位移变量 uh和相场变量 dℎ独立更新。这种独立性简

化了问题，并允许这些变量分别更新而无需每一步迭代或时间步长的直接耦合。

4. 数值实验与结果
在数值实验中，惩罚参数设置如下：对于阶数 p = 2， = 5；对于 p = 3， = 10；以及对于 p = 4，

 = 20 [10, 3, 4]。
此示例考察在方形板内一个刚性圆形包含物，在顶部表面施加垂直向上位移的情况。域 定义为

矩形区域 [0, 1] [0, 1]，其中心位于原点，半径为 0.2 的圆孔，如图 1 所示。材料属性规定如下：临界
能量释放速率为 Gc = 1kN/mm，长度比例因子为 l0 = 0.02mm，杨氏模量为 E = 200kN/mm2，泊
松比为 � = 0.2。边界条件包括在上边界处的 Dirichlet边界条件（y = 1），其中位移在前 5步中增加
uy = 1.4 10*2mm，然后在接下来的 25步中增加 uy = 2.2 10*3mm。此外，在圆形缺口中心处设置位移
为零。
在这个示例中，我们研究了不同多项式次数（p = 2, 3, 4）和网格尺寸（ℎmin）的有限元方法在模拟

相场断裂模型时的表现和计算效率。图 2显示了模型的最终断裂形态。
如图 2所示，不同多项式次数（p = 2, 3, 4）和网格尺寸（ℎ = 0.01到 ℎ = 0.05）的残余力曲线在

数值稳定性和收敛性方面显示出显著差异。
对于低阶有限元方法（p = 2），残余力曲线表现出显著的波动，特别是在更细网格的情况下

（ℎ = 0.01 到 ℎ = 0.03）。在断裂后残余力迅速下降的阶段，这些曲线显示出较差的收敛性，表明低
阶方法难以在没有明显更细网格尺寸的情况下提供准确的结果。这种行为在裂纹扩展初期尤为显著，
在此期间，p = 2的残余力曲线与其他高阶方法相比更加明显地发散。这表明低阶方法对网格细化更为
敏感，并且需要更精细的网格以实现稳定和准确的结果。
相比之下，高阶方法（p = 3和 p = 4）表现出优越的数值稳定性和收敛性。这些方法的残余力曲

线在不同的网格尺寸下几乎重合，表明高阶方法对网格细化不太敏感。值得注意的是，p = 4方法在不
同网格尺寸下的一致性非常突出，这表明即使较大的网格尺寸，如 ℎ = 0.05，仍然能够保持较高的准
确性和良好的收敛性。这一点在裂纹扩展后的阶段尤为明显，其中 p = 4的残余力曲线无论网格尺寸如
何都紧密聚集在一起。这种行为突显了高阶方法在处理裂纹扩展复杂性方面的鲁棒性，即使使用较粗
的网格也是如此。
高阶方法（p = 3和 p = 4）显著提高了相场断裂模拟的数值精度和收敛性，特别是在较大网格尺

寸下低阶方法（p = 2）难以保持稳定的情况下。高阶方法的残余力曲线在不同网格尺寸下表现出显著
的一致性，展示了它们在处理复杂裂纹传播问题方面的鲁棒性。

5. 总结
在此研究中，我们调查了使用不同阶次惩罚有限元方法的相场断裂模型数值模拟。我们的结果表

明，高阶有限元方法（带有 p = 3和 p = 4）即使在较粗的网格尺寸下也能达到高精度，使其成为工程
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应用中建模断裂行为的高度有效选项。具体而言，分析显示，在给定的网格尺寸下，与需要更细网格才
能达到类似精度的低阶方法（p = 2）相比，高阶方法表现出优越的一致性和收敛性特性。
然而，结果对网格细化很敏感。较粗的网格引入了一些数值误差，尤其是在高阶有限元方法中。虽

然这些误差在大多数实际用途中仍处于可接受范围内，但仔细选择网格大小以平衡计算效率和准确性
至关重要。通过优化网格大小和单元顺序，工程师可以实现解精度与计算成本之间的最优权衡。
我们的未来工作将集中在扩展该框架以应用于更复杂的几何结构和动态断裂问题，其中时间相关

行为起着重要作用。此外，还将探索材料非线性和自适应细化策略的结合，以进一步提高模拟的准确
性和效率。这些进展可以显著提升所提出方法的应用灵活性，使其能够应用于工程学和材料科学中更
为广泛的现实断裂问题。
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图 1: 带有圆形孔的正方形模型（单位：厘米）

图 2: 最终结果（左）和方形模型中不同阶数和网格尺寸的残余力（右）。
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