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超导体中的普适间隙到临界温度比：统计力学视角

Chung-Ru Lee∗
(10Dated: 2025 年 4 月 16 日)

我们提出了一种统计力学框架来统一超导能隙∆、赝能隙∆∗和临界温度 Tc之间的观测关系。在这
个模型中，费米子作为复合玻色子耦合，并在温度下降时凝聚以占据单个束缚态。我们推导出一个简
洁的公式，用∆和∆∗ 表示 Tc，即：

∆

kBTc
= 1.4 + 4 log(∆∗/∆).

这个表达式在没有赝隙的情况下再现了标准 BCS能隙与 Tc 的比率，并自然解释了其在非常规超导体
中的增强。该模型通过与几种铜酸盐和铁基超导体的实验数据进行比较而得到支持，突显了它的普遍
性。这种表述还为观察到的赝隙相在过掺杂区域内的持续存在提供了理论上的解释。

I. 介绍

巴丁-库珀-施里弗（BCS）理论的一个著名成
就是，它提供了一个解释能谱中的间隙 ∆与临界
温度 Tc之间关系的公式。该理论预测这种关系是
线性的，并找到了超导体中理论上的间隙到 Tc的
比例：

∆

kBTc
≈ 1.76.

这个结果不依赖于材料类型。在许多弱耦合 s波超
导体中的测量大多与这一预测一致。请注意，∆ =

∆(0)是零温度下的超导间隙。
这可能令人惊讶，然而这个比率（及其暗示

的比例关系）似乎也适度地适用于一些非常规超
导体，如高温超导体，甚至一些拓扑超导体。
这些超导现象被认为源于完全不同的微观机

制，如弱耦合、强关联相互作用或拓扑相互作用。
这使我们想知道是否存在一种解释来说明这种普
遍性。
本文的目标有三个：

1. 我们希望从统计力学的角度解释为何存在一
个普遍的能隙到 Tc比率，该比率在各种超导
体中作为基准。

∗ math.crlee@gmail.com

2. 高温超导体，尤其是铜酸盐超导体的实验数
据表明，比值∆/kBTc通常远高于 BCS理论
的预测。我们将推导出一个公式（1），该公
式解释了这一现象，并且精确地预测了更高
的比值。公式的推导包含了在高温超导体中
广泛观察到的伪隙相。特别地，这个公式涉
及比值∆∗/∆，其中∆∗是伪隙。特别是，伪
隙 ∆∗ 的引入解释了为什么在许多欠掺杂的
铜酸超导体中，随着掺杂水平的提高，Tc可
能会增加，尽管 ∆在减少。

3. 从实验中观察到，在室温下具有高导电性的
材料，如金属中，超导性很难产生。本文还
将尝试对此给出理论解答。

在某些高温超导体中，一个长期存在的难题
是在过掺杂区域中伪间隙相的明显持续存在，这
一现象超出了一般预期其消失的点。作为本研究
的应用，我们为这一现象提供了一个简单的解释。

II. 公式表述

我们研究具有以下两个特征假设的系统的统
计性质：

1. 费米能级附近的电子状态 EF 简并为一个能
量为Ec的单个束缚态。处于束缚态的电子将
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图 1. 一种用于库珀对谱的启发式方法。

被成对处理。从统计学角度来看，每一对耦
合电子表现为一个复合玻色子 [Fey19]（见图
1）。

2. 电子的统计分布（即使略有偏离）仍然几乎
不受该相互作用的影响，且分布的变化可以
忽略不计。

除了图 1中的图片，我们建议在这里使用分布
对于独占费米子 [LL25, GP13, Mar10] ，而不是
自由电子气体的费米-狄拉克分布。在排他费米子
的分布中，无论自旋如何，电子都被禁止占据单一
状态两次。
选择这种分布的一个理由是，（有效）电子之

间的相互作用对于库珀对的形成是必要的；因此，
在这里应用描述自由电子气体的费米-狄拉克分布
将是奇怪的。此外，测试材料中的杂质似乎在提高
超导体临界温度 Tc方面起着关键作用。当涉及杂
质时，独占费米子的分布通常成为描述电子统计
行为的合适候选者 [GP13, Mar10]。
关于使用费米-狄拉克分布时结果的进一步讨

论，请参阅 §VI。
请注意，在这个阶段，与许多高温超导体理

论不同，我们不将耦合电子的激发态（能量大于
EF +∆）仅仅当作 BCS理论中的那样处理。在这
种情况下，激发的电子对解耦并返回费米子谱线
中，赝能隙不存在。我们将稍后在 §IV中引入赝能
隙（因此也包括耦合电子的激发态）。
本文的要点是从这些假设和处理方法中，我

们推导出了一个统计理论公式
∆

kBTc
≈ 1.4 + 4 log(∆∗/∆) (1)

该公式关联了 ∆,∆∗ 和 Tc。值得一提的是，这个
公式在二维或三维模型中均有效。

A. 独占费米子的分布

排他的费米子的统计分布可以通过运用大正
则系综 [113]导出。N -粒子规范配分函数 ZF

N 可以
写成求和

ZF
N =Z 1̂

N + Z 1̂
N−1e

−βε↑1 + Z 1̂
N−1e

−βε↓1

=Z 1̂
N + 2Z 1̂

N−1e
−βε1 .

(2)

上标 1̂表示 Z 1̂
N 是移除了状态 |1〉（具有能量 ε1 =

ε↑1 = ε↓1）后的 N -粒子规范配分函数。
大正则系综的配分函数 ZF

G是

ZF
G =

∞∑
N=0

ZNzN =
∏
i

(1 + 2e−βεiz).

这里，z = eβµ是逸度且 β = kBT。最后一个等式
通过归纳指定所有单粒子态 |i〉来实现。
由此，我们得到粒子数的期望值

〈N〉 = z
∂ logZF

G

∂z
=
∑
i

2

eβ(εi−µ) + 2
=
∑
i

〈ni〉.

取连续极限，我们得到排他费米子的分布函数

f(ε) =
2

eβ(ε−µ) + 2
. (3)

B. 费米子-玻色子交换态

我们继续之前的推导，但加入了相互作用。
如图 1所示，我们将允许电子以结合能 1

2
∆成

对。玻色子以及成对的电子不受单个束缚态（具有
凝聚能Ec）多重占据的限制。请注意，由于分布函
数必须是非负的，因此需要化学势 µ < Ec 为正，
正如在推导玻色-爱因斯坦分布时所要求的一样。
事实上，单个束缚态保持空置，因为 T 降低。

电子对直到 T < Tc，某一临界温度时才形成。
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III. 凝聚作用对于独占费米子

当温度降至临界温度 Tc时，费米面上具有能
量EF的费米子可能会配对形成束缚对，其结合能
为 1

2
∆ = EF −Ec。这样的费米子对将表现出玻色

子行为，其中最重要的是凝聚。

A. 二维中

我们计算粒子（在这种情况下，作为唯一的费
米子的电子）的总数

N =

ˆ ∞

0

D(ε)f(ε)dε.

现在二维状态密度 D(ε) = mV
2πh̄2 =: A与能量 ε无

关。当温度降到 Tc时，化学势 µ也会接近其临界
值 Ec。因此，

N = A

ˆ ∞

0

2

eβc(ε−Ec) + 2
dε

= A

(
Ec +

1

βc
log(e−βcEc + 2)

)
. (4)

另一方面，当 T → 0时，我们有

N = AEF.

结合这一点和方程 (4)得出

1

2
∆ = EF − Ec =

1

βc
log(e−βcEc + 2).

由于在低温下 e−βcEc ≈ 0，我们得到间隙与 Tc 的
比值：

∆ = 2 log 2kBTc ≈ 1.4kBTc. (5)

B. 在三维中

我们将状态密度代入 3维情况中

D(ε) =
V

4π2h̄3 (2m)3/2ε1/2 =: Bε1/2.

遵循 Sommerfeld 扩展在低温下的方法（即当
kBTc � Ec 时），我们得到

N = B

ˆ ∞

0

2ε1/2

eβc(ε−Ec) + 2
dε

=
2

3
B
(
E3/2

c + 3CE1/2
c (kBTc)

)
, (6)

其中
C =

ˆ ∞

−∞

xex

(ex + 2)2
dx ≈ 0.35.

从粒子数与费米能的关系，N = 2
3
BE

3/2
F ，我

们有

EF ≈ Ec(1 + 2C

(
kBTc

Ec

)
).

因此，间隙与 Tc 的比例是

∆ ≈ 1.4kBTc. (7)

观察到普遍的∆-Tc关系在 2维和 3维系统中
保持某种程度的一致性，并且似乎对维度不敏感。

IV. 赝隙相调整

在许多新型高温超导体中，特别是铜酸盐超
导体，实验数据中的 ∆/kBTc 高于 BCS理论所预
测的数值。在本节中，我们将尝试解释这种能隙与
Tc 比值升高的统计学公式。
这一类超导体的一个关键特征在于存在伪

隙。伪隙相的特点是在某一温度 T ∗ > Tc 下，费
米能级附近的电子态密度部分受到抑制。这表明
在某些情况下（例如，在欠掺杂的铜酸盐中），存
在着缺乏长程相位相干的预形成库珀对。
为了说明这一现象，并结合之前的图（图 1），

我们引入了能量范围从 Ec +2∆到 Ec +2∆∗的配
对电子激发态（见图 2）。这种扩展为抑制的电子
态密度提供了一种解释，认为这是由于预先形成
的电子对的能量达到凝聚能 Ec 以上 2∆∗ 的结果。
我们将特别关注温度 T 仅略高于 Tc 的情况，在
这种情况下，超导能隙才刚刚开始打开。在这种
设定下，配对电子预计只会占据完全有能隙区域
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图 2. 一种用于具有伪隙存在时库珀对谱的启发式方法
∆∗。

以外的状态 Ec 和 Ec + 2∆。正如所预料的那样，
我们不会对占据这些状态的配对电子的数量施加
限制。

A. 调整后的分布

假设成对的电子（在其激发态）遵循玻色-爱
因斯坦分布是合理的。然后我们得到调整后的分

布函数 f∗ = f∗(ε, µ, T )，定义为

f∗ =

 2
eβ(ε−µ)+2

+ 2
eβ(ε−µ)−1

2∆ ≤ ε− Ec ≤ 2∆∗

2
eβ(ε−µ)+2

otherwise
.

简而言之，我们仍然遵循第 II节中的假设，即费
米子统计分布的变化在相互作用后仍然是可以忽
略的。因此，f∗(ε)是显示在方程 (3) 中的 f(ε)的
分布，并覆盖了狭窄能量区间上的玻色-爱因斯坦
分布。这里的因子 2考虑到分布中是耦合个电子。
注意，∆∗ ≥ ∆是通过构造得到的。
通过这个调整后的分布函数，我们可以研究

∆、Tc 和新引入的 ∆∗之间的关联。

B. 二维中

在 T = Tc 处，粒子总数 N 由以下给出（令
x = ε− Ec）

N = A

(ˆ ∞

0

2

eβc(ε−Ec) + 2
dε+

ˆ Ec+2∆∗

Ec+2∆

2

eβc(ε−Ec) − 1
dε

)

= A

(
Ec +

1

βc
log(e−βcEc + 2) + 2

ˆ 2∆∗

2∆

1

eβcx − 1
dx

)

= A

(
Ec +

1

βc
log(e−βcEc + 2) +

2

βc

log(1− e−βcx)|2∆
∗

x=2∆

)
(8)

≈ A

(
Ec +

1

βc
log 2 + 2

βc

log(∆∗/∆)

)
. (9)

从 (8) 到 (9)，我们使用了低温下的近似值
e−βcEc ≈ 0，并且

log(1− e−βcx) ≈ log(βcx)

当 βcx很小时。
如前所述，当 T → 0时，我们有

N = AEF.

结合这一点和方程（9）得到

1

2
∆ = EF − Ec ≈

1

βc
log 2 + 2

βc

log(∆∗/∆)

或者等价地，

∆ ≈ (1.4 + 4 log(∆∗/∆)) kBTc.
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C. 在三维中

请注意，一旦我们代入态密度，对于在 T = Tc

处计算的 N，只剩下一个待求值项，即

ˆ Ec+2∆∗

Ec+2∆

2Bε1/2

eβc(ε−Ec) − 1
dε ≈

ˆ 2∆∗

2∆

2BE
1/2
c

eβcx − 1
dx.

(10)

由于 βcx很小，我们可以近似 (10) 为

ˆ 2∆∗

2∆

2BE
1/2
c

βcx
dx =

2BE
1/2
c

βc

log(∆∗/∆). (11)

比较方程（6）和（11）的和与

N =
2

3
BE

3/2
F ,

我们有

E
3/2
F = E3/2

c

(
1 + (3C + 3 log(∆∗/∆))

kBTc

Ec

)
.

因此

EF ≈ Ec

(
1 + 2(C + log(∆∗/∆))

kBTc

Ec

)
从而

∆ ≈ (1.4 + 4 log(∆∗/∆)) kBTc.

它在 2和 3的维度上再次非常一致。因此我
们得到了方程（1）中的通用 ∆-Tc 公式。
我们现在检查方程（1）与一些实际的实验数

据（见表 I）：

Material ∆ (meV) ∆∗ (meV) Tc Prediction (K) Tc from Experiments (K)
YBCO 25 40 88 93

Bi-2212 35 70 98 96
LSCO 15 30 41 38

BaFe2(As1−xPx)2 8 12 31 30
FeSe (bulk) 2 3 8 8

表 I. 所选超导体的能量间隙和临界温度的比较。

1. 对于 YBCO超导体 [CC+15]，能隙的典型值是
∆ ≈ 25meV和 ∆∗ ≈ 40meV。理论上的 Tc

计算使用方程（1）给出了 Tc ≈ 88K。

2. 对于双-2212超导体 [Y+12]，能量隙的典型
值为 ∆ ≈ 35meV 和 ∆∗ ≈ 70meV。理论 Tc

计算给出 Tc ≈ 98K。

3. 对于 LSCO单层铜酸超导体 [YHI+09]，能隙
的典型值为∆ ≈ 15meV和∆∗ ≈ 30meV。理

论 Tc 计算给出 Tc ≈ 41K。

4. 对于钡铁 2(砷 1−x磷 x)2超导体 [S+14]，典
型的能隙值为 ∆ ≈ 8meV 和 ∆∗ ≈ 12meV。
理论上的 Tc 计算给出 Tc ≈ 31K。

5. 对于大量 FeSe超导体 [X+19]，能量间隙的
典型值为 ∆ ≈ 2meV 和 ∆∗ ≈ 3meV。理论
Tc 计算给出 Tc ≈ 8K。

上述计算预测了某些最常见的超导体中的间
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隙与 Tc 比率，具有很好的一致性。

V. 掺杂对临界温度的影响

掺杂高温超导体最显著的特征之一是临界温
度 Tc 对载流子掺杂呈现出类似圆顶形的依赖关
系。当电荷载体（通常在铜酸盐系统中为孔）被
引入到母体反铁磁绝缘体时，超导性开始在一个
临界的掺杂阈值处出现。随着进一步增加掺杂，Tc

上升，并最终在其所谓的最优掺杂处达到峰值。之
后，在过掺杂区域它逐渐下降。
在空穴掺杂的铜酸超导体中，掺杂水平通常

由空穴浓度描述，记为 x。超导能隙 ∆和伪间隙
∆∗随着 x的变化而变化。为了强调这一点，我们
现在将它们明确写为 ∆(x)和 ∆∗(x)。
一旦这些差距的依赖关系被确定，我们可以

应用方程 1将 Tc 表示为 x的函数：

Tc(x) = k−1
B

∆(x)

1.4 + 4 log(∆∗(x)/∆(x))
. (12)

当掺杂水平上升时，伪隙相通常被认为在 x =

x∗处终止，此时发生∆∗(x∗) = ∆(x∗)。这一条件通
常在最佳掺杂水平 x0观察到；也就是说，当 Tc(x)

达到峰值时。然而，在某些材料（例如双-2212）
中，间隙重合的点并不与 Tc(x)的峰值完全对齐。
简而言之，

x0 ≤ x∗

不等式对于某些材料的选择可以是严格的。

Remark. 当 x > x∗时，系统脱离了伪隙相区域，
并且应该按照本文的符号理解为 ∆∗(x) = ∆(x)。
特别地，在这种情况下，间隙与 Tc的关系回

归到比例公式（7）。

作为对等式（12）的应用，我们可以探讨本文
讨论的框架如何解释这种行为，并为观察到的超
导穹顶提供理论基础。

一个具体的例子是，在局部模型中，掺杂水平
从 10%到 20%由参数

x = 0.2− 0.1 t

描述，对于 0 ≤ t ≤ 1。假设超导和伪间隙能量（以
毫电子伏为单位）演化如下：

∆(t) = 10 + 15 t

∆∗(t) = 10 + 15 t+ 35 t2

这大致定性地反映了在某些铜酸盐超导体中观察
到的实验数据模式（参见 [Y+12]）。
在这个模型中，Tc(x)的图形如下所示，类似

于穹顶的顶部，最佳掺杂水平对应于 x0 ≈ 1.9，而
∆∗ = ∆在最优掺杂 x0之后发生在 x = 2。

0.17 0.18 0.19 0.2 0.21
70

75

80

85
optimal doping x0

pseudogap vanishes x∗

x

T
c

(K
)

Predicted Tc(x) at different doping levels, x0 < x∗

pseudogap phase
beyond pseudogap

这作为一个数值示例展示了赝隙相如何可以
持续到过掺杂区域，与特定材料中的实验观察结
果一致。
相反，如果在最优掺杂水平附近，∆和∆∗都

是关于 x的线性关系，则 x∗ = x0成立。

VI. 费米-狄拉克分布的讨论

尽管 §II 中的推导使用了专属费米子的分布，
但利用费米-狄拉克分布对自由电子气的计算同样
有效。
费米-狄拉克分布支配自由电子气，最适合描

述金属（或其他清洁材料中）的电子之间相互作
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用可忽略的情况。这些材料通常在室温下具有良
好的导电性。它们也被实验证明具有较差的超导
性。然而，我们将考察这种分布应用于我们的模
型时的结果，并进一步阐述其可能的影响。

A. 二维中

我们将分布函数替换为费米-狄拉克分布，并
在 T = Tc 处得到

N = 2A

(
Ec −

1

βc
log(e−βcEc + 1)

)
(13)

。这里的因子 2来自自旋简并。
我们还使用了在 T → 0处的分布，这表明

N = 2AEF,

其中 EF 是费米能。
因此能隙是

∆ = − 2

βc
log(e−βcEc + 1) ≈ − 2

βc
e−βcEc < 0,

这显然是不合理的。不用说，这不是对负能隙的
预测；相反，这是由于自由电子气中缺乏凝聚或
束缚而导致的一个不可能性。这解释了为什么平
面金属层超导体简单来说不太可能存在。

B. 在三维中

当转向三维材料时，情况变得完全不同。
自由电子气的总数（在状态密度D(ε) = Bε1/2

和自旋简并度 2 下）现在是

N =

ˆ ∞

0

2D(ε)f(ε)dε

=

ˆ ∞

0

2Bε1/2

eβc(ε−Ec) + 1

≈ 4

3
BE3/2

(
1− π2

8
(
kBTc

Ec
)2
)
. (14)

对于 (14)，我们使用了低温展开和 Ec � kBTc。

所以我们有

E
3/2
F ≈ E3/2

c

(
1− π2

8
(
kBTc

Ec
)2
)
.

因此，

EF ≈ Ec

(
1 +

π2

12
(
kBTc

Ec
)2
)

于是间隙到 Tc 的关系变为

∆ = 2(EF − Ec) ≈
π2k2

B
6EF

T 2
c . (15)

让我们更仔细地看看 (15)：与∆和 Tc之间的比例
关系，

∆2 ∝ T 2
c ,

相比，它却表示了

EF ·∆ ∝ T 2
c .

从这个结果中，我们得出以下结论：

1. EF � ∆的事实表明，即使这种材料是超导
的，∆的值通常也会很小。这暗示在这种情
况下库珀对倾向于脆弱且不稳定，尤其是由
于这里使用的模型仅是统计性的，并忽略了
库珀对的微观稳定性。事实上，与其他超导
体相比，大多数金属（如果一开始就具有超
导性的话）拥有一个狭窄的超导间隙 ∆。

2. 然而，这些考虑提出了一个推测性的可能性：
如果能够设计一种机制来稳定金属系统中的
库珀对，在该系统中电子近似服从费米-狄拉
克统计，那么这样的材料可能提供了一条从
统计力学角度看提高临界温度的路径（由于
EF 的大小与 ∆相比）。

作为后一点的示例，我们将一些典型的值代
入金属固体中。假设，具有这种性质的三维材料
有 ∆ = 1.6 meV和 EF = 7 eV，那么

Tc ≈ 300 K,

这是可取的。
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