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双网格参数选择方法在图像去模糊中的应用
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摘要

不适定反问题的变分正则化基于最小化数据保真项和正则化项之和。它
们之间的平衡通过一个正的正则化参数进行调整，其自动选择通常仍是一
个开放性问题。引入了一种新的参数选择方法，基于为同一反问题使用两个
略有不同的计算模型。小参数值应给出两种非常不同的重建结果，因为噪声
被放大。大参数值会导致两个相同但平凡的重建结果。最优参数在极端之间
通过将两种重建图像的相似度与预定义值匹配来选择。新方法的有效性通
过使用测量数据和两种不同正则化的图像去模糊得到了证明。

1 介绍

变分正则化是求解不适定反问题的基本解决方案。其基本思想是最小
化一个包含两项的惩罚泛函：数据保真项和正则化项，前者确保解保持接近
测量数据，后者建模未知 [7]的先验的信息。这两项之间的平衡通过使用正
值的正则化参数来调整，其自动选择在一般情况下仍然是一个开放性问题。
我们介绍了一种基于使用两种略有不同的计算模型的选择参数的新方法。
考虑一个正问题模型

m = A(f) + ε, (1)
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其中m是观测测量数据，f 是底层未知的真实目标，ε是测量噪声，A是测
量模型。我们提出的变分正则化公式为

arg min
f

‖m−A(f)‖22 + αR(f) (2)

其中 α > 0是正则化参数。数据保真项 ‖m − A(f)‖22 对不匹配测量数据的
向量 f 进行惩罚，而正则化项 R应该被选择或设计为使得对于任何不符合
任何先验的信息预期的 f，值 R(f) > 0更大。我们专注于以最优方式自动
选择 α。
许多方法已在文献中被提出：差异原则 [1, 25, 21]，交叉验证 [12, 26]，

L-曲线法 [9]，稀疏性匹配 [8, 18, 17, 13]，多重网格法 [14]，残差白化原则
[16]和其他方法 [4, 6, 3, 11, 5]。然而，尽管上述某些方法可能适用于给定的
应用程序，但对于稍有不同的应用程序可能并不适用。实际上，自动参数选
择仍然是一个挑战。
我们引入了一个新的参数选择原则，其精神类似于 [14]中的多分辨率

思想，但更简单、更通用。我们的想法是使用两个正向模型，这两个模型都
是为同一数据 m编写的，但是使用不同的计算网格来表示未知数 f。然后
我们针对两个网格求解相同的问题，并使用多个参数值 α比较两个解决方
案的结构相似性，采用 SSIM[24]进行比较。如果参数太小，我们可以预期
解决方案之间的相似度会很低，因为在不适定重建过程中噪声会被放大。然
而，当问题被稳定化时，随着 α的增加，相似度应该增长。我们可以设置一
个合适的 SSIM 值目标阈值，并在达到该阈值时找到重建的良好参数值。
在本文中，我们研究了图像去模糊背景下的新方法。我们的方法独立于

正则化项，因此我们使用两种不同的方式进行测试：Tikhonov正则化 [20, 10]
和总变差（TV）正则化 [19, 22, 15, 23]。我们用模拟数据和真实数据测试了
该方法，并将新算法与经典的误差原理进行了比较。

2 材料与方法

2.1 图像去模糊的双网格模型

让我们通过使用二维卷积

m = p ∗ f =

∫
R2

f(x− y)p(y)dy (3)
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作为模型问题来更详细地解释我们的方法。在 (3) 中，测量数据再次用 m

表示，未知数是 f，而 p是一个点扩散函数。找到 f 当给定 p并测量 m是
称为脱卷的逆问题。
令 s ∈ R2为一个称为移动的位移向量。定义移位图像 fs和移位点扩散

函数 p−s如下：

fs(x) = f(x+ s), p−s(x) = p(x− s).

将 λ = y + s代入 (3) 我们得到移位恒等式

(p ∗ f)(x) =
∫
R2

fs(x− λ)p−s(λ)dλ = (p−s ∗ fs)(x). (4)

现在考虑另一个使用移位点扩散函数的正向模型：

m = p−s ∗ g. (5)

假设（不现实地）我们可以完美解决逆问题 (3) 和 (5)，并且两种情况下的
测量值相同m。然后（4）意味着恢复的图像通过一个位移相关：g = fs。
让我们转向一个更现实的模型。给定一个模糊的像素图像m ∈ Rn×n，

我们使用具有周期性边界条件的离散计算模型：

m = p ? f + e = F−1
(
F(p) · F(f)

)
+ e, (6)

其中 F 是离散傅立叶变换，f ∈ Rn×n 是在同一像素网格上定义的清晰图
像（给定m的位置，即相机传感器像素），p ∈ Rn×n 是离散点扩散函数，
e ∈ Rn×n 建模随机测量噪声。另外，“·” 在 (6) 中表示逐像素的 Hadamard
乘积。
用 h > 0表示我们网格中正方形像素的边长。在本研究的其余部分，我

们将移位向量固定为
s = [h/2, h/2]T ∈ R2.

定义与移位向量 s相关的“半像素移位核”：

ds =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1/4 1/4 0 0

0 1/4 1/4 0 0

0 0 0 0 0


, d−s =



0 0 0 0 0

0 0 1/4 1/4 0

0 0 1/4 1/4 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


,
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其中需要根据图像大小适当添加零元素。核的中心元素用粗体表示。
考虑两种计算模型：相机网格模型

m = p ? f + e, (7)

和移位模型

m = p−s ? g + e, (8)

其中 g ∈ Rn×n 是所需的清晰图像 在一个偏移的像素网格上 和 p−s =

p ? d−s 是移位的点 Spread 函数。注意数据m在两个模型（7）和（8）中
是相同的。
求解逆问题 (7) 和 (8)，采用正则化参数 α > 0和正则化器R : Rn×n →

R+，得到重构

f (α) = arg min
f∈Rn×n

‖m− p ? f‖2F + αR(f), (9)

g(α) = arg min
g∈Rn×n

‖m− p−s ? g‖2F + αR(g), (10)

其中 ‖ · ‖F 表示 Frobenius范数。上述关于连续问题的讨论表明，对于任意
足够大的 α > 0，我们应有 g(α) ≈ f (α) ? ds. 因此，这两幅图像的结构相似
性应该很高：SSIM(g(α),f (α) ? ds) ≈ 1。
此外，在 SSIM下，通过对适当正则化的图像 f (α)进行 ds卷积不会使

图像有太大变化。因此我们得到

SSIM(g(α),f (α)) ≈ 1.

然而，当参数 α > 0过小时，在重建过程中测量中的噪声会被无法控制
地放大，导致 g(α) 和 f (α) 中的像素值变得异常。由于两次重建中的噪声成
分预期是不同的，因为 随机性行为。
我们得出研究假设：

• 如果正则化参数 α > 0 过小，则 SSIM(g(α),f (α)) 是远小于 1，这表
明由于不稳定反演过程中噪声的放大，f (α) 和 g(α) 是两个非常不同的
图像。

• 如果 α > 0足够大，那么 SSIM(g(α),f (α))接近 1。然后 g(α)和 f (α)大
约相等，因此正则化不会太弱。
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我们的提议策略是选择最小的 α，使得 SSIM(g(α),f (α)) ≥ T 成立，其中
T ∈ (0, 1) 并接近于 1 是由用户定义的图像质量下限。
为了支持该假设，我们在第 3.1节中报告了数值实验。

2.2 梯诃诺夫正则化

9和 10的 Tikhonov 正则化解由两个网格定义为：

f (α) = arg min
f∈Rn×n

‖m− p ? f‖2F + α‖f‖2F , (11)

g(α) = arg min
g∈Rn×n

‖m− p−s ? g‖2F + α‖g‖2F (12)

其中 α > 0是正则化参数。
我们使用基于 FFT的算法 [10]进行重建。

2.3 总变差正则化

我们使用各向同性的总变差定义，因此 9和 10的 TV正则化解由两个
网格上的

f (α) = arg min
f∈Rn×n

‖m− p ? f‖2F + α
n∑

i,j=1

√
(Dxf)2i,j + (Dyf)2i,j , (13)

g(α) = arg min
g∈Rn×n

‖m− p−s ? g‖2F + α
n∑

i,j=1

√
(Dxg)2i,j + (Dyg)2i,j (14)

定义：其中 α > 0是正则化参数，而 Dx，Dy 分别表示水平和垂直偏导数
算子。
我们使用标准的原对偶去卷积求解器 [2]计算 TV重建。

2.4 模拟数据（包含各种几何形状的图像）

我们的测试图像是一个由计算机生成的 512x512大小的图像，包含多种
几何形状，这些形状具有多个方向的边缘和不同的灰度值。参见图 1。
模拟图像模糊是使用在一个圆盘域内具有常数值而在外部为零的卷积

核创建的。我们添加了相对于图像范数缩放的高斯噪声。选择了两个不同的
噪声水平，一个为 4%，另一个为 8%的噪声相对比例。
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图 1: 左：无噪声或模糊的模拟真实值。中：使用半径为 4的核进行模糊，并
添加了 4%的噪声。右：使用半径为 4的核进行模糊，并添加了 8%的噪声。

2.5 真实摄影数据

为了在真实数据上测试我们的方法，我们使用佳能 EOS 5D Mark IV
相机捕获了两个小型数据集。对于扑克牌数据集，在相机上安装了一枚佳能
EF 100mm f/2.8 USM微距镜头；而对于书籍数据集，则使用了较新的佳能
EF 100mm f/2.8 USM IS微距镜头。在这两个数据集中，我们分别捕获了
多个模糊（镜头对焦不准确）程度和噪声（ISO）级别。每次拍摄场景都正
确曝光。为了补偿在增加 ISO设置时信号强度/曝光的变化，快门速度相应
进行了调整。相机固定在三脚架上且被摄体静止，因此快门速度的变化没有
引入任何额外的运动模糊。对于扑克牌图像，ISO水平为 ISO100作为“真
实值”，ISO1600用于较不噪点的图像，而 ISO6400用于更噪点的图像。对
于书籍图像，ISO水平分别为 ISO100、ISO6400和 ISO25600。在这两组数
据中，均使用了模糊无噪声（ISO100）的图像来估计模糊量即模糊内核半径
的大小。在 3.2节中，我们将展示我们的方法在以下真实数据示例上的测试
结果。

2.6 真实数据集 1：纸牌游戏

来自一张普通扑克牌图像的 1024x1024像素大小的裁剪。我们在图 2的
左侧有一个真实值估计。这是一张对焦准确且使用最低可能 ISO设置拍摄
的真实照片。中间我们有一个稍微模糊并且噪点更多（ISO1600）的同一场
景版本，而在右侧则是相同程度的模糊但噪声水平更高（ISO6400）。
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图 2: 左：“真实值”，几乎无噪点（ISO100）。中：略显模糊，有些许噪声
（ISO1600）。右：略显模糊，噪声更多（ISO6400）。

2.7 真实数据集 2：书籍

一张由书籍堆叠图像中裁剪出的 1024x1024像素大小的画面。我们在
图 3的左侧有一个真实值估计。这是一张正确聚焦且使用最低可能 ISO设
置拍摄的真实照片。中间我们有一个稍微模糊且噪声较大的同一场景版本
（ISO6400），而在右侧则有相同程度的模糊但更高的噪声水平（ISO25600）。

图 3: 左侧为“真实值”（ISO100）。中间略微模糊且有少量噪声（ISO6400）。
右侧略微模糊且噪声更多（ISO25600）。

3 结果

3.1 相似假设的数值测试

我们首先计算了一组 230 幅自然图像 f 及其平移版本 f ? ds 之间的
SSIM。图 4中的蓝色曲线显示，根据 SSIM度量，f 与 f ? ds有很大差异。
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然后我们对这些 230幅图像的去噪版本重复了计算。（请注意，在进行去噪
之前，我们没有向原始图像添加任何噪声。）图 4中的红色和橙色曲线显示，
通过 Tikhonov或 TV正则化平滑后的图像在 SSIM方面不会因平移而有太
大变化。

图 4: 两网格图像之间的 SSIM。蓝色曲线表明，对于一张普通的照片，亚像
素平移会导致图像在 SSIM测量下产生显著变化。然而，对于通过Tikhonov
或总变差去噪处理的图像而言，平移引起的改变要弱得多：它们的 SSIM值
更接近 1。
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图 5: 两张网格图像之间的平均 SSIM 值和标准差计算结果如图 4 所示的
230张图像。
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3.2 双网格参数选择测试

在本节中，我们展示了双网格参数选择方法对一个模拟和两个实际摄
影数据集的一些结果。用于此测试的模拟图像数据在第 2.4节中给出。实际
数据集分别在第 2.6节和 2.7节中给出。

3.2.1 模拟图像示例

首先我们在图 1所示的模拟图像示例上测试双网格方法。对于这些模拟
图像，我们知道模糊核半径为 4，但添加的噪声使解决该问题变得不适定。
如图 6所示，两种正则化器都得到了 SSIM函数的预期行为。我们还观察
到，在噪声较低的情况下，所选参数在两种情况下的值均小于噪声较高时的
情况。

图 6: 双网格方法用于选择模拟图像中参数的情况，如 1所示。绘制的是两
个解之间的 SSIM 函数 SSIM(g(α),f (α))，针对两种正则化器和两种噪声振
幅。左图：Tikhonov 正则化。所选阈值之后的第一个正则化参数为噪声较
少情况下的 α = 1.076（红色曲线）和噪声较高情况下的 α = 1.467（蓝色
曲线）。右图：总变差正则化。所选阈值之后的第一个正则化参数为噪声较
少情况下的 α = 0.085（红色曲线）和噪声较高情况下的 α = 0.158（蓝色
曲线）。
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Ground truth Blurred and noisy Tikhonov reg. Total variation reg.

图 7: 几何形状图像及其使用双网格方法选择正则化参数值的重建，如图 6
所示。第一行：真实图像，模糊半径 4 +噪声 4%，Tikhonov正则化，TV正
则化。第二行：真实图像，模糊半径 4 + 噪声 8%，Tikhonov正则化，TV
正则化（Tikh阈值 0.985，TV阈值 0.985）。

3.2.2 示例：玩牌示例

对于第一次真实数据测试，我们采用了图 2中所示的扑克牌图像。对于
实际数据情况，我们不知道确切导致模糊的卷积核，所以我们需要对其进行
估计。在这种情况下，我们通过测量失焦后与清晰无噪声的“地面实况”图像
相比明显点扩散的程度得到了一个估算的卷积核半径为 6。对于 Tikhonov
正则化器，我们在图 8中看到了相当良好的 SSIM 函数表现。对于 TV 正则
化的那些情况，我们看到 SSIM 函数开始变平的确切点不是很明确。对于这
两种正则化器，我们注意到在噪声较高的情况下实际上得到了一个较小的
参数值选择。

11



图 8: 双网格方法用于选择如图 2 所示的纸牌图像参数。绘制的是两个正
则化器和两种噪声幅度之间的两个解的 SSIM 函数，即 SSIM(g(α),f (α))。
左：Tikhonov 正则化。在选定阈值后的第一个正则化参数是对于噪声较少
的情况（红色曲线）为 α = 0.742，对于噪声较大的情况（蓝色曲线）为
α = 0.616。右：总变化正则化。在选定阈值后的第一个正则化参数是对于
噪声较少的情况（红色曲线）为 α = 0.168，对于噪声较大的情况（蓝色曲
线）为 α = 0.085。
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3.2.3 示例重建

Sharp image Blurred and noisy Tikhonov reg. Total variation reg.

图 9: 皇后纸牌和使用双网格方法选择正则化参数值的重建结果，如图 8所
示。第一行：“真实图像”清晰图像（ISO100），模糊+少量噪声（ISO1600），
Tikhonov, TV。第二行：“真实图像”清晰图像（ISO100），模糊+更多噪声
（ISO6400），Tikhonov, TV。(Tikh 阈值 .985, TV 阈值 .97)
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Sharp image Blurred and noisy Tikhonov reg. Total variation reg.

图 10: 来自图 9的皇后纸牌图像裁剪以获得更详细视图。第一行：“真实值”
锐化图像（ISO100），模糊+少量噪声（ISO1600），Tikhonov，TV。第二行：
“真实值”锐化图像（ISO100），模糊+更多噪声（ISO6400），Tikhonov，TV。
(Tikh阈值 .985, TV 阈值 .97)
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3.2.4 书籍图像示例

作为第二个真实数据案例，我们有书籍图像 3。在这种情况下，模糊核
半径估计值为 5。我们观察到 SSIM函数的行为与玩牌图像案例类似。
在电视案例中，我们清楚地注意到图 11中的 SSIM 对数图没有相同的

S 形，而是从 0.9 到 1 的值增长得更平缓。这使得选择阈值更具挑战性。

图 11: 双网格方法用于选择书籍图像参数，如 3所示。绘制的是两个解之
间的 SSIM 函数 SSIM(g(α),f (α))，对应两种正则化器和两种噪声振幅。左
图：Tikhonov 正则化。在选定阈值之后的第一个正则化参数是少噪声情况
下的 α = 0.742（红色曲线）和高噪声情况下的 α = 0.84（蓝色曲线）。右
图：总变化正则化。在选定阈值之后的第一个正则化参数是少噪声情况下的
α = 0.229（红色曲线）和高噪声情况下的 α = 0.19（蓝色曲线）。
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3.2.5 示例重建

Sharp image Blurred and noisy Tikhonov reg. Total variation reg.

图 12: 图书图像及使用双网格方法选择正则化参数值的重建结果如图 11所
示。第一行：“真实参考”清晰图像（ISO100），模糊+少量噪声，Tikhonov，
TV。第二行：“真实参考”清晰图像（ISO100），模糊+较多噪声，Tikhonov，
TV（Tikh阈值.985，TV阈值.95）
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Sharp image Blurred and noisy Tikhonov reg. Total variation reg.

图 13: 书籍图像来自图 12，裁剪以进行更详细的查看。第一行：”真实值”
清晰图像（ISO100），模糊+少量噪声，Tikhonov，TV。第二行：”真实值”
清晰图像（ISO100），模糊+更多噪声，Tikhonov，TV（Tikh阈值.985，TV
阈值.95）

3.3 与偏差原理参数选择的比较

为了与另一种参数选择方法进行比较，我们使用了误差原则。目标是找
到参数值 α，使得正则化解 f (α)的残差范数与数据m中的噪声水平 δ相当。
为此，我们定义

Ψ(α) := ‖p ? f (α) −m‖F (15)

并取基于误差的参数为 α，使得 Ψ(α) ≈ δ。
对于噪声估计，我们首先对每个测试图像采样了 4个常数值区域，并

计算这些区域内像素值的标准差 σ。然后我们计算这些值的平均数。为了得
到最终的噪声估计 δ，我们将平均标准差值乘以该图像中像素数量的平方根
δ = σmean

√
n× n。然后我们可以绘制每个 α的残差范数，并查看其何时与

噪声估计相匹配。
模拟图像示例在图 14中的差异曲线显示了与两种噪声水平下的估计噪

声有明显的交点，无论是 Tikhonov正则化情况还是总变差正则化情况。相
应的重建结果与双网格方法的比较可以在较低噪声情况下查看图 15，在较
高噪声情况下查看图 16。在两种 Tikhonov正则化情况下，差异原则给出的
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参数值低于提出的双网格方法，并且对于总变差正则化，差异原则给出的参
数值高于双网格方法。所有参数值也可以在表 1中看到。

图 14: 偏差原则用于选择参数的情况如图 1 所示的模拟图像。绘制的是
在 (15) 中定义的函数 Ψ(α)，适用于两个正则化器和两种噪声幅度。左：
Tikhonov 正则化。对于噪声较小的情况（红色曲线），最接近估计噪声水
平 δ 的正则化参数是 α = 0.352；而对于更高噪声情况（蓝色曲线）则是
α = 0.427。右：总变差正则化。最接近估计噪声水平 δ 的正则化参数是对
于噪声较小的情况（红色曲线）为 α = 0.821，而对于噪声较高的情况（蓝
色曲线）为 α = 1.894。
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图 15: 根据双网格方法和差异原理对噪声水平为 4%的模拟图像进行最优重
建的比较。左：真实值。上行为双网格。下行为差异原理。

图 16: 根据双网格方法和差异原理对噪声水平为 8%的模拟图像进行最优重
建的比较。左：真实值。上行为双网格。下行为差异原理。
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扑克牌图像示例的差异图仅在高噪声水平下的 Tikhonov正则化情况下
与估计的噪声水平相交，见图 17。低噪声 Tikhonov曲线和图中两种总变差
正则化情况均未能给出参数选择。该参数值显著小于我们通过双网格方法
得到的值。所有参数值均可在表 1中进行比较。

图 17: 不一致原理在选择图 2 所示的扑克牌图像参数时的应用。绘制的
是在 (15)中定义的函数 Ψ(α)，针对两种正则化方法和两种噪声幅度。左：
Tikhonov正则化。我们只为高噪声情况得到了一个参数值。与估计噪声水
平交点最接近的值是 α = 0.091，对于高噪声情况（蓝色曲线）而言。右：总
变差正则化。不一致原理未能为我们提供估计噪声水平下的参数值。

书籍图像示例的差异图在图 18中显示了与 Tikhonov正则化情况下两
种噪声水平下的估计噪声的交点。在总变差正则化情况下，我们只在一个较
大的噪声情况中得到了一个 α值。所有参数值均可在表 1中看到。
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图 18: 不一致原则用于选择参数的情况，如图 3 所示的书籍图像。绘制
的是在 (15)中定义的功能 Ψ(α)，针对两种正则化器和两种噪声振幅。左：
Tikhonov 正则化。对于噪声较小的情况（红线），最接近估计噪声水平 δ

的正则化参数是 α = 0.062；而对于噪声较大的情况（蓝线），该参数则是
α = 0.134。右：总变化正则化。我们未能找到对于噪声较少的情况（红线）
的参数值。最接近估计噪声水平 δ 的正则化参数在高噪声情况下（蓝色曲
线）是 α = 0.0054。

Image test Tikh. discrep.α Tikh. Dual α TV discrep.α TV Dual α

Simulated 4% 0.352 1.076 0.821 0.085
Simulated 8% 0.427 1.467 1.894 0.158

Queen low - 0.742 - 0.168
Queen high 0.091 0.616 - 0.085
Books low 0.062 0.742 - 0.229
Books high 0.134 0.840 0.005 0.190

表 1: 最优参数值 α对于所有图像示例的误差原则和提出的双网格方法。

4 讨论

我们提出的参数选择方法在原则上非常灵活。移位网格的想法可以与
任何前向模型一起使用，而不仅仅是卷积。正则化项也可以采取多种形式，
包括此处考虑的 Tikhonov和 TV类型以外的形式。数据保真度范数和图像
相似性度量在同一参数选择框架内也可以改变。对所有这些选择的具体假
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设以及保证唯一且有用的参数选择的内容超出了本文的范围。
我们方法的一个特别优势在于不需要噪声振幅。这在实际数据情况下

是一个很大的优点。正如我们在比较部分 3.3中看到的，估计噪声振幅可能
导致传统参数选择方法如误差原则遇到困难。
我们的实验结果表明，双网格方法对于图像去模糊问题在模拟数据和真

实数据中均有效。我们确实需要选择阈值参数。这种选择至少受到正则化项
和图像中小细节数量的影响。在一个固定的应用场景和特定最终用户需求
的情况下，可以通过实验找到一个合适的阈值，并在后续工作中保持不变。
移位算子的轻微模糊效果不会引起问题，因为它仅用于确定最优参数。

换句话说，人们不会将移位后的重建用作最终解，因为其具有额外的模糊。
我们在计算实验中注意到一个奇怪的效果。对于真实图像数据，双网格

方法可能会在噪声较低时给出比噪声较高时更大的正则化参数。这种情况
发生在总变差正则化实验以及带有 Tikhonov正则化的玩牌图像中。这似乎
违反直觉，因为我们预期较大的噪声水平会需要更多的正则化。然而，所有
得到的重建结果看起来都非常不错。
在详细图书图像 13中，我们可以看到电视参数过大：我们丢失了一些

小细节。这表明，如果形状不是一个很好的 sigmoid曲线，那么根据双网格
SSIM曲线来选择阈值可能会很棘手。
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