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q-海森伯代数在 ⊗2−张量空间中
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Abstract

在本文中，我们在张量积空间 ⊗2 中引入了 q-Heisenberg 代数。我们建
立了其代数性质，并提供了非单演函数理论的应用。我们的结果扩展了已知

的 q-变形代数构造，并为非交换设置中的泛函分析提供了新的见解。

1 介绍

1.1 预备知识

1.1.1 ⊗2-张量空间

基于 Vakarchuk 的基础工作 [11]，我们在 ⊗2 张量空间的框架内引入并研究

了 q-Heisenberg 代数。此构造推广了传统的海森堡代数，这一数学结构在量子力
学中占据中心地位，并引入了一个变形参数 q。该参数引入了一个更为丰富的代

数框架，允许描述更一般的量子系统，并提供了一条探索非交换现象的路径，这

些现象在现代理论物理和数学中至关重要。⊗2-张量空间为此类研究提供了自然
且强大的环境。它允许清晰而系统的表示 q变形海森堡代数固有的代数关系和对

称性。
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定义 1.1. [8] 在一个正式的设定中，给定一个表示量子系统状态空间的希尔伯特
空间 H，记为 H ⊗ H的量子 ⊗2-张量空间是所有来自 H元素与其自身的张量积
的空间。这个空间可以这样理解：

(i) 张量积运算 ⊗将来自 H的两个向量结合成一个新的在 H ⊗ H中的向量。
如果 |ψ〉, |φ〉 ∈ H，则张量积 |ψ〉 ⊗ |φ〉表示一个包含 |ψ〉和 |φ〉信息的复合
量子态。

(ii) 所得到的空间H ⊗ H保留了几项对量子力学至关重要的性质，包括：

(ii.a) 维度: 如果H的维度是 n，则H ⊗ H的维度是 n2。

(ii.b) 纠缠：在这个张量空间中的状态可以表现出纠缠，这是量子力学的一
个基本方面。例如，状态 1√

2(|ψ1〉 ⊗ |φ2〉 + |ψ2〉 ⊗ |φ1〉)不能分解为乘
积态。

在量子力学中，⊗2-张量空间在复合系统和纠缠态的描述中起着关键作用。
本文简要介绍了量子 ⊗2-张量空间，并提供了进一步阅读的重要参考资料。

定义 1.2. [10]在量子力学中，如果我们考虑两个量子系统A和B，它们各自的状

态空间是希尔伯特空间，通常表示为HA和HB。组合系统 A⊗B由张量积表示。

HA⊗B = HA ⊗ HB.

这个空间被称为量子张量空间或二分 ⊗2张量空间。

定义 1.3. [2] 如果 A和 B分别有基向量 {|ai〉}和 {|bj〉}，那么HA⊗B 的基向量形

式为 {|ai〉 ⊗ |bj〉}。如果 dim(HA) = m和 dim(HB) = n，则 dim(HA⊗B) = m×n。

定义 1.4. [8] 这个量子 ⊗2-张量空间允许纠缠态的存在，其中 A和 B 的状态是

相关的，以至于它们不能表示为一个简单的乘积态 |a〉 ⊗ |b〉。

定义 1.5. [3, 7] 令 q 是一个非零复数（或一般代数设置中的参数）。量子平面定
义为由两个变量 x̂j 和 x̂k 生成的结合代数，满足交换关系：

x̂jx̂k = qx̂kx̂j. (1)
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这个代数表示了经典平面的一种形变，当 q = 1时可以恢复。现在，让我们
考虑矩阵

Mq(2) =
a b

c d

 . (2)

量子决定因子 DetqMq(2) 可以写成 ad − qcb。另一方面，我们将 V 视为一个向

量空间。V 的维度定义为 V 中线性独立元素的数量。考虑空间 ⊗2V 中的二阶张

量，并对元素 x̂j 和 x̂k施加一个条件，这些元素构成了 V，即 V = 〈x̂j, x̂k〉，使得

x̂k ⊗ x̂j = qx̂j ⊗ x̂k. (3)

通常，为了简化起见，会省略张量积符号。接下来，我们考虑保持条件 x̂k ⊗
x̂j = qx̂j ⊗ x̂k 的 V 的自同态，其中Mq 由 (2) 和 ~x, ~x′ ∈ V 给出，使得：

Mq~x = ~x′. (4)

这暗示了以下要求：

x̂′
k ⊗ x̂′

j = qx̂′
j ⊗ x̂′

k. (5)

对量子平面 V 施加的约束导致了矩阵元素Mq 在 V 的基及其对偶 V ∗ 中特

定的关系。这些矩阵元必然是非交换的。自然地，我们有 V ∗ = 〈 ∂
∂xj
, ∂

∂xk
〉，并且

对偶量子平面满足关系：

∂

∂xj

⊗ ∂

∂xk

= q−1 ∂

∂xk

⊗ ∂

∂xj

. (6)

因此，这个空间构成了 V 的典范对偶空间。

定义 1.6. [4] 让我们考虑实代数 Bp 是一个具有 2p 个基元素 e1, . . . , e2p−1 的实向

量空间，并设 {e1, e2, e3, . . . , ep}是Rp的一个基。在 Bp中的乘法由以下规则给出：

ejek + qjkekej = δjk (7)

ejek + ekej = 2(1 + qjk) j, k = 1, 2, . . . , p, (8)

被定义为 qjk

qjk =


−1 j 6= k,

0 j = k
. (9)
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定义 1.7. [4, 6] 实 Clifford代数 Am 是一个具有 2m 个基元素 e0, e1, . . . , e2m−1 的

实向量空间，定义为

e0 ≡ e0 = 1, e1 = e1, . . . , em = em,

e12 = e1e2, e13 = e1e3, . . . , em−1,m = em−1em, . . . , e12...m = e1e2 . . . em,

并令 {e0, e1, . . . , e12, e13, . . . , em−1,m, e12...m}是 Rm 的一个基。Am 中的乘法

由该规则给出

eαeβ + eβeα = −2δαβe0, α, β = 1, 2, . . . ,m. (10)

定义 1.8. [1, 4–6,9] Cauchy-Riemann算子的推广由以下给出

D =
m∑

β=0
eβ

∂

∂xβ

= ∂

∂x0
+

m∑
β=1

eβ
∂

∂xβ

, (11)

第二项对应于狄拉克算子，我们将用 D表示并定义为

D =
m∑

β=1
eβ

∂

∂xβ

. (12)

定义 1.9. [4] 令 e1, e2, e3, ..., ep,为满足 (7) 的元素。差分算子 D定义为

D = ej
∂

∂xk

+ ek
∂

∂xj

, (13)

其受制于

ej
∂

∂xk

ek
∂

∂xj

+ ek
∂

∂xj

ej
∂

∂xk

=

− ej
∂

∂xk

[(
ej

∂

∂xk

)
δjk

]
− ek

∂

∂xj

[(
ek

∂

∂xj

)
δjk

]
− (1 − qjk)

(
∂2

∂x2
k

+ ∂2

∂x2
j

)
. (14)

定义 1.10. [11] 令 x̂j, x̂k, p̂j, p̂k 为位置和动量算符，并且令 f 是一个依赖于粒子

坐标的功能。变形海森堡代数服从以下关系：

[x̂j, x̂k] = 0, [x̂j, p̂k] = i~δj,kf, [p̂j, p̂k] = −i~
(
∂f

∂xj

p̂k − ∂f

∂xk

p̂j

)
, j, k = 1, 2, 3.

(15)
其中 ~是普朗克常数。

本文组织如下：在第 2节中，我们在⊗2张量空间中介绍了形变海森伯代数。

在最后一节中，我们介绍了非单演函数的应用。
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2 变形的海森伯代数在 ⊗2-张量空间中

定义 2.1. 令 x̂j, x̂k, p̂j, p̂k 为向量空间 V 的元素。在空间 ⊗2V 上，变形海森伯代
数在 ⊗2张量空间中由以下关系定义：

x̂j ⊗ x̂k − q−1x̂k ⊗ x̂j = 0, p̂j ⊗ p̂k − q−1p̂k ⊗ p̂j = 0, (16)

x̂j ⊗ p̂k − qp̂k ⊗ x̂j = i~δjk.

以下定义是基于 Vakarchuk [11]的粒子坐标 xj, xk 的函数 f 的情况下，定义

2.1的一个特例。

定义 2.2. [11] 令 f 为一个依赖于粒子 xj 和 xk 坐标的函数。从定义 1.10出发，
我们通过以下关系用函数 f 定义了 q-海森伯代数在 ⊗2空间中的版本，该函数由
算子 x̂j、x̂k、p̂j 和 p̂k 生成：

x̂j ⊗ x̂k = q−1x̂k ⊗ x̂j, (17)

x̂j ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂j = −i~δjkf, (18)

p̂j ⊗ p̂k − q−1p̂k ⊗ p̂j = −i~
(
∂f

∂xj

⊗ p̂k − q−1 ∂f

∂xk

⊗ p̂j

)
. (19)

引理 2.3. 如果 f = 1，则得到关系 (16)

Proof. 证明通过展示 ∂
∂xj

(1) = ∂
∂xk

(1) = 0完成。这导致了关系式 (6) 和 (3)，当
f = 1时获得这些关系式。这些结果来自于动量算子 p̂j = −i~ ∂

∂xj
和 p̂k = −i~ ∂

∂xk

的定义。

3 非单生成函数的应用

在以下部分中，我们将研究张量空间中的海森伯代数的这种变形，在这里函

数定义在克利福德代数内，特别是对于非单演的情况。

命题 3.1. [4] 令 f 为形式为 f = fj(xj, xk)ej + fk(xj, xk)ek 的左非单生成函数

（Dirac 算子 Df 6= 0）。对于这个情形，q-海森伯代数在 ⊗2 空间中的关系由以下
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给出

x̂⊗ x̂k = q−1x̂k ⊗ x̂, x̂j ⊗ x̂ = q−1x̂⊗ x̂j, (20)

x̂⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂ = −i~δj,kf, x̂j ⊗ p̂− qjkp̂⊗ x̂j = −i~δj,k, (21)

p̂⊗ p̂k − q−1p̂k ⊗ p̂ = −i~
(
Df ⊗ p̂k − q−1 ∂f

∂xk

⊗ p̂

)
, (22)

p̂j ⊗ p̂− q−1p̂⊗ p̂j = −i~
(
∂f

∂xj

⊗ p̂− q−1Df ⊗ p̂j

)
. (23)

Proof. 为了得出 (20) 中的第一个关系，我们将 (17) 中的第一个关系从左边乘以
ej，得到

ejx̂j ⊗ x̂k = q−1ejx̂k ⊗ x̂j,

ejx̂j ⊗ x̂k = q−1x̂k ⊗ ejx̂j,

x̂⊗ x̂k = q−1x̂k ⊗ x̂.

类似的程序可以应用于获得（20）中的第二个关系，这次在右边乘以 ek。现

在为了得到公式（21）中的第一个关系，我们考虑 f = fj(x)，并在左侧乘以 ej，

结果为

ejx̂j ⊗ p̂k − qjkej p̂k ⊗ x̂j = −i~δjkfj(x)ej,

ejx̂j ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ ejx̂j = −i~δjkfj(x)ej,

x̂⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂ = −i~δjkf.

为了得到公式（21）中的第二个关系，我们采用上述相同的过程，这次在右
侧乘以 ek。现在为了得到（22），我们考虑在（12）中定义的 Dirac算子。在 (19)
左侧乘以 ej 我们得到

ej p̂j ⊗ p̂k − q−1ej p̂k ⊗ p̂j = −i~
(

ej
∂f

∂xj

⊗ p̂k − q−1ej
∂f

∂xk

⊗ p̂j

)
,

p̂⊗ p̂k − q−1p̂k ⊗ p̂ = −i~
(
Df ⊗ p̂k − q−1 ∂f

∂xk

⊗ ej p̂j

)
,

= −i~
(
Df ⊗ p̂k − q−1 ∂f

∂xk

⊗ p̂

)
.

最后对于 (23), 我们按照之前的步骤进行，但这次在右侧乘以 ek，并且注意到

Dirac算子可以表示为 D = ek
∂f
∂xk
。
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定理 3.2. 对于单生成函数，即满足Df = 0在 (22)和 (23)中的函数，表达式 (6)
成立。

Proof. 假设 f = 0ej + 0ek。然后，将 Df = 0和

∂f

∂xj

= ∂f

∂xk

= 0.

代入 (22)和 (23)得到

p̂⊗ p̂k − q−1p̂k ⊗ p̂ = 0, p̂j ⊗ p̂− q−1p̂⊗ p̂j = 0,

考虑到 p̂ = −i~ej
∂

∂xj
和 p̂ = −i~ek

∂
∂xk
，我们得到 (6) 。

备注 3.3. [4] 上述处理可以应用于右非单态函数，fD 6= 0。

在以下部分，我们将提出空间 ⊗2中的对应 q-变形海森伯代数。

命题 3.4. q-海森伯代数由生成元集 x̂, p̂定义，其中 x̂ = x̂jek + x̂kej, p̂ = p̂jek + p̂kej

和 f = fj(xj, xk)ek + fk(xj, xk)ej，差分算子（13），并且满足以下关系：

x̂ ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂ = −i~δjkf, (24)

x̂j ⊗ p̂ − qjkp̂ ⊗ x̂j = −i~δjkf, (25)

ekp̂j ⊗ p̂k − q−1
jk p̂k ⊗ ekp̂j = −i~

(
ek
∂f

∂xj

⊗ p̂k − q−1
jk ek

∂f

∂xk

⊗ p̂j

)
, (26)

p̂j ⊗ ej p̂k − q−1
jk ej p̂k ⊗ p̂j = −i~

(
ej
∂f

∂xj

⊗ p̂k − q−1
jk ej

∂f

∂xk

⊗ p̂j

)
. (27)

Proof. 对于 (24)，我们有

i~δjkekfj = ekx̂j ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ ekx̂j,

= ekx̂j ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ ekx̂j + ejx̂k ⊗ p̂k − ejx̂k ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ ejx̂k + qjkp̂k ⊗ ejx̂k,

= (ejx̂k + ekx̂j) ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ (ejx̂k + ekx̂j) − ejx̂k ⊗ p̂k + qjkp̂k ⊗ ejx̂k,

= x̂ ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂ − ejx̂k ⊗ p̂k + qjkp̂k ⊗ ejx̂k.

考虑到 −ejx̂k ⊗ p̂k + qjkp̂k ⊗ ejx̂k = i~ejfk，上述表达式可以写成以下形式
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x̂ ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂ + i~δjkejfk = −i~δjkekfj,

因此我们有

x̂ ⊗ p̂k − qjkp̂k ⊗ x̂ = −i~δjkf.

类似的过程可用于获得 (25)。现在对于 (26) 我们有以下计算

ekp̂j ⊗ p̂k − q−1
jk p̂k ⊗ ekp̂j = −i~

(
ek
∂f

∂xj

⊗ p̂k − q−1
jk ek

∂f

∂xk

⊗ p̂j

)
,

= −i~ek
∂f

∂xj

⊗ p̂k + i~q−1
jk ek

∂f

∂xk

⊗ p̂j.

现在，对于 (27)，我们以类似的方式进行处理，从表达式开始

p̂j ⊗ ej p̂k − q−1
jk ej p̂k ⊗ p̂j = −i~

(
ej
∂f

∂xj

⊗ p̂k − q−1
jk ej

∂f

∂xk

⊗ p̂j

)
.

命题 3.4在非交换几何和量子代数框架中起着至关重要的作用，原因如下：

(i) 经典海森伯代数的扩展: 通过变形正则对易关系，这种表述允许研究在非
交换空间上的量子系统，在这些系统中，坐标-动量二重性的常规假设不再
成立。

(ii) 通向量子几何的桥梁：q 参数和函数依赖算子的出现反映了潜在的几何变
形，这种变形与量子群和量子平面兼容，例如Manin定义中出现的那些（见
定义 1.5）。

(iii) 非交换泛函分析基础: 修改后的换位子为在 q-形变空间上构建微分和积分
运算提供了一个自然的起点，包括杰克逊导数和广义狄拉克算子。

(iv) 与高能物理和量子引力的相关性: 由于该命题通过变形参数嵌入了最小长
度尺度，它可能为具有紫外正则化的量子场论以及具有离散或量子结构的

时空模型提供见解。
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(v) 与 Clifford型变形的结构兼容性：在此命题中使用的张量形式使其与进一
步的变形兼容，例如 q-克利福德代数，在非交换环境下描述旋子结构和超
对称扩展时这是必不可少的。

因此，命题 3.4为海森堡代数的一致且物理上有意义的扩展奠定了基础，开启了
代数方法在量子物理学和非交换几何未来发展中的道路。
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