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具有正则子群图的有限群

ANDREA LUCCHINI

Abstract. 我们证明有限群 G 的子群图是正则的当且仅当 G 是具有无平方因子

阶的循环群。

有限群 G的子群图 L(G)是一个其顶点为该群的子群的图，并且两个顶点
H1 和 H2, 通过一条边连接当且仅当 H1 ≤ H2 并且不存在子群 K 满足 H1 ≤
K ≤ H2. Georgiana Fasolă 和 Marius Tărnăuceanu 猜测，L(G)是一个正则图
当且仅当 G是一个无平方因子阶的循环群。在这篇简短的笔记中，我们给出了
这个猜想的一个初等证明。

定理 1. 设 G是一个有限群。则 Γ(G)是正则图当且仅当 G是循环群并且 G的
阶是无平方因子的。

显然，如果 G 是循环的且 |G| = p1 · · · pt 与 p1, . . . , pt 为不同的素数，则
Γ(G)的每个顶点度为 t.因此，在本文的其余部分中，我们将假设 G是一个有
限群，并且 L(G)是正则的，我们将通过相继的断言来证明该结果。

给定G的一个子群H，我们将用 δ(H)表示H在G的子群图中的度数，用
δ1(H)表示 H 的最大子群数，用 δ2(H)表示包含 H 作为最大子群的 G的子群
K 的数量。显然 δ(H) = δ1(H) + δ2(H).

对于每个整除 |G|的素数 p，我们用Ap表示G阶为 p的子群集，并用A表
示不相交并集 ∪pAp.此外我们设定 αp := |Ap|和 α := |A| =

∑
p αp.注意 α =

δ({1}), 所以我们的假设 Γ(G)是正则的等价于说对于每个 δ(H) = αH ≤ G.

声明 1. 如果 p 是一个奇素数且 g ∈ G 的阶是一个 p 次幂，那么对于每一个
g ∈ NG(A)来说 A ∈ A.

Proof. 设 x是一个具有性质 g ∈ 〈x〉.的最大阶 p元素。假设H ≤ G具有性质 〈x〉
是H.的一个极大子群。由 x, H 的极大性，不是循环 p-群，因此根据 [1, 5,3,6]
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它包含一个极小子群A，该子群不包含在 〈x〉中。由于 〈x〉是H的最大子群，我
们必须有 H = 〈x,A〉.换句话说，每个 G的子群 H，在其中 〈x〉是最大的是由
x和不同于包含在 〈x〉.中的阶为 p的唯一子群的 A的一个元素生成的。这表明
δ2(〈x〉) ≤ α−1.另一方面，δ1(〈x〉) = 1所以我们必须有 δ2(〈x〉) = α−1.这意味着
对于 A中每一对不同的元素 A1, A2，都有 〈x,A1〉 6= 〈x,A2〉 特别是对于每一个
Ax = A，由于A ∈ A.，我们得出结论 g ∈ 〈x〉,，对于每个 g ∈ NG(A)A ∈ A. �

声明 2. 令N 为由G的奇数阶最小子群生成的G的子群。则N 是G的一个阿
贝尔正规子群。

Proof. 请注意，N = 〈A | A ∈ ∪p 6=2Ap〉. 根据之前的声明，如果 A1, A2 ∈
∪p 6=2Ap，则A1 ≤ NG(A2)和A2 ≤ NG(A1).因此，如果A1 6= A2，则 [A1, A2] ∈
A1 ∩A2 = 1. �

声明 3. G/N 是一个 2-群。

Proof. 由于 N 是初等阿贝尔 p-群的直积，N 的极大子群和极小子群的数量相
同。特别是 δ1(N) =

∑
p 6=2 αp 因此 δ2(N) = α2.根据声明 1，N ≤ NG(A) =

CG(A)对于每一个 A ∈ A2. 因此，对于每一个 A ∈ A2，N 是 〈N,A〉 ∼= N ×A

的一个极大子群，并且不同的 A ∈ A2 选择会产生不同的子群。因此，从等式
δ2(N) = α2，我们推断出 N 在 G的每一个它为最大的子群 H 中的指数为 2。
这表明 G/N 是一个 2-群。 �

声明 4. 设 Q是 G的一个西罗 2-子群。那么 Q是初等阿贝尔的。

Proof. 令 F 为 Q的 Frattini子群。注意，Q/F 的极小子群和极大子群的数量
相同。记此数量为 t。现在假设H1, . . . , Hu是G中的子群，在这些子群中Q是
极大的。对于 1 ≤ i ≤ u,，我们必须有Hi = QMi，其中Mi是由Q归一化的N

的非平凡子群，并且具有此性质的最小群。注意如果 i1 6= i2则Mi1 ∩Mi2 = 1.

对每个 1 ≤ i ≤ u，令 Ti是Mi的一个非平凡子群，最小化被 F.归一化的性质。
那么K1 = FT1, . . . , FTu是G的不同子群，包含 F 作为极大子群。但现在我们
有 δ(Q) = δ1(Q) + δ2(Q) = t+ u和 δ2(F ) ≥ t+ u.因此等式 δ(Q) = δ(F )意味
着 δ1(F ) = 1并且由此得出 F = 1. �

声明 5. G 是交换的且其所有西罗子群都是初等交换的。

Proof. 我们有G = NQ，其中Q是一个 Sylow 2-子群。根据之前的声明，Q是初
等阿贝尔的。特别地，Q = 〈A | A ∈ A2〉。由声明 1可知，对于每一个 A ∈ A2，
N ≤ NG(A) = CG(A)，因此 [N,Q] = 1，并且从而 G是交换的。 �

声明 6. G 是循环的且阶数无平方因子。
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Proof. 由之前的断言可知，只需证明 G的每个西罗子群都是素数阶的循环群。
令 p是 |G|的一个素因子，并假设矛盾地，G的 Sylowp-子群 P 的阶为 pd，其
中 d ≥ 2.令 X 是 G的一个极大子群。然后

δ(X) = δ1(X) + δ2(X) =

(
pd−1 − 1

p− 1

)
+

(
1 +

∑
q 6=p

αp(q)

)
.

由于

δ({1}) =
∑
r

αr =
pd − 1

p− 1
+
∑
q 6=p

αp(G)

因此
pd−1 − 1

p− 1
+ 1 =

pd − 1

p− 1
,

矛盾。 �
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