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逆磁滞模型在时空有限元法中的包含用于磁拟静态分析
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摘要. 在本文中，我们讨论了使用简单的实用代数模型来包含磁滞效应的麦
克斯韦方程组涡电流近似的数值解。除了更为标准的时间步进方法外，我们
还提出了一种时空有限元法，该方法同时允许空间和时间上的并行化和自适
应性。数值实验确认这两种方法都产生了相同的数值结果。
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1. 介绍

对于电动机或变压器等电力机器的电磁行为的数学建模，我们在低频范
围内考虑麦克斯韦方程组的涡流近似，参见例如，[1, 2, 3],

curlH = js, divB = 0, curlE = −∂tB in D ⊂ R3, (1)

带有边界条件B ·n = 0在 ∂D上。为了简单起见，我们考虑一个固定的区域D，
对于该区域，我们可以将欧姆定律写为 J = σE；对于移动域的情况，请参阅，
例如 [4]。除了麦克斯韦方程组 (1)外，我们还需要一个本构关系H = H(B)，
该关系在许多情况下是用磁阻率 ν来描述的，在存在永磁体的情况下，则使用
永磁化强度M，即

H = ν(‖B‖)B −M . (2)

请注意，ν 可能取决于磁通密度 B 的大小，例如对于铁磁材料而言，请参见
例如 [5]。虽然本构定律 (2)涵盖了广泛的物理相关现象，但它忽略了迟滞效
应的影响。这些效应对准确描述电气设备（如电动机和变压器）变得越来越重
要。因此，有必要在数学模型中采用包含迟滞的材料模型，并通过有限元方法
进行数值模拟。对于标准有限元法，这已经在静态情况下成功实现，使用磁标
势 [6]以及磁矢量势 [7]。对于瞬态仿真，也存在一些方法在使用磁矢量位 [8, 9]
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的有限元法中考虑磁滞效应。然而，据作者所知，尚不存在将磁滞材料模型纳
入时空有限元框架的方法。

由于磁通密度是一个螺线向量场，B = curlA，我们可以将涡流问题 (1)
重写为其等效的矢量势公式 [3, 10]

σ∂tA+ curl[ν curlA] = js + curlM , (3)

其中我们使用了本构定律 (2)。通常，会应用规范技术以确保矢量势A的唯一
性，参见例如，[10, 11]。涡电流问题 (3)的一个常见简化是将其减少到一个二
维模型问题，假设计算域的一个维度远大于其他维度，并且几何形状在更大尺
度上保持不变，参见 [12]。因此，我们可以在电动机的截面 Ω ⊂ R2 上提出涡
流问题，在 D中，电磁量呈现形式

H =

H1(x1, x2, t)

H2(x1, x2, t)

0

 , M =

M1(x1, x2, t)

M2(x1, x2, t)

0

 , js =

 0

0

js(x1, x2, t)

 .

由此可知，js通过构造是无散度的，磁通密度B必须与电场强度H 具有相同
的形状，由于 (2)。使用B = curlA，我们进一步得到

A =

 0

0

u(x1, x2, t)

 , B =

 ∂x2u(x1, x2, t)

−∂x1u(x1, x2, t)

0

 . (4)

有了这个，我们可以重写 (3) 对于 (x, t) ∈ Q := Ω× (0, T )，如下所示：

σ(x)∂tu(x, t)− divx

[
ν(x, |u|)∇xu(x, t)

]
= js(x, t)− divx M

⊥(x, t), (5)

其中M⊥ = (−M2,M1)
>是磁化强度的垂直方向，而 T > 0是最终时间。为了

完整性，需要设定边界条件 u = 0在 Σ := ∂Ω× (0, T )以及初始条件 u(0) = 0

在 Ω。尽管这种方法 (5)对涡流问题而言确实是电动机领域的一种典型近似，
但它并未考虑磁滞效应。在本工作中，我们将应用众多法则中的一种，该法则
从本构定律 (2)的角度考虑了磁滞效应。

本工作的其余部分组织如下。在第 2 节中，我们介绍了实用代数模型
（PAM），这是一个先前分析过的特定向量磁滞模型在 [7, 9, 13] 中。我们将
这一构定律纳入麦克斯韦方程组 (1)，并在几何体 D 的截面 Ω 上表述问题，
从而推导出基础抛物型演化问题 (8)。第 3 节介绍了两种用于求解所得时间
相关的偏微分方程的数值方法。一方面，我们制定了一个经典的时间步进方
法 [14] ，另一方面，我们描述了一个由 [15] 启发的空间时间有限元方法。两
种方法的比较分析在第 4 节中给出，表明结果有很好的一致性。
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2. 迟滞模型

本节的目的是将涡流问题 (5)修改为一个模型，该模型可以考虑磁滞效
应。受磁滞影响的物理系统不仅依赖于输入数据，还取决于这些数据的历史
[16]。对于铁等铁磁材料而言，磁滞效应是相当自然的，并应在本构定律中予
以考虑。

在这项工作中，我们考虑实用代数模型（PAM）作为滞后模型，该模型使
用六个实正参数 pj ∈ R+,j = 0, . . . , 5，在一个代数表达式中描述滞后现象，参
见 [17]。与其他滞后模型相比，PAM 的效率在于它通过一个代数表达式来表
述，该表达式考虑了静态和动态效应。调整后的本构关系表示为

H = f(B)B + g(∂tB)∂tB −M , (6)

其中

f(B) = p0 + p1‖B‖2p2 , g(∂tB) = p3 +
p4√

p25 + ‖∂tB‖2
.

第一个表达式 f(B)of(6)描述了非滞后部分，实际上类似于磁导率 ν，它反映
了由 (2)描述的 BH 曲线关系。参数 p0, p1, p2可以被拟合，以便获得与经典方
法中 ν 相同的行为。第二个表达式 g(∂tB)一方面通过参数 p3 描述宏观涡流，
另一方面描述了滞后效应，这些效应由 p4和 p5考虑到，参见 [17]。如前所述，
M 是发生永久磁化的永久磁铁的磁化强度。现在，当使用本构定律 (6)而不
是 (2)，并且再次考虑向量势 B = curlA时，考虑到磁滞的涡流方程为

σ∂tA+ curl
(
f
(

curl(A)
)

curl(A) + g(curl(∂tA)
)
curl(∂tA)

)
= js + curl(M ).

(7)
空间二维情况的简化需要相同的假设条件，因此向量势 A具有与 (4)中相同
的形式，我们可以将 (7)重写为

σ ∂tu− divx

[
f(|∇xu|)∇xu+ g(|∂t∇xu|)∂t∇xu

]
= js − divxM

⊥ (8)

在 Q := Ω × (0, T )中。除了偏微分方程 (8)，我们还考虑在 Σ := ∂Ω × (0, T )

上的齐次狄利克雷边界条件 u = 0，这暗示了感应边界条件 B · n = 0，以及初
始条件 u(x, 0) = 0对于 x ∈ Ω。
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3. 有限元公式

3.1. 时间步进框架. 当乘以时空相关的偏微分方程 (8)与一个在 ∂Ω上消失的
空间测试函数 v，对 Ω进行积分，并应用分部积分法时，我们得到∫

Ω

σ ∂tu v dx+

∫
Ω

[
f(|∇xu|)∇xu+ g(|∂t∇xu|) ∂t∇xu

]
· ∇xv dx (9)

=

∫
Ω

[
js v +M⊥ · ∇xv

]
dx .

令 S1
h(Ω) = span{φk}MΩ

k=1 为标准有限元空间，该空间由分段线性基函数 φk 组
成，这些基函数是相对于计算域 Ω的允许分解定义的，其中解构为形状规则
的三角形有限元 τ`，空间网格大小为 hx,` = 1, . . . , NΩ，并且在 ∂Ω上为零。半
离散化的 (9)等价于一个非线性常微分方程组，

[Mh + Ah(u̇h)]u̇(t) +Kh(uh)u(t) = F (t), (10)

其中质量矩阵和刚度矩阵以及载荷向量的元素由以下给出，对于 j, k = 1, . . . ,MΩ，

Mh[j, k] =

∫
Ω

σ(x)φk(x)φj(x) dx,

Kh(uh)[j, k] =

∫
Ω

f(|∇xuh(x, t)|)∇xφk(x) · ∇xφj(x) dx,

Ah(u̇h)[j, k] =

∫
Ω

g(|∇xu̇h(x, t)|) ∂t∇xφk(x) · ∇xφj(x) dx,

Fj(t) =

∫
Ω

[
js(x, t)φj(x) +M⊥(x, t) · ∇xφj(x)

]
dx.

请注意，u(t) ∈ RMΩ 是数值解的时间依赖系数向量

uh(x, t) =

MΩ∑
k=1

uk(t)φk(x) .

为了时间离散化，我们引入一个时间网格大小 ht 并定义时间步长 ti = ihi,i =
0, . . . , NT。在考虑

uh(x, ti) =

MΩ∑
k=1

uk(ti)φk(x) =

MΩ∑
k=1

ui
kφk(x) = ui

h(x),

并使用向后有限差分格式

u̇h(x, ti) '
1

ht

[uh(x, ti)− uh(x, ti−1)] =
1

ht

MΩ∑
k=1

[ui
k − ui−1

k ]φk(x),
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时，时间离散化 (10) 导致一系列非线性代数方程组，i = 1, . . . , NT ,

1

ht

[Mh + Ah([u
i
h − ui−1

h ]/ht)][u
i − ui−1] +Kh(u

i
h)u

i(t) = F (ti), (11)

初始条件为 u0 = 0。在每个时间步长 ti,i = 1, . . . , NT，通过牛顿法求解非线性
系统 (11)，其中我们使用 [9]中给出的结果来计算所有相关的导数。

3.2. 时空框架. 接下来我们考虑涡流问题 (8)的时空变分公式。我们现在将瞬
态偏微分方程 (8) 与一个在 Σ = ∂Ω × (0, T )处消失的测试函数 v(x, t)相乘，
并在时空域 Q = Ω× (0, T )上进行积分。分部积分仅针对空间成分，最终提供
了时空变分公式∫ T

0

∫
Ω

σ∂tu v dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

f(|∇xu|)∇xu · ∇xv dx dt (12)

+

∫ T

0

∫
Ω

g(|∂t∇xu|)∂t∇xu · ∇xv dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

[
js v +M⊥ · ∇xv

]
dx dt.

设 S1
h(Q) = span{ϕk}

MQ

k=1 是基于四面体有限元 q`,` = 1, . . . , NQ 的可允许分解
的空间时间有限元空间，这些基函数 ϕk定义在时空域 Q上，并具有网格大小
h，在初始时刻 t = 0和侧边界 Σ处为零。然而，由于二阶导数出现在弱形式
(12)中，我们不能使用 S1

h(Q)进行符合的有限元离散化 (12)。相反，我们使用
替换 p(x, t) := ∂tu(x, t) 重写 (12) 为∫ T

0

∫
Ω

σ∂tu v dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

f(|∇xu|)∇xu · ∇xv dx dt (13)

+

∫ T

0

∫
Ω

g(|∇xp|)∇xp · ∇xv dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

[
js v +M⊥ · ∇xv

]
dx dt,

以及第二个变分形式∫ T

0

∫
Ω

p(x, t)q(x, t) dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

∂tu(x, t)q(x, t) dx dt. (14)

由于 p = ∂tu仅在Σ上有零边界条件，因此在 t = 0处没有初始条件。对于 p的
时空有限元近似，因此我们必须使用扩展的有限元空间 S̃1

h(Q) = span{ϕk}
M̃Q

k=1，
其中额外的基函数 ϕk，k = MQ + 1, . . . , M̃Q 与节点 t = 0相关。系统 (13)和
(14)的时空有限元离散化等价于一个非线性代数方程组，(

Bh +Kh(uh) Ah(ph)

−B̃h Mh

)(
u

p

)
=

(
F

0

)
, (15)
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其中块矩阵的项由下式给出，对于 k, ` = 1, . . . ,MQ和 i, j = 1, . . . , M̃Q，

Bh[`, k] =

∫ T

0

∫
Ω

σ(x) ∂tϕk(x, t)ϕ`(x, t) dx dt,

Kh(uh)[`, k] =

∫ T

0

∫
Ω

f(|∇xuh(x, t)|)∇xϕk(x, t) · ϕ`(x, t) dx dt,

Ah(ph)[`, i] =

∫ T

0

∫
Ω

g(|∇xph|)∇xϕi(x, t) · ∇xϕ`(x, t) dx dt,

Mh[j, i] =

∫ T

0

∫
Ω

ϕi(x, t) · ϕj(x, t) dx dt,

B̃h[j, k] =

∫ T

0

∫
Ω

∂tϕk(x, t)ϕj(x, t) dx dt .

此外，载荷向量的项给定为

F` =

∫ T

0

∫
Ω

[
js(x, t)ϕ`(x, t) +M⊥(x, t) · ∇xϕ`(x, t)

]
dx dt, ` = 1, . . . ,MQ,

而 u ∈ RMQ 和 p ∈ RM̃Q 分别是有限元函数 uh 和 ph 的系数向量。由于时空质
量矩阵 Mh 可逆，我们可以计算 p = M−1

h B̃hu ↔ ph 以得出非线性 Schur 补
系统 [

Bh +Kh(uh) + Ah(ph)M
−1
h B̃h

]
u = F . (16)

。为了求解全局非线性系统 (16)，我们使用带有 Armijo 阻尼策略的精确牛顿
法 [18]，其中每个牛顿迭代的线性化系统使用 PETCs 支持的并行直接求解器
MUMPS [19]求解，该求解器基于有限元库 Netgen/NGSolve 提供的网格分解
方法 [20]。

4. 数值结果

在本节中，我们想要比较所提出的方法。虽然时空公式 (16) 需要处理一
个三维问题，并且进一步扩展为额外变量 ph 的系统，时间步进方法只是考虑
二维空间问题。然而，时空方法的大系统只需要并行求解一次，而时间步进方
法则需要对每个时间步依次解决空间问题。接下来的例子将首先比较这两种
方法对于一个学术模型问题的差异。其次，将考虑团队问题 32 [21] ，这验证
了所提出的滞后问题 (6) 的应用性以及引入的方法在求解包含滞后的涡电流
方程时的准确性。
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4.1. 简单几何. 第一个示例考虑一个二维空间域 Ω = (0, 1)2，该域由两种不同
的材料组成，Ωcu = (0, 25, 0.75)2为铜，激励 js通过其中，而 Ωfe = Ω \Ωcu为
铁，在其中获得滞回模型。最终时间给定为 T = 1.25。图 1显示了空间域以及
用于时空有限元方法的结构化时空网格。此外，我们使用以下参数，

σ(x) =

0 in Ωcu,

0.01 in Ωfe,
f(|∇xu|) =

107

4π
in Ωcu,

p0 + p1|∇xu|2p2 in Ωfe,

js(x, t) =

2000 sin(2πt) in Ωcu,

0 in Ωfe,
g(|∂t∇xu|) =


0 in Ωcu,

p3 + p4√
p25+|∂t∇xu|2

in Ωfe,

其中 p0 = 75.6，p1 = 0.0223，p2 = 11.47，p3 = 0.0001，p4 = 65.8，p5 = 1。请
注意，等价性 g(|∇xp|) = g(|∂t∇xu|)在连续层面上成立，并且M⊥ = (0, 0)>也
成立，因为没有永久磁铁出现。图 2可视化了磁通密度Bx（在 x分量中）以
及磁滞曲线，并表明两种方法产生的结果几乎相同。

4.2. 两相变压器 – TEAM 问题 32. 我们的第二个示例是由 TEAM 问题
32 [21]给出的两相变压器，它展示了在具有两个薄绕组的三肢铁磁芯上的含
磁滞的电场模拟，请参见图 3。二维计算域 Ω的尺寸与 [21]相同，由三种不同
的材料组成，即铁芯 Ωfe、外部 limbs 的绕组 Ωcu和空气 Ωa。考虑的时间跨度
为 T = 0.1，参数是

σ(x) =

0 in Ωcu ∪ Ωa,

0 in Ωfe,
f(|∇xu|) =

107

4π
in Ωcu ∪ Ωa

p0 + p1|∇xu|2p2 in Ωfe,

js(x, t) =

j̃(t) in Ωcu,

0 in Ωfe ∪ Ωa,
g(|∂t∇xu|) =


0 in Ωcu ∪ Ωa

p3 + p4√
p25+|∂t∇xu|2

in Ωfe,

其中 p0 = 181, 88232，p1 = 0.267053，p2 = 8.999565，p3 = 0.00001，p4 = 0.0001，
p5 = 50，电流密度 j̃是通过测量的电流值从 [21]乘以匝数 90，并除以绕组面积
得到的 B样条插值，参见。图 5。由于没有永磁体出现，我们有M⊥ = (0, 0)>。
图 4描绘了磁通密度 By（在 y分量中），这表明两种方法非常一致。它还可视
化了 BH曲线，在其中可以观察到迟滞效应，且两种方法都很好地指出了这种
行为。

5. 结论

本文中，我们在低频范围内从麦克斯韦方程组推导出了涡流近似，并结合
了一个特定的滞后模型进行了电磁场数值模拟。非线性滞后模型 PAM由一个
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图 1. 左：由两种材料 Ωcu（蓝色）和 Ωfe（红色）组成的区域
Ω = (0, 1)2。右：时空网格 Q = Ω× (0, T )，在时间方向上有 100
个时间片，53.530个节点和 293.400个单元。

单一的代数表达式表示，使其成为捕捉滞后效应的有效选择。为了解决由此产
生的非线性时变偏微分方程，我们采用了两种不同的数值方法。第一种是经
典半离散化方法，在该方法中使用有限元法进行空间离散化，随后采用隐式
时间步进方案。第二种方法是时空有限元法，这种方法需要求解鞍点系统，但
允许一次性解决整个问题，从而能够同时在空间和时间方向上实现并行计算。
最后，我们比较了这两种方法，并通过获得相似的模拟结果证明了滞后模型的
应用性。然而，时空有限元方法的主要优势在于能够在空间和时间上同步使用
自适应算法来局部解析 u，从而减少达到规定精度所需的自由度总数。对这种
自适应时空有限元方法进行更详细的数值分析将在未来的研究中进行。
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图 2. 左：磁通密度 Bx随时间的变化。右：表示磁滞效应的 BH
曲线。
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