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有限环的乘法概率

DAVID DOLŽAN

Abstract. 我们研究在一个有限环 R 中随机选取两个元素的乘积等于某个固定元素 x ∈
R的概率。我们计算了半单环和某些特殊局部环类别的这一概率，并找到了任意有限环中

该概率的界限。

1. 介绍

离散概率相关的问题历史上首先是在群的背景下进行研究的，参见例如 [2, 11, 12, 14,
19]。后来，研究人员在环的研究中也进行了类似的研究。作者们研究了交换概率（也称为
交换度）（参见 [3, 4, 5, 7, 8, 15, 20]）和零乘法概率（也称为零度）（参见 [6, 9, 10, 16, 20]）
的有限环。最近，[18]和 [21]中的作者解决了寻找由 Probx(R) = |{(a,b)∈R2;ab=x}|

|R|2 定义的有
限环的乘法概率的问题，其中 x ∈ R是任意元素。显然，这是零度的一种推广，因此这种
概率有时也被称为有限环的广义概率。然而，在 [18, 21]中的作者仅在交换环的背景下解
决了这个问题，他们主要关注模 n的一些固定整数 n的环。
在本文中，我们研究了任意有限环的广义概率。在下一节中，我们将收集一些定义和

初步结果，这些将在论文中派上用场。我们还建立了乘法概率的界限（参见引理 2.4），从
而推广了 [6, Theorem 4.1]和 [18, Theorem 2.1]中的陈述。我们还计算了环直积的乘法概
率，并找到了一个环及其雅可比根上的商环的乘法概率之间的关系。在第 3节中，我们找
到了简单环的乘法概率（参见定理 3.2）。在最后一节中，我们研究了局部环的乘法概率。
首先，我们建立了界限并检查这些界限何时达到（参见定理 4.2和推论 4.3）。然后我们计
算两类特殊的有限局部环中的乘法概率：这类环的雅各布森根 J 具有可能的最大幂零指数
（参见定理 4.6）——这样的环类包含例如所有形如 Zn 的环，其中 n是一个素数的幂次，
因此定理 4.6是 [21, Theorem 2.1 and Theorem 2.2]的一个推广，也包括那些满足 J2 = 0

条件的环（参见定理 4.7）。
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2. 定义和预备知识

在整个论文中，R表示一个具有单位元的有限环 1。我们将它的单位群表示为 R∗，零
因子集表示为 Z(R) = {x ∈ R; there exists 0 6= y ∈ R such that xy = 0 or yx = 0}，
雅各布森根表示为 J(R)。当所讨论的环无疑时，我们将简单地写作 J 而不是 J(R)。我
们将经常用 x = x + J 表示 x在 R/J 中的等价类。元素 x ∈ R 的（右）零化子将表示
为 Annr(x) = {y ∈ R;xy = 0}。如果所讨论的环不明显，我们将写 Annr(x,R) 而不是
Annr(x)。
我们将记 Mn(F ) 为域 F 上的 n-by-n矩阵的环，并将 A ∈ Mn(F )的秩记为 rk(A)。
我们将利用以下简单引理，该引理表明在有限环中，每个左零因子也是右零因子（反

之亦然）。

引理 2.1. [13, Proposition 1.3] 令 R为一个有限环，并且 a ∈ R。如果存在 0 6= b ∈ R使
得 ba = 0，那么存在 0 6= c ∈ R使得 ac = 0。

为了计算广义概率，我们有以下定义。

定义 2.2. 令 a, x ∈ R。我们定义

δx(a) =

1, if there exists b ∈ R such that ab = x,

0, otherwise.

我们立即得到以下引理。

引理 2.3. 设 R是一个有限环。对于 x ∈ R，我们有 Probx(R) =
∑

a∈R |Annr(a)|δx(a)
|R|2 。

Proof. 假设存在 b ∈ R，使得 ab = x。现在，ac = x意味着 a(c − b) = 0，所以
c− b ∈ Annr(a)。因此，对于所有确切的 c ∈ b+ Annr(a)，ac = x成立。 �

以下引理是 [6, Theorem 4.1] 和 [18, Theorem 2.1] 的推广。请注意，Prob0(R) ≤
2|R|−2|Z(R)|+|Z(R)|2

|R|2 已经在 [6, Theorem 4.1]中被证明。

引理 2.4. 如果 R是一个有限环，则 x ∈ R∗ 当且仅当 Probx(R) = |R∗|
|R|2。此外，如果 0 6=

x /∈ R∗，则 |R∗|
|R|2 · 2+|Z(R)|

|Z(R)| ≤ Probx(R) ≤ |R|−2|Z(R)|+|Z(R)|2
|R|2 和 2|R|+|Z(R)|−2

|R|2 ≤ Prob0(R) ≤
2|R|−2|Z(R)|+|Z(R)|2

|R|2 。

Proof. 表示 A = {(a, b) ∈ R2; ab = x}。首先假设 x ∈ R∗。由于，ab = x当且仅
当 x−1ab = 1，我们看到 (a, b) ∈ A当且仅当 b ∈ R∗ 和 (xb−1, b) ∈ A，所以 |A| = |R∗|
并因此 Probx(R) = |A|

|R|2 = |R∗|
|R|2。如果 x = 0，则对于每一个 b ∈ R 和每一个 a ∈ R 都

有 (0, b), (a, 0) ∈ A。然而，如果 0 6= a ∈ Z(R)，则由引理 2.1可知 |Annr(a)| ≥ 2，所以
2



|A| ≥ |R|+|R∗|+2(|Z(R)|−1) = 2|R|+|Z(R)|−2，下界由此得出。上界由 [6, Theorem 4.1]
得出。注意在这种情况下，|A| > |R∗|，因此Probx(R) 6= |R∗|

|R|2。最后，假设 0 6= x ∈ Z(R)。如
果 a ∈ R∗，则对于每一个 t ∈ Annr(xa)都有 (a, a−1x), (xa, a−1+ t) ∈ A。由于 xa ∈ Z(R)，
根据引理 2.1我们得到 |Annr(xa)| ≥ 2。如果对于某些 a, b ∈ R∗有 xa = xb，则 x(a−b) = 0，
所以 a− b ∈ Z(R)。因此存在 z ∈ Z(R)使得 a = b+ z。这表明我们至少有 |R∗|

|Z(R)| 个不同

的元素 xa，因此 |A| ≥ |R∗| + 2|R∗|
|Z(R)| 并且从而 Probx(R) ≥ |R∗|

|R|2 · 2+|Z(R)|
|Z(R)| 。注意在这种情

况下，|A| > |R∗|因此 Probx(R) 6= |R∗|
|R|2。由于 R的每个元素要么是单位元要么是零因子，

这现在证明了 x ∈ R∗当且仅当 Probx(R) = |R∗|
|R|2。为了证明上限，观察到对于 a ∈ R∗，我

们有 |Annr(a)| = 1和 δx(a) = 1，δx(0) = 0，而对于 0 6= a ∈ Z(R)，我们有 δx(a) ≤ 1和
|Annr(a)| ≤ |Z(R)|，因此 |A| ≤ |R∗|+ |Z(R)|(|Z(R)| − 1)。 �

以下引理表明我们可以始终将研究范围限制在直接不可分解环的乘法概率上。

引理 2.5. 如果 R = R1 × R2 × . . .× Rn 是有限环和 x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R的直积，则
Probx(R) =

∏n
i=1 Probxi(Ri)。

Proof. 注意到对于任何元素 a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn)和x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
R，我们有 ab = x当且仅当对于每一个 i = 1, 2, . . . , n都有 aibi = xi。 �

我们以以下估计结束这一初步部分。

引理 2.6. 令R是一个有限环，I是R的一个真理想。对于任意的x ∈ R，我们有Probx(R) ≤
Probx+I(R/I)。

Proof. 我们由引理 2.3得到 Probx(R) =
∑

a∈R |Annr(a)|δx(a)
|R|2 。由于 δx(a) = 1 蕴含

δx+I(a+ I) = 1，并且对于Annr(a,R)中的任何 |I|元素，我们在Annr(a+ I,R/I)中至少

有一个元素，我们得到Probx(R) ≤
∑

a∈R |Annr(a+I,R/I)|I||δx+I(a+I)

|R|2 =
∑

a+I∈R/I |Annr(a+I,R/I)|I|2|δx+I(a+I)

|R|2 =

Probx+I(R/I)。 �

3. 单环

在本节中，我们研究任意（半）单有限环的乘法概率。引理 2.5表明，为了计算半单环
的乘法概率，我们必须研究单环的乘法概率，因此我们将自己限制在这种特殊情况。
由于包含某个子空间 U 的 Fn中的 k维子空间与商空间 Fn/U ' Fn−r中的 (k− r)维

子空间具有一一对应关系，我们立即得到以下引理。

引理 3.1. [1, Theorem 13.1] 令 F 是一个含有 q元素的有限域，并且令 r ≤ k ≤ n是整数。
如果 U 是 Fn中的一个 r维子空间，那么在 Fn中恰好存在

∏k−r−1
i=0

qn−r−qi

qk−r−qi
k 维的子空间

包含 U。
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我们现在有如下定理。

定理 3.2. 令 F 为一个包含 q 个元素的有限域，n是一个整数。对于秩为 r ≤ n的矩阵
X ∈ Mn(F )，我们有

ProbX(Mn(F )) =

n∑
k=r

∏k−r−1
i=0

qn−r−qi

qk−r−qi

∏k−1
i=0 (q

n − qi)

qn(n+k)
.

Proof. 由引理 2.3，我们有 ProbX(R) =
∑n

k=0

∑
rk(A)=k |Annr(A)|δX(A)

|R|2 。注意存在 B ∈
Mn(F )使得 AB = X 当且仅当 X 的列空间是 A列空间的子空间。记 X 的列空间为 U。
由于 rk(X) = r，我们需要计算所有秩为 k ≥ r的矩阵 A，使得它们的列空间包含 U。由
引理 3.1可知，在 Fn 中存在恰好包含 U 的

∏k−r−1
i=0

qn−r−qi

qk−r−qi
k维子空间。选择任意这样的

子空间 V。现在，我们有与列空间等于 V 的矩阵数量一样多的满射映射从 Fn到 V，这正
是 (qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qk−1)。因此，恰好有

∏k−r−1
i=0

qn−r−qi

qk−r−qi

∏k−1
i=0 (q

n − qi)个秩为 k

的矩阵 A，使得 δX(A) = 1。选择 x ∈ Fn。由于任何秩为 k的矩阵 A，使得方程 Ay = x

可解，恰好有 qn−k 个解 y ∈ Fn，我们看到存在确切地 (qn−k)n 个矩阵 B，使得对于任何
满足 δX(A) = 1的 A ∈ Mn(F )都有 AB = X。这表明

ProbX(Mn(F )) =

∑n
k=r q

n(n−k)
∏k−r−1

i=0
qn−r−qi

qk−r−qi

∏k−1
i=0 (q

n − qi)

q2n2 ,

，从而证明了该定理。 �

4. 局部环

在本节中，我们将研究局部有限环的乘法概率。我们需要以下引理。

引理 4.1. [17, Theorem 2] 令 R是一个有限局部环，具有 |R| = qn和 R/J = GF (q)。令 I

是 R中的一个左（右）理想。则存在整数 α，使得 |I| = qα。此外，存在 g ∈ R∗使得 g+ J

是域 R/J 的本原元素，并且对于某个 k, l ∈ {0, 1, . . . , q − 1}有 gk − gl ∈ J 蕴含 k = l。

从引理 2.4，我们现在得到以下结果。

定理 4.2. 令 R为一个有限局部环，其中 |R| = qn 对于某些 n ≥ 2和 R/J = GF (q)成
立。那么 x ∈ R∗ 当且仅当 Probx(R) = q−1

qn+1。此外，如果 0 6= x ∈ J，则 (q−1)(qn−2+1)
q2n−1 ≤

Probx(R) ≤ qn−1+q−2
qn+1 和 3qn−1−qn−2−1

q2n−1 ≤ Prob0(R) ≤ qn−1+2q−2
qn+1 。
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Proof. 对于 x ∈ R∗，该陈述直接来自引理 2.4。如果 x = 0，则对于每一个 b ∈ R和每
一个 a ∈ R∗都有 (0, b), (a, 0) ∈ A。然而，如果 0 6= a ∈ J，则由引理 2.1可知Annr(a) 6= {0}，
所以由引理 4.1可知 |Annr(a)| ≥ q。因此 |A| ≥ |R|+ |R∗|+q(|J |−1) = 2|R|+(q−1)|J |−q，
所以Prob0(R) ≥ 3qn−1−qn−2−1

q2n−1 。上界由引理 2.4和事实 |Z(R)| = |J | = qn−1得出。最后，假
设 0 6= x ∈ J。如果 a ∈ R∗，那么对于每一个 t ∈ Annr(xa)都有 (a, a−1x), (xa, a−1+t) ∈ A。
由于 Annr(xa)是非平凡的，我们有 |Annr(xa)| ≥ q根据引理 4.1。现在，如果 xa = xb对
某些 a, b ∈ R∗成立，则 x(a− b) = 0，因此 a− b ∈ J。因此至少存在 q − 1个不同的元素
xa，所以 |A| ≥ |R∗|+ q(q− 1)，从而 Probx(R) ≥ (q−1)(qn−1+q)

q2n
= (q−1)(qn−2+1)

q2n−1 。上界再次
直接来自引理 2.4。 �

接下来的两个推论向我们展示了这些界限何时恰好被达到。

推论 4.3. 令 R是一个有限局部环，满足 |R| = qn 对某个 n ≥ 2和 R/J = GF (q)成立。
下列陈述是等价的。

(1) Probx(R) = (q−1)(qn−2+1)
q2n−1 对于每一个 0 6= x ∈ J。

(2) Probx(R) = qn−1+q−2
qn+1 对于每一个 0 6= x ∈ J。

(3) Prob0(R) = 3qn−1−qn−2−1
q2n−1 .

(4) R 是一个包含 q2个元素的环。

Proof. (1)⇒(4): 根据定理 4.2的证明，我们看到 |Annr(x)| = q并且 x = ab意味着要
么是 a ∈ R∗ 要么是 b ∈ R∗。由于这对任何 x ∈ J 都成立，我们有 J2 = 0。|Annr(x)| = q

现在意味着 |J | = q，因此 |R| = q2。
(2)⇒(4): 引理 2.4的证明表明，对于任意的 0 6= a ∈ J，我们有 |Annr(a)| = |J |，这

意味着 J2 = 0。我们还有对于每一个 0 6= a ∈ J 都有 δx(a) = 1，这意味着对于每一个
0 6= a ∈ J 都存在一个 ua ∈ R∗ 使得 aua = x，所以 a = xu−1

a 。但如果 u1 − u2 ∈ J，则
xu1 = xu2，所以 |xR| ≤ q，这意味着 |J | = q，因此 |R| = q2。(3) ⇒ (4): 我们知道对于每
一个 0 6= a ∈ J，由定理 4.2的证明可得 |Annr(a)| = q。假设 Jk 6= 0 和 Jk+1 = 0对于某
个整数 k。然后由引理 4.1可知 |Jk| ≥ q。如果 k ≥ 2，那么 |J | > q2，因此存在 a ∈ Jk 使
得 |Annr(a)| ≥ q2，这产生了一个矛盾。我们已经证明了 J2 = 0。由于对于每一个 a ∈ J

和 aJ = 0都有 |Annr(a)| = q，这表明 |J | = q，因此 |R| = q2。
(4)⇒(1), (2), (3): 如果 |R| = q2，那么 |J | = q和 J2 = 0，因此对于每一个 0 6= a ∈ J

都有 |Annr(a)| = q。现在，很容易检查定理 4.2的证明中所有的不等式实际上是等式，所
以 (1) 和 (3) 直接成立。观察还可以发现当 n = 2时，陈述（1）和（2）是相等的，因此
（2）也成立。 �

推论 4.4. 设 R 是一个有限局部环，具有 |R| = qn 和 R/J = GF (q)。则 Prob0(R) =
qn−1+2q−2

qn+1 当且仅当 J2 = 0。
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Proof. 这直接来自 [6, Theorem 4.1]。 �

在局部环的一些特殊情况下，我们实际上可以计算所有的乘法概率。我们需要以下
引理。

引理 4.5. 令 R为有限环，并设 u ∈ R∗和 j ∈ J。则 u+ j ∈ R∗。

Proof. 注意 u+ j = u(1 + u−1j)和 j′ = u−1j ∈ J。由于 J 的每个元素都是幂零的，
我们有 j′n = 0对于某个整数 n，因此 (1 + j′)−1 = 1− j′ + (j′)2 + . . .+ (−1)n−1(j′)n−1。�

我们现在有以下定理，该定理推广了来自 [21]的定理 2.1和 2.2。

定理 4.6. 令R为一个有限局部环，具有 |R| = qn和R/J = GF (q)，假设 Jn−1 6= 0。如果
对于某个整数 k有 x ∈ Jk \Jk+1，则 Probx(R) = (k+1)(q−1)

qn+1 。此外，Prob0(R) = (n+1)q−n
qn+1 。

Proof. 如果对于某些 i，J i = J i+1，则由 Nakayama引理可知 J i = 0。因此，J ⊃
J2 ⊃ . . . ⊃ Jn−1 ⊃ 0 是一个严格递减的理想链。表示 J0 = R 并观察对于每一个 i =

0, 1, . . . , n − 1，我们都有 J i/J i+1 是一个（非平凡的）左 R/J 向量空间，标量乘法定义
为 (x + J)(j + J i+1) = xj + J i+1。这表明对于某个正整数 ki，有 |J i| = |J i+1|qki，因此
qn = |R| = qk0+k2+...+kn−1，当然这就意味着 k0 = k1 = . . . = kn−1 = 1。这显示了对于每
一个 i = 0, 1, . . . , n都有 |J i| = qn−i。令 g ∈ R∗ 为来自引理 4.1的元素。现在，对每一个
i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}选择 xi ∈ J i \ J i+1。同时也选择任意的 k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}并观察
Xk = {

∑n−1
i=k λixi;λi ∈ {0, g, g2, . . . , gq−1} for every i ∈ {k, k + 1, . . . , n− 1}} ⊆ Jk。我们

用归纳法证明当

(1)
n−1∑
i=k

λixi =
n−1∑
i=k

µixi

中，对于每一个 λi, µi ∈ {0, g, g2, . . . , gq−1}的 i ∈ {k, k + 1, . . . , n− 1}都意味着对于每一
个 i ∈ {k, k + 1, . . . , n− 1}都有 λi = µi。由于 (λk − µk)xk ∈ Jk+1和 xk /∈ Jk+1，我们有
要么 λk = µk = 0或者 λk = gαk 和 µk = gβk 对于某些 αk, βk ∈ {0, 1, . . . , q − 1}。由元素 g

的性质可知这蕴含了 αk = βk，所以 λk = µk。现在，假设对于所有的 i = k, k + 1, . . . , j

都有 λi = µi。然后方程（1）给出了
∑n−1

i=j+1 λixi =
∑n−1

i=j+1 µixi，我们可以使用上述相同
的论点来证明 λj+1 = µj+1。由于 |Jk| = qn−k，我们看到 Jk = Xk。类似的论证也给出了
Jk = Yk = {

∑n−1
i=k xiµi;µi ∈ {0, g, g2, . . . , gq−1} for every i ∈ {k, k + 1, . . . , n− 1}}。由于

x1g ∈ J \ J2，我们看到对于某个 α ∈ {0, 1, . . . , q − 1}和某个 j ∈ J2 有 x1g = gαx1 + j。
J = X1、Jn = 0和 Jn−1 6= 0现在表明 xn−1

1 6= 0，因此对于每一个 i = 1, 2, . . . , n− 1都有
xi1 ∈ J i \ J i+1。现在，任选一个 x ∈ Jk \ Jk+1。根据上述内容，我们有 x =

∑n−1
i=k λix

i
1对

于某个 λi ∈ {0, g, g2, . . . , gq−1}具有 λk 6= 0。同样选择任意的 y =
∑n−1

i=k xi1µi ∈ Jk，具有
µi ∈ {0, g, g2, . . . , gq−1}。注意，由引理 4.5可知 x′ =

∑n−1
i=k λix

i−k
1 ∈ R∗，因此 xx′−1 = xk1

6



并且进而 xx′−1(
∑n−1

i=k xi−k
1 µi) = y。我们已经证明了 xR = Jk。由于 xR ' R/Annr(x)，

这意味着 |Annr(x)| = qk，并且因为 Jn−k ⊆ Annr(x)，我们已经证明了 Annr(x) = Jn−k。
选择 a ∈ R 并注意 δx(a) = 0 当且仅当 a ∈ Jk+1。现在，引理 2.3给出了 Probx(R) =∑

a∈R\Jk+1 |Annr(a)|
|R|2 =

∑k
i=0

∑
a∈Ji\Ji+1 |Annr(a)|

|R|2 。对于任意的 a ∈ J i\J i+1，我们有Annr(a) =

Jn−i，所以 |Annr(a)| = qi。此外，|J i \ J i+1| = qn−i − qn−i−1，这给出了 Probx(R) =∑k
i=0 q

n−1(q−1)
|R|2 = (k+1)(q−1)

qn+1 。
最后，如果 x = 0，那么对于每一个 a ∈ R都有 δx(a) = 1，所以我们得到 Probx(R) =

|R|+
∑n−1

i=0

∑
a∈Ji\Ji+1 |Annr(a)|
|R|2 =

qn+
∑n

i=0 q
n−1(q−1)

q2n
= q+n(q−1)

qn+1 = (n+1)q−n
qn+1 。 �

备注 1. 注意到定理 4.6直接给出了任何 x ∈ R的 Probx(R)的具体值，在 R = Zpr 的情况
下，对于某个整数 r和素数 p。然而，来自 [21]的定理 2.1和 2.2仅仅给出了求和公式。此
外，引理 4.6和引理 2.5现在也给出了 Probx(R)在 R = Zn 情况下的一个公式，适用于任
意整数 n和任意 x ∈ R，这推广了来自 [18]的定理 2.10、2.11、2.12、2.13、2.14 和 2.15。

我们还有以下定理。

定理 4.7. 令 R是一个有限局部环，并具有 |R| = qn 和 R/J = GF (q)，并假设 J2 = 0成

立。那么 Probx(R) =


2(q−1)
qn+1 , if 0 6= x ∈ J,

q−1
qn+1 , if x /∈ J,

qn−1+2q−2
qn+1 , if x = 0.

Proof. 选择 0 6= x ∈ J，然后选择 0 6= a ∈ J，使得 δx(a) = 1。由于 J2 = 0，如果存
在 b ∈ R使得 ab = x，我们知道 b /∈ J，所以 b是可逆的，从而 a = xb−1。然而，如果对于
两个不同的可逆元素 b1和 b2有 xb1 = xb2，则 x(b1 − b2) = 0，所以 b1 − b2 ∈ J，因此至少
存在 q − 1个不同形式的非零元素 xb，其中一些可逆元素为 b ∈ R。由于 J2 = 0，我们有
|xR \ {0}| = q − 1，因此我们恰好有 q − 1个不同的元素 a ∈ J 满足 δx(a) = 1。对于每个
这样的 a，我们有Annr(a) = J。另一方面，如果 a /∈ J，则 a是可逆的，因此 δx(a) = 1和
Annr(a) = {0}。因此根据引理 2.3，我们有Probx(R) = (q−1)|J |+|R∗|

|R|2 = 2(q−1)qn−1

q2n
= 2(q−1)

qn+1 。

如果 x /∈ J，我们由定理 4.2得到Probx(R) = q−1
qn+1。最后，如果 x = 0，我们有 |Annr(a)| = 1

对于可逆元素 a，|Annr(a)| = qn−1对于不可逆非零元素 a以及当然 |Annr(0)| = qn，所以
Probx(R) = qn−1(q−1)+(qn−1−1)qn−1+qn

q2n
= qn−1+2q−2

qn+1 。 �
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