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Abstract

令 E 是在数域 K 上的一个椭圆曲线，该数域至少有一个实嵌入，
并且 L 是 K 的一个有限扩张。我们将 Habegger 的结果推广到表明
L(Etor)，即由 E 在 L上的挠点生成的域，具有 Bogomolov 性质。此
外，E

(
L(Etor)

)
上的 Néron-Tate高度也满足类似的离散性质。我们的

主要工具是 Plessis的一个一般准则，该准则将问题归结为存在满足某
些条件的 E 的超奇异素数。

MSC2020: 主要 11G50，次要 11G05
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1 结果声明

代数数的绝对对数Weil高度（简写为高度）是一个非负实数 [5]，用于衡量
其算术复杂性。根据 Northcott定理，有界次数和有界高度的代数数只有有
限多个。Kronecker定理告诉我们，一个代数数的高度为零当且仅当它是零
或单位根。因此，对于给定的一个数域，存在 ε > 0使得该域中每个元素

（除了零和单位根之外）的高度都大于 ε。这一现象启发了以下定义。我们

说一个代数扩张 L/Q具有博戈莫洛夫性质，如果存在 ε > 0使得 L× 中每

个高度为 < ε的元素都是单位根。这个性质的名称来源于 Bogomolov 关于
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代数曲线上的小高度点的一个类似猜想，这些代数曲线的亏格是 ≥ 2。近年

来，许多数论学家研究了从算术和几何来源产生的各种无限代数扩张类的

Bogomolov 性质 [1]。例如，Amoroso 和 Zannier 在 Amoroso 和 Dvornicich
的早期工作基础上，[3]，表明数域K的最大阿贝尔扩张Kab具有 Bogomolov
性质。还可以通过将 Weil 高度替换为 Néron-Tate 高度来推广 Bogomolov
性质到椭圆曲线的概念。更详细地说，设 E 是一个定义在数域 K 上的椭圆

曲线。给定一个代数扩张 L/K，我们说群 E(L)具有博戈莫洛夫性质如果存

在 ε > 0使得 E(L)上每个具有 Néron-Tate 高度 < ε的点都是挠点。几位作

者研究了椭圆 Bogomolov 性质，以说明环面和椭圆曲线算术之间的相似性。
例如，Silverman[14]表明如果 E 是数域 K 上的椭圆曲线，则 E(Kab)具有

Bogomolov 性质。我们感兴趣的是 Habegger[9]的一个显著结果，该结果证
明了由椭圆曲线的挠点生成的域具有 toric 和 elliptic Bogomolov 性质。

我们固定一个代数闭包 Q为 Q并且处理 Q的子域。设 µ∞是 Q中的单位根
集合。对于数域 K 上的椭圆曲线 E，令 Etor 表示 E(Q)的挠子群。现在假

设 L/K 是一个代数扩张。那么 L(Etor)是由 E 的扭转点的坐标在 L上生成

的域，对于 K-有理魏尔斯特拉斯模型而言。这个域不依赖于魏尔斯特拉斯
模型的选择。

定理 1.1. (哈贝格) 设 E是在Q上定义的椭圆曲线。那么Q(Etor)具有博戈

莫洛夫性质。此外，群 E
(
Q(Etor)

)
具有椭圆博戈莫洛夫性质。

Amoroso 和 Terracini[2]探讨了为与兼容的 `-adic Galois 表示关联的无限扩
展来表述定理 1.1的可能性。

特别是，可以询问 Habbeger 结果的以下推广是否成立：
Conjecture. 令 E 是数域 K 上的椭圆曲线。则 K(Etor)和 E(K(Etor))具

有博戈莫洛夫性质。

请注意，如果 L/K 是有限扩张，那么可以将 E 视为定义在 L上的椭圆曲

线，从而从该猜想中得出关于 L(Etor)的陈述。因此，上述猜想等价于以下

更强的版本：

猜想 1.2. 设 E 是数域 K 上的椭圆曲线，且 L/K 是有限扩张。则 L(Etor)
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和 E(L(Etor))具有博戈莫洛夫性质。

如果 L是一个具有 Bogomolov性质的代数扩张，并且 F/L是一个有限扩

张，那么 F 不必具备 Bogomolov性质；参见 [1]。对于一个具有复乘法的椭
圆曲线，猜想 1.2是 Amoroso-Zannier和 Silverman关于极大阿贝尔扩张的
结果（命题 2.2）的一个简单推论。Habegger工作的重点是通过仔细运用伽
罗瓦理论和平均分布定理来处理非CM的情况。在后续的发展中，Frey[8]将
Habegger 的论证推广到建立关于椭圆曲线上 Conjecture1.2的域扩张部分，
对于Q。她的工作还提供了一个关于Weil高度的明确下界，以椭圆曲线的一
个合适的超奇异素数为条件。最近，Plessis[10]改进了 Frey 的工作，推导出
一个非常一般的准则，用于由数域上椭圆曲线的挠点生成的域的 Bogomolov
性质，在我们的工作中起着关键作用。

设 L/K 是数域的有限扩张。给定 K 的一个有限点 v，我们记 ew(L|K)，相

应地记 fw(L|K)，为分歧指数，相应地。剩余度，地点 w的 L与 w | v。此
外，设

dv(L) = max
w|v

[Lw : Kv].

我们用 h(·)表示一个代数数的魏尔高度。
定理 1.3. (普莱西) 令 E是在一个数域K 上定义的椭圆曲线。假设 L/K 是

一个有限伽罗瓦扩张。现在假设 v 是一个位于有理素数 p上的 K 的地方，

使得

(i) E 在 v和 jE 6≡ 0, 1728(mod v)处有超奇异约化，

(ii) p > max{3, 2dv(L)} 以及规范 Galois 表示的像

(1.1) Gal
(
L(E[p])/L

)
→ GL2(Z/pZ)

包含 SL2(Z/pZ)，

(iii) ev(K | Q) = 1 和 fv(K | Q) ≤ 2。

然后，对于所有的 α ∈ L(Etor)
×\µ∞，我们有

h(α) ≥ 1

4p2dv(L) + 1

( log p
dv(L)(40

√
2 + 2)[K : Q]p2p2dv(L)+2

)2+ 4

pp
2dv(L)/4−2 .
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此外，如果

(iv) v 在 L中是无分歧的，

(v) (ii) 中的表示是满射的，

那么 E
(
L(Etor)

)
具有 Bogomolov 性质。

直接应用这个定理的一个明显障碍是找到一个满足条件的超奇异素数。然

而，Elkies[7]证明了如果基域K 至少有一个实嵌入，则 E在K 的无穷多素

数处是超奇异的。Plessis 利用这一结果将定理 1.1推广到实二次域上的椭圆
曲线。本短文的目的是证明，如果我们研究定义在最小定义域上的椭圆曲线

问题，即Q(jE)，其中 jE 是E的 j-不变量，则定理 1.3中的第三个条件根本
不会造成任何困难。因此，可以结合 Serre 和 Plessis 的结果，得到猜想 1.2
的一个特殊情况。该结果的一个版本先前在作者的硕士学位论文 [11]中已宣
布并证明了附加假设。

定理 1.4. 设 E 是数域 K 上的一个椭圆曲线，使得 E 有无限多个超奇异素

数。那么猜想 1.2对 E 成立。

我们也提供了当定理成立时，关于 L(Etor) 的高度的一个显式下界（命题

2.4）。可以利用 Elikes 的无穷性结果直接从上述定理推导出一大类椭圆曲线
的猜想。

推论 1.5. 令E是数域K上的椭圆曲线。假设Q(jE)至少有一个实嵌入。则

椭圆曲线 E满足猜想 1.2。特别地，如果K 本身至少有一个实嵌入，则猜想

1.2对 E 成立。

关于在完全虚数域上的椭圆曲线的超奇异素数的存在性，没有普遍的结果。

例如，Elkies[6]考虑了椭圆曲线

E : iy2 = x3 + (i− 2)x2 + x over K = Q(i) with jE =
214

i− 4
,

并使用计算机验证了 E 没有位于小于 74000的奇素数上的超奇异素数。然

而，他提供了一个启发式的论证，推测 E在某个 C > 0下应该有 C log logx
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个超奇异素数，直到 x为 x → ∞。如果这个猜想是正确的，那么定理 1.4 将
意味着上述描述的曲线 E 上的猜想 1.2 。

2 论证的细节

令 E是数域K 上具有 j- 不变量 jE 的椭圆曲线。我们知道 E在 Q(jE)上有

一个模型，且任何具有此性质的域都包含 Q(jE) [13, p.45]。为了方便起见，
记KE := Q(jE)，并令 OKE

表示KE 的整环。我们的主要观点如下：

引理 2.1. 令 E 是在 KE 上定义的椭圆曲线。然后，存在一个有限子集 S，

它是 OKE
的素理想集合，包含了在扩张KE/Q中分歧的素数，使得每个位

于 S 之外的超奇异素数相对于 Q的剩余度为 1或 2。

Proof. 写出 jEOKE
= ab−1，其中 a和 b是非零互质整理想。令N = |OKE

/b|。
那么 b | NOKE

和 NjE ∈ OKE
。观察到由 NjE 生成的子环 Z[NjE ]是 KE

内的一个阶，即 Z[NjE ]是 OKE
的一个有限指数 Z-子模。定义 S 为由除理

性整数

NDKE
[OKE

: Z[NjE ]]

的素理想组成的 OKE
的场所集合，其中 DKE

是 KE/Q的判别式，[OKE
:

Z[NjE ]]是子格 Z[NjE ]在 OKE
中的指数。现在假设 p /∈ S 和 p是位于 p下

方的有理素数。根据构造，p与 [OKE
: Z[NjE ]]互质。因此可以将−⊗ZZ/pZ

应用于包含关系 Z[NjE ] → OKE
，以发现

OKE
/pOKE

= Z/pZ[NjE ].

这里 NjE 是 NjE 在 OKE
� OKE

/pOKE
下的像，而 Z/pZ[NjE ]是由 NjE

生成的 Z/pZ-子代数。由于 p在KE 中不分岐，我们有 pOKE
=

∏
P|pP，其

中乘积遍历 OKE
中的素数。因此，OKE

/pOKE
∼=

∏
P|pOKE

/P作为 Z/pZ-
代数。投影到对应于 p的因素上，我们看到

OKE
/p = Z/pZ[ÑjE ]

其中 ÑjE 指的是在约简OKE
� OKE

/p下的像，并且 Z/pZ[ÑjE ]是由 ÑjE

生成的 Z/pZ-子代数。再次选择 p确保 jE 在 p处是整数。令 OKE ,p为 OKE

5



在 p处的局部化，且 j̃E 为 jE 在OKE ,p � OKE
/p下的像。由于 p - N，显然

有Z/pZ[ÑjE ] = Z/pZ[j̃E ]。现在假设 p是椭圆曲线E的超奇异简约素数。然

后 E在 p处有良好约化，并且 j̃E 等于约化的椭圆曲线的 j不变量。因此 j̃E

位于 Z/pZ的二次扩张中（定理 3.1在 [13, V.3]中）。但OKE
/p = Z/pZ[j̃E ]。

因此扩展 OKE
/p在 Z/pZ上的次数必须是 ≤ 2。由此可知，任何超奇异素

数 p属于 E 且不在我们的集合 S 之外的都满足 fp(KE |Q) ≤ 2如所期望的

那样。

引理 2.1允许我们将 Plessis 的判据应用于具有无限多个超奇异素数的椭圆
曲线，前提是伽罗瓦表示 (1.1)在一个大的超奇异素数处具有大像。因此，由
于阿贝尔行为导致后者条件失败，方便将 CM 情况单独处理。
命题 2.2. 设 E 是在数域 K 上定义的具有复乘法的椭圆曲线，L/K 是一个

有限扩张。然后猜想 1.2成立E。此外，对于每个 α ∈ L(Etor)
×\µ∞，我们有

h(α) > 3−4d2−4d−6

其中 d = [L : Q]。

Proof. 假设 E由某个正整数D的Q(
√
−D)中的一个阶进行复乘。设KD =

K(
√
−D)和 LD = L(

√
−D)。然后，复乘理论断言 KD(Etor) ⊆ Kab

D。特别

是，L(Etor) ⊆ LD(Etor) ⊆ Lab
D。因此，应用 Amoroso-Zannier 的结果 [3]和

Silverman 的结果 [14]（在第 1节中陈述），表明 L(Etor)和 E
(
L(Etor)

)
具有

Bogomolov 性质。对于 Weil 高度的显式下界，我们需要对上述使用的结果
进行定量细化。令 F 是一个次数为 n的数域，并且令 α ∈ Q×\µ∞是一个代

数数，使得 F (α)/F 是阿贝尔的。Amoroso 和 Zannier 在后续论文 [4]中得
到了以下显式界：

(2.1) h(α) > 3−n2−2n−6.

我们取 F = LD。因此 n = [LD : Q] ≤ 2d 和陈述中的不等式是 (2.1) 的
结果。

在证明定理 1.4之前，我们提出一个简单的观察以澄清该定理的假设。
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引理 2.3. 令E是数域K上的椭圆曲线，并且L/K是有限扩张。那么，E/K

有无限多个超奇异素数当且仅当 E/L也有无限多个超奇异素数。

Proof. 对于有限域上的椭圆曲线，超奇异性 [13, p.145]的定义仅涉及其在
代数闭包上的性质。因此，如果 E/K 在K 的素数 p处具有超奇异约化，则

E/L在满足P | p的 L的每个素数P处也具有超奇异约化。请注意，在这种

情况下，E/L自动在每个P [13, p.197]处具有良好的约化。反之，若E/L在

L的素理想P处为超奇异，则当 E 在 p处有良约化时，E/K 在 p = P ∩K

处亦呈超奇异。由于任意椭圆曲线仅有有限多个坏约化素理想，该引理由此

两观测结果得出。

定理 1.4的证明。 令符号与定理陈述中的相同。我们在命题 2.2中已经处
理了 CM情形。假设 E 没有复乘。如前所述，写作 KE = Q(jE)，并设 E0

为域 KE 上的 E 的模型。为了具体起见，固定一个定义在有限扩张 K ′/K

上的同构 ϕ : E0
∼=−→ E。根据引理 2.3，该定理的假设确保了 E/K ′ 有无限

多个超奇异素数。因此，可以使用同构 ϕ和引理 2.3中的下降语句来得出结
论：E0/KE 也有无限多个超奇异约化素数。此外，由引理 2.1可知，除了
有限多个超奇异素数外，E0/KE 的所有超奇异素数的剩余度为 1或 2。定

义 L′ 为 K ′L在 KE 上的伽罗瓦闭包。我们希望将 Plessis 的判据应用于配
对 (E0/KE , L

′/KE)。由于 E0 没有复乘，Serre 的一个著名定理 [12]表明，
对于除了有限多个有理素数 p之外的所有情况，伽罗瓦表示 (1.1)是满射的。
此外，参数 dv(L

′)统一上界于扩张的程度 L′/KE。因此，存在一个大的超

奇异素数 v，使得定理 1.3中的 (i)-(v) 对于成对出现的 (E0/KE , L
′/KE)成

立。作为结果，L′(E0,tor)和 E0

(
L′(E0,tor)

)
具有 Bogomolov 性质。为了完

成定理的证明，只需验证 L′(Etor)和 E
(
L′(Etor)

)
具有 Bogomolov 性质。第

一部分是显而易见的，因为同构 ϕ诱导了一个等式 L′(E0,tor) = L′(Etor)。

最后，Néron-Tate高度的唯一性（定理 9.3在 [13, VIII.9]中）表明通过 ϕ

将E(Q)上的Néron-Tate高度拉回到E0(Q)等于E0(Q)上的Néron-Tate高
度。E

(
L′(Etor)

)
在 ϕ下的原像正是 E0

(
L′(Etor)

)
。因此，E

(
L′(Etor)

)
也具

有博戈莫洛夫性质。 �
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推论 1.5的证明。 令 E是数域K 上的一个椭圆曲线，使得KE = Q(jE)至

少有一个实嵌入。与之前一样，只需处理 E 没有复乘的情形。回忆定理 1.4
的证明中所用到的符号 E0，ϕ和 K ′。由于 KE 有一个实嵌入，根据 Elkies
定理 [7]我们知道E0/KE 有无限多个超奇异素数。现在，可以使用同构 ϕ和

引理 2.3来推导出 E/K ′，因此 E/K 有无限多个超奇异素数。因此，这一断

言是定理 1.4的结果。

也可以根据一些相关参数写出Weil高度的一个明确下界。
命题 2.4. 令符号如定理 1.4中所示，并假设 E 没有复乘。令 v为KE 的一

个位置，使得在定理 1.4的证明中描述的成对关系 (E0/KE , L
′/KE)满足定

理 1.3中的 (i)-(iii)。那么，对于每一个 α ∈ L(Etor)
×\µ∞，我们有

h(α) ≥ 1

4p2dv(L′) + 1

( log p
dv(L′)(40

√
2 + 2)[KE : Q]p2p2dv(L′)+2

)2+ 4

pp
2dv(L′)/4−2 .

证明定理 1.4中给出的论据表明，存在无穷多个地点 v满足命题的假设。

Proof. 由定理 1.3应用于配对 (E0/KE , L
′/KE)得出。

Néron-Tate高度的显式下界似乎更难获得，这是因为椭圆等分布结果的有
效性不足；参见 [10]中的备注 1.7。
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