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x ÞÑ x3在 Z/nZ中有多少次是一对一的？

OLIVIER GARET

Abstract. 我们表征了整数 n，使得 x ÞÑ x3 从集合 Z/nZ到其自身的双射，并
确定这些整数的频率。确切地说，用W 表示这些整数的集合，我们证明一个整数属

于W 当且仅当它是无平方因子并且没有模 3余 1的素因子，并且存在 C ą 0使得

|W X t1, . . . , nu| „ C
n

a

logn
.

这些事实（或等效的事实）在OEIS[11, A074243]网站上被陈述但没有证明。我们
给出了C的具体值，这似乎之前并不为人所知。类似的结论也对那些对素因子同余

类有要求的整数族进行了证明。证明基于 Delange的一个 Tauber型定理。

1. 介绍

众所周知，映射 x ÞÑ x3实现在实数线上的双射。自然会想知道在 Z/nZ中
的情况如何。通过对几个例子的研究很快表明，具有这种性质的整数 n相对较
多：借助计算机工具，我们可以列出在 1和 50之间的它们的列表：1, 2, 3, 5, 6,
10, 11, 15, 17, 22, 23, 29, 30, 33, 34, 41, 46, 47。
此序列在整数序列在线百科全书（OEIS）[11, A074243]网站上有引用，该

网站列出了许多显著的序列。关于这个序列的一些性质在那里被提及，但没有
提供证明。特别指出的是，存在一个常数 c使得序列的 n项等价于 cn

?
logn。

事实上，我们将证明以下等价的结果，其陈述似乎更有意义：
记W 为整数集 n，使得应用 x ÞÑ x3 实现从 Z/nZ到其自身的双射，存在

C ą 0使得

|W X t1, . . . , nu| „ C
n

?
logn

,

这相当于 OEIS宣布的结果，带有 C = 1
c
。我们给出了 C 的字面值，其接

近于 0.664。
这个集合的自然密度因此为零，但这些数比素数分布得更紧密。这并不令

人惊讶。根据中国定理，如果 p和 q是互质整数，并且 a对 p和 q来说都是立
方剩余，那么它也将是对 pq的立方剩余，反之亦然。因此，W 对于互质元素的
乘积保持稳定这一事实机械地产生了一些组合数学。
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这可能会让人想起另一组整数，也通过互质整数的乘积保持稳定：可以写
成两个平方和的整数集 S。已知

|S X t1, . . . , nu| „ b
n

?
logn

,

其中 b是 Landau-Ramanujan 常数，接近于 0.764 [11, A064533]。这一结果由
Landau [8]和 Ramanujan 独立发现，在解析数论的专著中经常被提及（例如，
参见 Tenenbaum [13]）。
此备注为我们提供了探索问题的方法：要描述 W 的元素，我们需要确定

在什么条件下，当 p是素数时，pα 属于 W。这是第 2节的主题，我们将证明
pα P W 当且仅当 α = 1和 p不同余于 1模 3。
确定小于 x且其素因子属于与 m互质的模 m同余类族的整数个数等价的

问题是一个古老问题，该问题在 20 世纪初由 Landau[9] 解决。大约半个世纪
多一点后，Wirsing重新审视了这个问题，旨在将小于 x且其素因子属于特定
素数族的整数个数与这个族的规律性联系起来 [14, 15]。此问题在 Tenenbaum
的专著 [13]中提及，他提出了一项练习（或更准确地说是一系列练习），依照
Wirsing 的精神，得出不超过 x且所有素因子都形如 4m+3的整数个数的显式
等价表达。
关于没有平方因子的整数是否存在自然密度以及如何计算的问题更为人所

熟知；这个问题可以在许多数学教科书中作为练习题找到（参见例如 Garet–
Kurtzmann [6]）。结果通常归功于 Gegenbauer [7]，但同一年 Cesàro [3]也证明
了这一点。1

我们的文献研究尚未引导我们找到同时满足这两个条件的情况。
是时候陈述我们的主要结果了。我们从一般定理开始：

定理 1. 令 Q是无平方因子整数的集合。对于正自然数 m和 A Ă t1, . . . ,mu，
令 Im(A)是那些没有一个素因数模m同余于 A中元素的正自然数的集合。
存在非零正常数 (ca)1ďaďm，使得以下结果成立：对于 A Ă t1, . . . ,mu，在

` = |ta P A; a^m = 1u| ă φ(m)的条件下，其中 φ表示欧拉函数，则有 n Ñ 8

我们有

|Im(A) X t1, . . . , nu| „

(
ź

aPA

ca

)
n

(logn)
`

φ(m)

(1)

1Gegenvauer 和 Cesàro 的文章发表于 1885年，然而值得注意的是，关于互质整数对的类似结果在同一
时期已经被多位作者证明了 [10, 2]。
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和

|Im(A) XQX t1, . . . , nu| „

(
ź

aPA

ca

)
ź

pRA+mZ
p prime

(
1 ´

1

p2

)
n

(logn)
`

φ(m)

.(2)

在退化情形中，其中 ` = φ(m)，我们将 B 记为不在 A中的 m的素因子集合。
Im(A)中的元素是其素因子在 B 中的整数。如果 B 是空集，Im(A)被简化为
t1u，否则我们有

|Im(A) X t1, . . . , nu| „
(logn)|B|

|B|!

ź

pPB

1

log p
.(3)

当然，如果 ` = φ(m)，Im(A) XQ是有限的，带有 |Im(A) XQ| = 2|B|。

我们可以很容易地推导出所需的结果：

定理 2. 令W 为整数集 n，使得 x ÞÑ x3 实现从 Z/nZ到其自身的双射。存在
一个常数 C ą 0，当趋向无穷时

|tW X t1, . . . , nu| „ C
n

(logn)1/2
.

如同 Landau [9]所示，我们将使用由 Dirichlet开创的解析数论技术，特别
是 L-函数的技术。然而，我们的证明将比 Landau的更短，利用了时间磨练了一
些经典论证和自那时以来陈述的新结果的优势。特别地，我们将依赖于 Delange
的一个定理，这将使我们能够获得一个相当简短的证明，基本上基于在算术级
数定理的证明中出现的经典工具，例如可以在 Serre [12]中找到的。这是第 3节
的主题。
最后一节致力于确定常数 C。它借鉴了 Tenenbaum 前述工作中的一种思

想，即通过与原字符相关的函数 L 的幂来分解自然关联于该问题的 Dirichlet
级数。

定理 3. 在定理 2的假设下，我们有

C =
4

π
3´3/4

(
2

ś

p”2 (mod 3)
p prime

)1/2

« 0.664.

可以看出，对于大部分内容而言，定理 3 的证明包含了定理 C 的存在性
证明，几乎没有借用定理 1 和 2 的证明材料。然而，我们想要展示定理 1 的证
明，这似乎对我们来说具有其自身的兴趣。
例如，定理 1允许我们精确化布朗的近期结果 [1]。在这篇文章中，布朗证

明了如果 r和m是互质整数，并且有 1 ď r ď m，则 QX Im(tru)的自然密度
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为零，这是我们的更精确结果的直接推论：

|Im(tru) XQX t1, . . . , nu| „ cr
ź

p‰r
p prime

(
1 ´

1

p2

)
n

(logn)
1

φ(m)

.

2. 确定 W

我们已经注意到，根据中国剩余定理， N =
śk

i=1 p
ni

i 在W 中当且仅当对
于所有的 i，pni

i 在W 中。

2.1. W 的元素是无平方因子的. 我们首先证明对于 p素数，如果每个整数都是
模 pn的立方，则必然有 n = 1。确实，如果 n ě 2和每个整数都是模 pn的立方
数，则每个整数也是模 p2的立方数，特别是 p是模 p2的立方数。然而，对于 p

素数，p模 p2 从不是一个幂。确实，如果 p与 aα 模 p2 同余且有 α ě 2，我们
将会有一个整数 k，使得

p = aα + kp2.

因此，aα 会与 0 模 p 同余，因此 a 也是如此；对于某个整数 b 我们可以
写出：

p = (pb)α + kp2.

这将意味着 p2整除 p，这是荒谬的。

2.2. 素数因子的研究. 所有整数都是模 2的立方，因为 0和 1是立方。类似地，
所有整数都是模 3的立方，因为 0, 1,´1是立方。我们现在假设 p是一个素数，
并且有 p ě 5。
在 Z/pZ中，方程 x3 = 0的唯一解是 x = 0，所以当且仅当 x ÞÑ x3 是从

(Z/pZ)ˆ到Z/pZˆ满射时，x ÞÑ x3是从Z/pZ到Z/pZ的满射。然而，φ : x ÞÑ x3

作为从 (Z/pZ)ˆ 到其自身的群同态，它是满射当且仅当它是单射。然而，

kerφ = tx P (Z/pZ)ˆ;x3 = 1u = tx P (Z/pZ)ˆ; (x´ 1)(x2 + x+ 1) = 0u.

由于 1不是多项式 x2 + x+ 1的根，φ是单射当且仅当方程 x2 + x+ 1 = 0

在 Z/pZ中没有根。



x ÞÑ x3 在 Z/nZ中有多少次是一对一的？ 5

由于方程 x2 + x = 1 = 0的判别式是 ∆ = 1 ´ 4 = ´3，当且仅当 ´3不是
模 p的平方时，该态射是单射的，换句话说，使用勒让德符号：

p P W ðñ

(
´3

p

)
= ´1 ðñ

(
3

p

)(
´1

p

)
= ´1

ðñ

(
3

p

)(p
3

)(´1

p

)
= ´

(p
3

)
ðñ (´1)

p´1
2

3´1
2

(
´1

p

)
= ´

(p
3

)
with the quadratic reciprocity law

ðñ 1 = ´

(p
3

)
ðñ p ” 2 (mod 3) because the squares modulo 3 are 0 and 1

最后，W 由那些没有一个素数除数对 3同余于 1的无平方因子数组成。

3. 频率的研究

回忆一下，一个函数 f : N Ñ C被称为乘性函数如果对于任意互质整数 p

和 q，等式 f(pq) = f(p)f(q)成立。如果恒等式在没有任何限制条件下对 p和 q

成立，我们说 p是严格乘性的。
作为中国定理的推论，集合W 的指示函数是一个乘法函数。同样适用于其

素因子不同余于 1模 V 的整数集的指标。3

这导致了与这些集合相关的狄利克雷级数的引入：

L(s) =
+8
ÿ

n=1

1V (n)
ns

and L̃(s) =
+8
ÿ

n=1

1W (n)

ns
.

为了研究集合 V 和W 的分布，我们将使用 Delange 提出的一个定理，该
定理特别适合解决这类问题。Delange 系统化了一种用于研究整数集 [5]分布的
方法，他将这种方法应用于许多具有算术性质的数字集合。他的定理实际上是
对他从 Ikehara 的陶伯型定理 [4]得到的一个推广的重新表述。

定理 a. 令A为一整数集合，ρ为一个非负整数或零的实数。假设对于 Re s ą 1

ÿ

nPA

1

ns
= (s´ 1)´ρa(s) + b(s),

a和 b在 Re s ě 1上是全纯的 a(1) ‰ 0

然后，对于 x趋向于 +8我们有

|AX [0, x]| „
a(1)

Γ(ρ)
x(logx)ρ´1.
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这里 (s´1)´ρ被理解为 exp(´ρLog(s´1))，其中 Log是对数的主要确定，
定义在 Cz] ´ 8, 0]上。
我们首先介绍一些来自数论分析的经典对象。

3.1. 符号表示法. 我们用P表示素数集合。对于自然整数a和m，我们用Pa(m) =

P X (a+mZ)(表示模m同余于 a的素数)。
对于非零自然数m，我们记 Dir(m)为模m的字符集：这些是从 (Z/mZ)ˆ

到 C的乘法同态。对于 χ P Dir(m)和 n这样的自然整数，我们也用 χ(n)表示
n在 Z/mZ中的像，那些与m不互质的整数被映射到 0。这样定义的函数是可
乘的。
对于实数 a，我们用 Ha表示实部严格大于 a的复数集合。
我们将对数的主值表示为 Log。我们回忆一下，(H0,ˆ) 是一个群，并且

@a, b P H0,Log(ab) = Log(a) + Log(b)。对于 α P R 和 z P H0，zα 表示
exp(αLog(z))，而对于α, β P R和 z P H0，我们有 exp Log z = z和 (zα)β = zαβ。
在以下内容中，我们将表示 E = Im(A)，F = E XQ，然后

@s P H1 L(s) =
+8
ÿ

n=1

1E(n)
ns

and L̃(s) =
+8
ÿ

n=1

1F (n)
ns

.

3.2. 计算 L 和 L̃. 为了计算 L和 L̃，我们引入了一种概率形式主义，我们认为
这种形式主义对某些性质给出了相当令人愉快的解释，这些性质也可以从与乘
法函数相关的 L函数的因子分解公式中推导出来。
对于 s ą 1，我们考虑一个在 N˚ 上的概率测度，称为参数为 s的 Zeta分

布，我们用 µs表示，并由 µs(k) = ζ(s)´1k´s定义。
因此我们有 µs(E) = L(s)

ζ(s)
。

如果随机变量X遵循µs定律，很容易看出对于任何非零自然整数n，P(n|X) =

n´s。如果 νp表示 p进赋值，我们有

P(νp1(X) ě a1, . . . , νpr(X) ě ar) = P(
r

ź

i=1

paii |X)

= (
ź

i

paii )´s =
ź

i

P(νpi(X) ě ai),

因此，变量 νp(X)是具有移位几何分布的独立变量，与 1+ νp(X) „ G(1´ p´s)

相关，换句话说，对于 k P N，我们有

P(νp(X) = k) = (1 ´ p´s)p´sk.
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然后我们观察到 tX P Eu = X
p prime
pPA+mZ

tνp(X) = 0u和

tX P F u = X
p prime
pPA+mZ

tνp(X) = 0u X X
p prime
pRA+mZ

tνp(X) ď 1u.

。由于 νp(X)是独立变量，我们得到

µs(F ) =
ź

p prime
pPA+mZ

(1 ´ p´s)
ź

p prime
pRA+mZ

(1 ´ p´2s) and µs(E) =
ź

p prime
pPA+mZ

(1 ´ p´s).

类似地，相关的狄利克雷级数由恒等式联系在一起

L̃(s) = L(s)
ź

pPP zIm(A)

(1 ´ p´2s).

在后续部分，我们仍将记 µs(E) 表示商 L(s)
ζ(s)
对于 s P H1。根据解析延拓

原理，在 s P]1,+8[ 上已经证明的恒等式在整个集合 H1 上仍然成立。

3.3. 证明. 我们的策略是应用 Delange定理 a与 b(s) = 0。
由于 s ÞÑ

ś

pPP zIm(A)(1 ´ p´2s)定义了一个在 H1/2 上不消失的全纯函数，
因此使用 L或 L̃（即使用 E 或 F）是等价的。
我们可以进一步分解

µs(E) =
ź

pPPX(A+mZ)
p|m

(1 ´ p´s)
ź

aPA
a^m=1

ź

pPPa(m)

(1 ´ p´s)

第一个产品
ź

pPPX(A+mZ)
p|m

(1 ´ p´s)具有有限数量的项，并定义了在 H0 上的

全纯函数。最显著的部分由形式为
ź

pPPa(m)

(1 ´ p´s)的乘积给出。

这些产品的研究重现了狄利克雷算术级数定理的证明过程。
我们从一些复分析的经典引理开始。

引理 1. 存在一个在 H0上的全纯函数 h0，使得 h0(1) = 0成立。

@s P H1 ´ Log ζ(s) = Log(s´ 1) + h0(s).

Proof. 众所周知，存在一个在 H0 上的全纯函数 φ，在 H1 上恒等式为 ζ(s) =
1
s´1

+ φ(s)。函数 ψ : s ÞÑ 1 + (s ´ 1)φ(s)当然也是全纯的，并且在 1处等于
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1。在半平面 H1 上，函数 ζ 取值于 H0。由此我们推断出恒等式 ´ Log ζ(s) =

Log(s ´ 1) + Logψ(s)。恒等式 ζ(s) = ψ(s)
s´1
扩展到 H0zt1u；正弦函数 ζ 在 H0

上不消失，ψ 也是如此，这使得在 H0 上定义一个 ψ 的对数成为可能，该对数
扩展了 Logψ；这就是 h0所需的函数。 �

备注 1. 作为这个引理的结果，我们看到在 Delange定理 a的假设中，我们可
以用 ζ(s)ρ替换 (s´ 1)´ρ，因为有一个恒等式

ζ(s)ρ = exp(´ρLog(s´ 1) ´ ρh0(s)) = (s´ 1)´ρ exp(´ρh0(s)).

引理 2. 设 (an)是一族模小于或等于 1的复数。我们设定F (s) =
ś

pPP (1´
ap
ps
)。

对于 s P H1，乘积 F (s)绝对收敛。存在一个在H1/2上的全纯函数 h，使得

@s P H1 ´ LogF (z) =
ÿ

pPP

ap
ps

+ h(s).

Proof. 证明是标准的；它以简写形式给出：对于Re s ą 1，我们写作´ Log(1´
ap
ps
) = ap

ps
+ r(ap

ps
)，其中 r(z) =

ř

ně2
zn

n
。对于 Re s ě s0 ą 1/2，我们有

|r(ap
ps
)| ď r(p´s0)；一般项级数 r(p´s0)收敛，这确保了 h(s) =

ř

p r(
ap
ps
)在H1/2

上的全纯性。 �

推论 1. 定义在 H1 上由 s ÞÑ
ř

pPP
1
ps
给出的函数扩展为 H1 的一个邻域上的

全纯函数，其中去掉了 1。存在一个在H1的邻域上的全纯函数 h，对于 s P H1

成立。
ÿ

pPP

1

ps
= Log 1

s´ 1
+ h(s).

Proof. 根据引理 2以及将 ζ 以欧拉乘积形式的表示，存在一个在 H1/2 上的全
纯函数 h，使得对于所有 s P H1

Log ζ(s) =
ÿ

pPP

1

ps
+ h(s).

成立。因此，为了扩展
ř

pPP
1
ps
，只需要注意到在 H0zt1u 上全纯的 ζ 函数不

在 H1（其中乘积绝对收敛）以及除去 1的直线 Re s = 1上不为零（参见例如
Colmez, 定理 A.4.3第 317页）。这允许取对数扩展到线 Re s = 1减去 1。我们
以引理 1结论。 �

狄利克雷特征发挥作用。

推论 2. 令 χ P Dir(m)。我们注意到 L(χ, s) =
ř

ně1
χ(n)
ns 。然后，
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(1) 存在一个在 H1/2上的全纯函数 h，使得

@s P H1 LogL(χ, s) =
ÿ

pPP

χ(p)

ps
+ h(s).

(2) 对于 χ ‰ χ0，函数 s ÞÑ
ř

pPP
χ(p)
ps
扩展为 H1邻域上的全纯函数。

(3) 对于 χ = χ0，函数 s ÞÑ
ř

pPP
χ0(p)
ps
扩展为在去掉 1的 H1 邻域上的全

纯函数。存在一个在 H1的邻域上的全纯函数 h，对于 s P H1：
ÿ

pPP

χ0(p)

ps
= Log 1

s´ 1
+ h(s).

Proof. 根据引理 2，第一个点是立即将其写成欧拉乘积形式L(χ, s) =
ś

pPP (1´

χ(p)
ps

)´1的直接结果。同之前一样，为了扩展
ř

pPP
χ(p)
ps
，只需注意到函数L(χ, s)

在H0上是全纯的，并且在H1（其中乘积绝对收敛）以及直线 Re s = 1上不消
失（例如参见 Colmez, 练习 A.4.4第 318页），这使得我们可以取对数以扩展到
除去 1的直线Re s = 1上。我们以引理 1结束。最后一点源自于级数

ř

pPP
χ0(p)
ps

和
ř

pPP
1
ps
只相差有限数量的项，这些项在 H0上是全纯的。 �

引理 3. 令 a,m是互质的非零自然数。则存在一个在 H1zt1u每一点上全纯的
函数 ha，使得对于每一个 s P H1

´ Log
ź

pPPa(m)

(1 ´ p´s) =
1

φ(m)
Log 1

s´ 1
+ ha(s).

Proof. 给定引理 2，我们只需要研究
ÿ

pPPa(m)

1

ps
=

ÿ

pPP

1a+mZ(p)
1

ps
.

现在，应用在交换群 (Z/mZ)ˆ中的特征理论告诉我们，对于 a和 x在 (Z/mZ)ˆ

中，有
1

φ(m)

ÿ

χPDir(m)

χ(x) = δ0(x) then 1

φ(m)

ÿ

χPDir(m)

χ(a´1x) = δ0(a
´1x) = δa(x)

通过转换为整数，我们得到

1a+mZ(p) =
1

φ(m)

ÿ

χPDir(m)

χ(a)χ(p)

和
ÿ

pPPa(m)

1

ps
=

1

φ(m)

ÿ

χPDir(m)

χ(a)
ÿ

pPP

χ(p)

ps
.

然后，该引理立即从推论 2跟进。 �
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我们现在可以证明定理 1。

Proof. 令 s P H1成立。M(s) = ζ(s)
ś

aPA
a^m=1

ś

pPP
p”a

(1 ´ p´s)导致

@s P H1 LogM(s) = Log ζ(s) +
ÿ

aPA
a^m=1

Log
ź

pPPa(m)

(1 ´ p´s).

通过将引理 1和引理 3结合起来，我们得到 s P H1

LogM(s) = (´1 +
`

φ(m)
)Log(s´ 1) ´

h0(s) + ÿ

aPA
a^m=1

ha(s)

 , then

M(s) = (s´ 1)´1+`/φ(m)e´h(s) where h(s) = h0(s) +
ÿ

aPA
a^m=1

ha(s), and

L(s) = ζ(s)µs(E) =
ź

pPPX(A+mZ)
p|m

(1´p´s)M(s) = (s´1)´1+`/φ(m)e´h(s)
ź

pPPX(A+mZ)
p|m

(1´p´s).

对于 a在 1和m之间，我们最终设定

ca =

$

’

’

’

&

’

’

’

%

e´ha(1) if a^m = 1

1 ´ a´1 if a^m ‰ 1 and a P P

1 if a^m ‰ 1 and a R P

请注意，(ca)不依赖于集合A。可以看出如果 p P P，则条件 p|m和 p^m ‰ 1

是等价的。然后可以验证

e´h(1)
ź

pPPX(A+mZ)
p|m

(1 ´ p´1) =
ź

aPA

ca.

当 ` ă φ(m)时，我们得出 Delange定理。
假设 ` = φ(m)，令 a P t1, . . . ,muzA。由于 ` = φ(m)，我们有 a^m ‰ 1。

现在令 p是一个模m同余于 a的素数。p 与 a模 ulom^ a同余，并且 a与 0模
ulom^a同余，因此 p与 0模 ulom^a同余，从而得到 p = m^a。但我们知道
p与 a模m同余，所以m^a与 a模m同余，这给出了我们 a = m^a = p。最
后，p是一个素数，它是m的除数，并且是授权同余类的一个代表。因此，如果
我们用 (p1, . . . , pk)表示这样的素数组成的集合，则 Im(A)由可以写成

śk

i=1 p
xi

i

形式的整数组成，其中 xi 是一个自然数。Im(A) X t1, . . . , nu 因此具有与由方
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程确定的单形中整数坐标点集相同的势
$

&

%

@i P t1, . . . , ku xi ě 0
řk

i=1 xi log(pi) ď logn

换句话说，|Im(A) X t1, . . . , nu| = |(logn)V X Zd|，带有

V =

#

x P [0,+8[k;
k

ÿ

i=1

xi log(pi) ď 1

+

,

这导致 |Im(A) X t1, . . . , nu| „ (logn)kλ(V ) = (logn)k 1
k!

śk

i=1
1

log pi。 �

我们可以继续证明定理 2。

Proof. 由于 W = Q X I3(t1u)，根据定理 1的第二点得出。我们有 A = t1u，
m = 3，` = 1 ă 2 = φ(m)。 �

4. 常数的计算 C

我们引入模 3的本原迪利克雷特征，记作 χ1：它定义为

χ1(n) =

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1 if n ” 1 (mod 3),

´1 if n ” 2 (mod 3),

0 if n ” 0 (mod 3).

这个字符使我们能够根据其模 3同余性来分离素数。
我们知道，如果一个函数 φ是严格乘性的且模数有界于 1，则我们有

ÿ

ně1

φ(n)

ns
=

ź

pPP

(
1 ´

φ(p)

ps

)´1

.

特别是，通过根据模 3的同余分离，我们得到

ÿ

ně1

φ(n)

ns
=

(
1 ´

φ(3)

3s

)´1
ź

pPP1(3)

(
1 ´

φ(p)

ps

)´1
ź

pPP2(3)

(
1 ´

φ(p)

ps

)´1

.

将这应用于字符 χ1，我们对于函数 Lχ1
(s) =

ř

ně1
χ1(s)
ns 得到

Lχ1
(s) =

ź

pPP1(3)

(
1 ´

1

ps

)´1

¨
ź

pPP2(3)

(
1 +

1

ps

)´1

,

然后，乘以 ζ(s)的展开式，我们依次得到
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ζ(s)Lχ1
(s) =

(
1 ´

1

3s

)´1
ź

pPP1(3)

(
1 ´

1

ps

)´2
ź

pPP2(3)

(
1 ´

1

p2s

)´1

µs (E)
2
= ζ (s)

´1
Lχ1

(s)
´1

(
1 ´

1

3s

)´1
ź

pPP2(3)

(
1 ´

1

p2s

)´1

,

µs(E) = ζ (s)
´1/2

Lχ1
(s)

´1/2

(
1 ´

1

3s

)´1/2
ź

pPP2(3)

(
1 ´

1

p2s

)´1/2

,

并且最后

L(s) = ζ(s)1/2Lχ1
(s)´1/2

(
1 ´

1

3s

)´1/2
ź

pPP2(3)

(
1 ´

1

p2s

)´1/2

.

并且

L̃(s) =
ź

pPP zI3(t1u)

(1 ´ p´2s)L(s)

= ζ(s)1/2Lχ1
(s)´1/2

(
1 ´

1

3s

)´1/2 (
1 ´ 9´s

) ź

pPP2(3)

(
1 ´

1

p2s

)1/2

.

应用 Delange定理和备注 1，我们得到

c =
1

?
π
Lχ1

(1)´1/2(2/3)´1/2 8

9

?
p2, with p2 =

ź

pPP2(3)

(
1 ´

1

p2

)
.

Lχ1
(1)的值很容易计算：我们有

Lχ1
(1) =

ÿ

ně0

(
1

3n+ 1
´

1

3n+ 2

)
=

ÿ

ně0

ż 1

0

(x3n ´ x3n+1) dx =

ż 1

0

dx

x2 + x+ 1

=

[
2

?
3

arctan
(
1 + 2x

?
3

)]1
0

=
2

?
3

(π
3

´
π

6

)
=

π

3
?
3

最后得到 C = 4
π
3´3/4

?
2p2 « 0.664。
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