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含幂零元的一些环上的上同调消没定理

TONY J. PUTHENPURAKAL

摘要. 在这篇论文中，我们研究了一些具有幂零元素的特定分级环的局部上同调模
的一些意外消失定理。

(1) 设 (A,m) 是一个维度为 d 的完备诺特局部环，并设 P 是一个素理想使得

GP (A) =
⊕

n≥0 P
n/Pn+1成为一个整域。固定r ≥ 1。如果J是具有dimGPr (A)/J >

0的 GPr (A)的齐次理想，则局部上同调模为Hd
J (GPr (A)) = 0。

(2)设A = K[[X1, . . . , Xd]]并设m = (X1, . . . , Xd)。假设K是可分闭的。固定

r ≥ 1。设J是Gmr (A)的一个齐次理想。我们证明局部上同调模Hj
J (Gmr (A)) = 0

对于 j ≥ d− 1当且仅当 dimGmr (A)/J ≥ 2和 ProjGmr (A)/J 是连通的。

1. 介绍

局部上同调是代数几何和交换代数中的一个基本工具。因此，消失结果非
常有用。设 (A,m)是诺特局部环或标准分级诺特环，并且m是其最大的齐次理
想与 dimA = d。令 I ⊆ m是一个理想（如果 A是分级的，则它是齐次的）。第
一个消没结果是 H i

I(A) = 0对所有 i > d成立；参见 [1, 6.1.2]。也许下一个结
果是著名的Hartshorne-Lichtenbaum定理，该定理表明如果A是一个完备局部
域（在分级情况下 A0 是一个完备域且 A是一个分级域），那么 Hd

I (A) = 0当
且仅当 dimA/I > 0；参见 [3, 14.1]（对于分级情况请参见 [1, 14.1.16]）。有一
个版本的结果适用于所有诺特局部环，但它的表述较为复杂；参见 [3, 14.6]。下
一个情况是当A是包含一个可分闭残差域的完备正则局部环，则对于 j ≥ d− 1

有 Hj
I (A) = 0当且仅当 dimA/I ≥ 2并且 Spec(A) \ {m}连通，参见 [3, 14.7]。

类似的结果在分级情况下也成立，当 A = k[X1, . . . , Xd]，参见 [2, 7.5]。
通常局部上同调在基础环是良态时表现良好。在这篇论文中，我们证明了

含有幂零元的某些环上的消没定理。我们强调这些结果完全出乎意料。
我们首先证明

定理 1.1. 令 (A,m) 为维数为 d 的完备诺特局部环，并令 P 为一个素理想使
得 GP (A) =

⊕
n≥0 P

n/Pn+1 是一个整域。固定 r ≥ 1。如果 J 是一个具有
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dimGP r(A)/J > 0的 GP r(A)的齐次理想，则局部上同调模为 Hd
J(GP r(A)) =

0。

接下来我们展示

定理 1.2. 令 (A,m)是一个正则局部环，并且 k = A/m可分闭合。固定 r ≥ 1。
令 J 是Gmr(A)的一个齐次理想。如果 dimGmr(A)/J ≥ 2和 ProjGmr(A)/J 是
连通的，则局部上同调模 Hj

J(Gmr(A)) = 0对于 j ≥ d− 1。

备注 1.3. 请注意，在定理 1.2中，我们不假设 A是等特征的。另外请注意，对
于 r ≥ 2，环 Gmr(A)可能不包含域。

研究定理 1.2的逆命题或许是值得的。我们证明：

定理 1.4. 令 (A,m)为一个等特征的正则局部环，且 k = A/m可分闭。固定
r ≥ 1。令 J 为 Gmr(A)的一个齐次理想。如果局部上同调模 Hj

J(Gmr(A)) = 0

对于 j ≥ d− 1，那么 dimGmr(A)/J ≥ 2和 ProjGmr(A)/J 是连通的。

我们现在简要描述这篇论文的内容。在第二部分中，我们讨论了一个所需
的构造。在第三部分中，我们讨论一个无限生成的R = A[It]-模W I(A)，在我
们的证明中起着关键作用。在第四部分中，我们证明了定理 1.1。在第五部分中，
我们证明了定理 1.2。{在下一节中，我们将讨论一些需要的初步结果以证明定
理 1.4。} 在第七节中我们讨论了 F -模或 D-模在Wm(A)上的结构。在第八节
中我们给出了定理 1.4的证明。

2. 一个构造

在本节中，A是一个诺特局部环，I 是 A的一个理想。设R(I) = A[It]是
I 的里斯代数。令 GI(A) =

⊕
n≥0 I

n/In+1 为关联的分次环 I。固定 r ≥ 1。在
本节中，我们讨论一种构造方法，将 GIr(A)中的齐次理想与 GI(A)中的一个
特定理想联系起来。策略是使用里斯代数。我们注意到在 GI(A)中的理想对应
于包含 It0 的 R(I)的理想。在整个 <r> 中，表示的是 rth-Veronese 函子。我
们注意到关联的梯度环对于 Veronese 函子的行为不佳。然而，Rees 代数则不
然。我们有R(I)<r> = R(Ir)。

构造 2.1. 令Q是GIr(A)中的一个齐次理想。令R(Ir) = A[Iru]。令 η : R(Ir) →
GIr(A)是自然映射。令K = η−1(Q)。设K = (qu0, k1u

a1 , k2u
a2 , · · · , ksuas)。这

里 ki ∈ Iair（与 ai ≥ 1一起）和 q是包含 Ir的A的理想。设 a = lcm{ai}1≤i≤s。
考虑以下理想 R(Ir)

K̃ = (qu0, c1u
a, c2u

a, · · · , csua) where ci = k
a/ai

i for i = 1, . . . , s.
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考虑以下理想R(I) = A[It]；

K] = (q+ I, c1t
ar, c2t

ar, · · · , astasr).

我们的构造具有以下性质：

命题 2.2. （在 2.1的假设下）。我们有

(1)
√
K̃ =

√
K

(2) (K])<r> = (q+ I, c1u
a, c2u

a, · · · , csua).
(3)

√
(K])<r> =

√
K̃ =

√
K.

(4) dimA[It]/K] = dimA[Iru]/K.
(5) ProjA[It]/K] 是连通的当且仅当 ProjA[Iru]/K 是连通的。
(6) K]包含 It0。设 ξ : A[It] → GI(A)是自然映射。那么A[It]/K] = GI(A)/ξ(K])。

证明. 这是清楚的。
(2) 设定 J = (q + I, c1u

a, c2u
a, · · · , csua)。显然 J ⊆ (K])<r>。令 ξ ∈

(K])<r>
n = K]

nr。我们有

ξ =
m∑
i=1

αiwit
0 +

l∑
j=1

βjcjt
ar,

其中 w ∈ q + I 和 βj ∈ Inr−ar。注意 βj ∈ Ir(n−a)。由此得出

ξ =
m∑
i=1

αiwiu
0 +

l∑
j=1

βjcju
a ∈ J.

结果如下。
(3) 我们注意到

√
q+ I =

√
q作为 q ⊇ Ir。由此得出

√
(K])<r> =

√
K̃。

第二个等式由 (1)得出。
(4), (5)。令 S = A[It]/K]。它们 S<r> = A[Iru]/(K])<r>。我们注意到

S<r> ⊆ S 是一个有限整扩张。由此得出

dimA[It]/K] = dimA[Iru]/(K])<r> = dimA[Iru]/K.

这里第二个等式由 (3)得出。
我们也有 ProjS ∼= ProjS<r>。我们还有通过 (3)得到作为拓扑空间（但不

是概形）
ProjA[Iru]/(K])<r> = ProjA[Iru]/K.

结果随之而来。
这是明显的。 �
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3. 刘斯代数上的模

在本节中，我们回顾了里斯代数上一个非有限生成模的构造，这在关联分
级环的研究中已被证明是有用的。

3.1. 设 (A,m)是诺特局部环，并设 I 是 A的理想。设R(I) = A[It]是 I 的里斯
代数。注意R是A[t]的子环。设W I(A) =

⊕
n≥1 A/In = A[t]/R(I)。那么W I(A)

是一个R(I)-模。注意它是作为R(I)-模有限生成的不。令 S(I) = A[It, t−1]为 I

的扩展里斯代数。注意它是A[t, t−1]的子环，且W I(A) = A[t, t−1]/S(I)也是一
个 S(I)-模。进一步地，R(I)-模结构通过沿包含的标量限制作用于W I(A)上。
R(I) → S(I)

备注 3.2. 在 [7]中我们定义了 LI(A) =
⊕

n≥0 A/In+1 = W I(A)(1)。然而在这
篇论文中我们处理的是W I(A)。关于这一点的原因，请参见 7.4。

3.3. 我们有精确序列

0 → In/In+1 → A/In+1 → A/In → 0

对于所有 n ≥ 0。因此，我们有一个 S(I)-模的精确序列（从而也是 R(I)-模的
精确序列）。

(†) 0 → GI(A) → W I(A)(1)
t−1

−−→ W I(A) → 0.

3.4. W I(A) 在 Veronese函子下表现良好。我们有一个R(Ir) = R(I)<r>-模的
等式

(W I(A))<r> =
⊕
n≥1

A/Inr = W Ir

(A).

4. 定理的证明 1.1

在本节中，我们将给出

定理的证明 1.1. 令 J 为 GP r(A) 的一个理想，具有 dimGP r(A)/J > 0。令
η : A[P ru] → GP r(A)为自然映射。令K = η−1(J)。我们在 2.1中进行构造。由
2.2 dimA[Pt]/K] > 0可知。设 ξ : A[Pt] → GP (A)是自然映射。定义 I = ξ(K])。
那么根据 2.2；A[Pt]/K] = GP (A)/I 成立。所以我们有Hd

I (GP (A)) = 0。精确
序列 (†)引入上同调中的精确序列

· · · → H i
I(GP (A)) → H i

K](WP (A))(1)
t−1

−−→ H i
K](WP (A)) → H i+1

I (GP (A)) → · · · .

作为 Hd
I (GP (A)) = 0我们得到映射

(1) Hd−1
K] (WP (A))n+1

t−1

−−→ Hd−1
K] (WP (A))n 是满射对于所有 n ∈ Z; 并且
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(2) Hd
K](WP (A))n+1

t−1

−−→ Hd
K](WP (A))n 是单射的对于所有 n ∈ Z。

由于局部上同调与 Veronese 函子很好地配合，我们有对于所有 i ≥ 0

H i
K](WP

A )<r> = H i
(K])<r>(WP r

A ).

所以我们有
H i

(K])<r>(WP r

A )n = H i
K](WP

A )nr.

还请注意，

H i
(K])<r>(WP r

A )(1)n = H i
(K])<r>(WP r

A )n+1 = H i
K](WP

A )(n+1)r.

我们有一个满射

Hd−1
K] (WP (A))nr+r

t−r

−−→ Hd−1
K] (WP (A))nr, for all n ∈ Z.

注意乘以 t−r 与乘以 u−1相同。因此我们有满射映射

Hd−1
(K])<r>(W

P r

(A))n+1
u−1

−−→ Hd−1
(K])<r>(W

P r

(A))n, for all n ∈ Z.

类似地，我们有单射映射

Hd
(K])<r>(WP r

(A))n+1
u−1

−−→ Hd
(K])<r>(WP r

(A))n, for all n ∈ Z.

我们有一个关于 A[P ru]-模的短正合序列

0 → GP r(A) → WP r

(A)(1)
u−1

−−→ WP r

(A) → 0.

取相对于 (K])<r>的局部上同调，并根据上述讨论，我们得到

Hd
(K])<r>(GP r(A)) = 0.

由 2.2，我们得出

H i
J(GP r(A)) ∼= H i

(K])<r>(GP r(A)) for all i ≥ 0.

结果随之而来。 �

5. 定理的证明 1.2

在本节中，我们将给出

定理的证明 1.2. 由 1.1得到Hd
J(Gmr(A)) = 0。令 η : A[mru] → Gmr(A)为自然

映射。令 K = η−1(J)。我们在 2.1中进行构造。由 2.2 dimA[mt]/K] ≥ 2 和
ProjA[mt]/K]是连接的。令 ξ : A[mt] → Gm(A)为自然映射。设 I = ξ(K])。那
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么根据 2.2；A[mt]/K] = Gm(A)/I。所以我们有Hj
I (Gm(A)) = 0对于 j ≥ d−1。

精确序列 (†)引入上同调中的精确序列

· · · → H i
I(Gm(A)) → H i

K](Wm(A))(1)
t−1

−−→ H i
K](Wm(A)) → H i+1

I (Gm(A)) → · · · .

作为 Hd−1
I (GP (A)) = 0，我们得到映射

(1) Hd−2
K] (Wm(A))n+1

t−1

−−→ Hd−2
K] (Wm(A))n 是满射对于所有的 n ∈ Z; 并且

(2) Hd−1
K] (Wm(A))n+1

t−1

−−→ Hd−1
K] (Wm(A))n 是单射对于所有 n ∈ Z。

通过与定理 1.1的证明类似的论证，我们有满射映射

Hd−2
(K])<r>(W

mr

(A))n+1
u−1

−−→ Hd−2
(K])<r>(W

mr

(A))n, for all n ∈ Z.

类似地，我们有单射映射

Hd−1
(K])<r>(W

mr

(A))n+1
u−1

−−→ Hd−1
(K])<r>(W

mr

(A))n, for all n ∈ Z.

我们有一个短精确序列的 A[mru]-模

0 → Gmr(A) → Wmr

(A)(1)
u−1

−−→ Wmr

(A) → 0.

取局部上同调相对于 (K])<r>和上述讨论，我们得到

Hd−1
(K])<r>(Gmr(A)) = 0.

由 2.2可得

H i
J(Gmr(A)) ∼= H i

(K])<r>(Gmr(A)) for all i ≥ 0.

结果随之而来。 �

6. 一些证明定理的预备知识 1.4

为了证明定理 1.4，我们需要一些预备知识。

6.1. 假设 charK = 0。考虑 Weyl 代数

Am(K) = K < X1, . . . , Xm, ∂1, . . . , ∂m > .

我们将 Am(K)的分级定义为 degXi = 1和 deg ∂i = −1。设 E =
∑m

i=1 Xi∂i是
Euler 算子。我们说一个分级的 Am(K)-模是广义欧拉的，如果对于一个齐次的
m ∈ M 存在整数 a（依赖于m）使得 (E − degm)am = 0。

6.2. 假设 charK = p > 0。那么我们有由 F (r) = rp 给出的 Frobenius 映射
F : R → R。有一个关于 F 和 F -有限的 R-模的概念，见 [5]。
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定理 6.3. [参见 [8, 5,1, 6.1], [9, 7.1, 7.2]] 设 R = K[X1, . . . , Xm] 是标准分
级的，其中 K 是一个无限域。设M =

⊕
n∈Z Mn 是一个分级的 R-模。如果

charK = p > 0假设M是一个分级的 FR-有限的 FR-模。如果 charK = 0假
设M是一个分级广义欧拉的，整体的 Am(K)-模。然后我们有

(a) 如果Mn = 0对于 |n| � 0成立，则M = 0。
(b) 以下断言是等价的：

(i) Mn 6= 0 对于无穷多个 n � 0。
(ii) 存在 r，使得对于所有 n ≤ r均有Mn 6= 0。
(iii) Mn 6= 0 对于所有 n ≤ −m。
(iv) Mn 6= 0 对于某个 n ≤ −m。

(c) 以下断言是等价的：
(i) Mn 6= 0 对于无穷多的 n � 0。
(ii) 存在 r，使得对于所有 n ≥ r均有Mn 6= 0。
(iii) Mn 6= 0 对于所有的 n ≥ 0。
(iv) Mn 6= 0 对于某个 n ≥ 0。

因此我们得到：

推论 6.4. （假设如 6.3所示）如果对于无穷多的 n � 0和无穷多的 n � 0成立
Mn = 0，则M = 0。

7. D-模或 FR-模结构于 W

在本节中，我们假设A = k[[X1, . . . , Xd]],m = (X1, . . . , Xd)。令G = Gm(A)

为关于 m的 A的关联分次环。我们注意到 G ∼= k[X1, . . . , Xd]。令 R = A[mt]

为关于 m的 A的里斯代数，并且令 S = A[mt, t−1]为关于 m的 A的扩展里斯
代数。令 I 是R中的一个齐次理想。S-模（从而是R-模）的正合序列

0 → G → Wm(A)(1)
t−1

−−→ Wm(A) → 0

在上同调中诱导出一个正合序列

· · · → H i
I(G) → H i

I(W
m(A))(1)

t−1

−−→ H i
I(W

m(A)) → H i+1
I (G) → · · · .

令
Ui = ker(H i

I(W
m(A))(1)

t−1

−−→ H i
I(W

m(A))), and

Vi = coker(H i
I(W

m(A))(1)
t−1

−−→ H i
I(W

m(A))).

对于所有的 i ≥ 0，我们有短正合的 G-模序列

0 → Vi−1 → H i
I(G) → Ui → 0.
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本节的目标是研究上述正合序列的性质

7.1. 设 S = A[mt, t−1]是关于 A和 m的扩展里斯代数。我们注意到 S 是一个
正则环。回忆 Wm(A) 也是一个 S-模并且 Wm(A)的 R-模结构是通过沿包含
限制标量得到的R → S. 我们还注意到 A[t, t−1] = St−1 .

7.2. 我们首先考虑当 char k = p > 0的情况。我们注意到 S 是 FS-有限的 FS

模。由此得出，A[t, t−1] = St−1 是 FS-有限的 FS-模。包含关系 S → St−1 是 FS-
线性的。所以 Wm(A) 是一个 FS-有限的 FS-模。如果 I 是 R中的任意理想，
则注意 H i

IS(W
m(A)) ∼= H i

I(W
m(A)) 作为 R-模。我们注意到 H i

IS(W
m(A))是

i ≥ 0上的 FS-有限 FS-模。由 [9, 4.1]可知，Ui和 Vi是 FG-有限的 FG-模。

备注 7.3. 我们不知道 0 → Vi−1 → H i
I(G) → Ui → 0是否是 FG-模的短正合

序列。

备注 7.4. 在多项式环上，T 分次的有限 FT -FT 模的移位不是分次的 FT 模；参
见 [6, 2.5(1), 4.4]。尽管我们不知道这个结果是否适用于 A[mt, t−1]，但如果我
们使用Wm(A)而不是 Lm(A) = Wm(A)(1)可能会更好。

7.5. 接下来我们考虑 char k = 0的情况。设

Ad(k) = k < X1, . . . , Xd, ∂1, . . . , ∂d > .

我们给出 Ad(K)的分级为 degXi = 1和 deg ∂i = −1。我们注意到 S 也是一个
分级的 Ad(k)-模。我们也注意到 t−1与所有 ∂i交换。我们注意到 A[t, t−1]也是
一个 Ad(k)-模并且包含 S → A[t, t−1]是 Ad(k)-线性的。因此，Wm(A)也是一
个 Ad(k)-模。我们注意到 0 → G → Wm(A)(1) → Wm(A) → 0是一个短正合
序列的 Ad(K)-模。由此得出（例如使用 Čech 复形），

· · · → H i
I(G) → H i

I(W
m(A))(1)

t−1

−−→ H i
I(W

m(A)) → H i+1
I (G) → · · · .

是一个分级的 Ad(k)-模的正合序列。因此，

0 → Vi−1 → H i
I(G) → Ui → 0

是 Ad(k)-模的短正合序列。固定 i ≥ 0。由于 H i
I(G)是一个广义欧拉的、全纯

的 Ad(k)-模，因此 Vi−1和 Ui也是广义欧拉的、全纯的 Ad(k)-模。

8. 定理的证明 1.4

在本节中我们给出了：
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定理的证明 1.4. 令 Â为 A的 m-进完成。我们注意到 Gm(A) ∼= Gm̂(Â)并且对
每一个 r ≥ 1我们有 Gmr(A) ∼= Gm̂r(Â)。因此我们可以假设 A是完备的。因此
A = k[[X1, . . . , Xd]]. 由于 k 是可分闭的，特别是 k 是无限的。
令 η : A[mru] → Gmr(A)为自然映射。令K = η−1(J)。我们考虑精确序列

的 S(mr) = A[mru, u−1]-模（因此也是R(mr)-模）

0 → Gmr(A) → Wmr

(A)(1)
u−1

−−→ Wmr

(A) → 0.

取关于K的上同调，并且对于 j = d− 1, d有Hj
K(Gmr(A)) = 0，我们得到映射

Hd−2
K (Wmr

(A))(1)
u−1

−−→ Hd−2
K (Wmr

(A))是满射，映射 Hd−1
K (Wmr

(A))(1)
u−1

−−→
Hd−1

K (Wmr

(A))是一一对应，并且映射

Hd
K(Wmr

(A))(1)
u−1

−−→ Hd
K(Wmr

(A)) 是单射。
我们在 2.1中进行构造。令 ξ : A[mt] → Gm(A)为自然映射。设 I = ξ(K])。

精确序列 (†)导出动同调中的精确序列

· · · → H i
I(Gm(A)) → H i

K](Wm(A))(1)
t−1

−−→ H i
K](Wm(A)) → H i+1

I (Gm(A)) → · · · .

由 2.2我们有
√
(K])<r> =

√
K。请注意，与 t−r 相乘与与 u−1相乘相同。我们

有一个满射映射

Hd−2
K] (Wm(A))nr+r

t−r

−−→ Hd−2
K] (Wm(A))nr, for all n ∈ Z.

由此得出该映射

Hd−2
K] (Wm(A))nr+1

t−1

−−→ Hd−2
K] (Wm(A))nr, is surjective for all n ∈ Z.

令 Vd−2 = coker(Hd−2
K] (Wm(A))(1)

t−1

−−→ Hd−2
K] (Wm(A)))。那么对于所有 n ∈ Z，

我们有
(Vd−2)nr = 0 。

令 Vd−1 = coker(Hd−1
K] (Wm(A))(1)

t−1

−−→ Hd−1
K] (Wm(A)))。则通过类似的论

证，我们有 (Vd−2)nr = 0对于所有 n ∈ Z成立。
我们有单射映射

Hd−1
K] (Wm(A))nr+r

t−r

−−→ Hd−1
K] (Wm(A))nr, for all n ∈ Z.

因此，该映射

Hd−2
K] (Wm(A))nr+r

t−1

−−→ Hd−2
K] (Wm(A))nr+r−1, is injective for all n ∈ Z.

令 Ud−1 = ker(Hd−1
K] (Wm(A))(1)

t−1

−−→ Hd−1
K] (Wm(A)))。那么对于所有 n ∈ Z，

我们有
(Ud−1)nr+r−1 = 0 。
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令 Ud = ker(Hd
K](Wm(A))(1)

t−1

−−→ Hd
K](Wm(A)))。然后通过类似的论证，

我们有 (Ud)nr+r−1 = 0对所有 n ∈ Z成立。
设 G = Gm(A)。若 char k = p，则 Vd−2, Vd−1, Ud−1, Ud−2 为分级的 FG-有

限 FG-模。这些模对于无限多个 n � 0和无限多个 n � 0消失。所以根据 6.4，
它们每一个都是零。
如果 char k = 0，那么 Vd−2, Vd−1, Ud−1, Ud−2被分级，广义欧拉的，全纯的

Ad(k)-模。这些模块中的每一个在无限多个 n � 0和无限多个 n � 0处消失。
所以根据 6.4，它们都是零。
由于我们有短正合序列 0 → Vd−2 → Hd−1

I (G) → Ud−1 → 0 和 0 →
Vd−1 → Hd

I (G) → Ud → 0，因此得到 Hj
I (G) = 0 对于 j ≥ d − 1 成立。由

此得出 dimG/I ≥ 2和 ProjG/I 是连通的。由于 G/I = A[mt]/K]。由此得出
dimA[mrt]/(K])<r> ≥ 2和 ProjA[mrt]/(K])<r> 是连通的。由 2.2，我们得到
dimGmr(A)/J ≥ 2和 ProjGmr(A)/J 是连通的。结果随之而来。

�
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