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在这篇笔记中，我们明确给出了 5维 Heisenberg李代数 h2在 C或 R上的所有等价类的变
形。我们证明总共有 20个无穷小变形（族），其中 18个可以延拓为实变形，而 2个仅是
无穷小的。a
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I. 海森伯格李代数

海森伯李代数 hn 在数学物理和数学中都扮演着重要角色。它们定义在 R上，对于每一个奇
整数 2n+1，基由

{e1,e2, . . . ,en,en+1,en+2, . . . ,e2n,e2n+1},

给出，非零换位子如下：

[e1,en+1] = e2n+1,

[e2,en+2] = e2n+1,
...

[en,e2n] = e2n+1.

我们也说这个海森伯李代数的秩为 n。它们是幂零李代数，中心由 e2n+1生成，并且可以被视为交
换代数 R2n 的中心扩张由 R。在量子力学中，它们通常用于 n = 1,2,3，但也应用于顶点代数理论
中的 n ∈ Z。

众所周知，它们可以通过如下形式的上三角矩阵来表示：

考虑秩为 n的 Heisenberg代数中的两个元素：a = ∑
2n+1
1 aiei和 b = ∑

2n+1
1 biei。它们可以由 (n+

2)× (n+2)三角矩阵表示。这里，基元素 e1, · · · ,e2n+1 表示为
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e1 =



0 |1 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0 0 0 0 0 0


, e2 =



0 |0 1 · · · 0 0

0 0 0 0 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0 0 0 0 0 0


, . . .

en =



0 |0 0 · · · 1 0

0 0 0 0 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0 0 0 0 0 0


, en+1 =



0 |0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 | 1

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0 0 0 0 0 0


, . . .

e2n =



0 |0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 1

0 0 0 0 0 0


, e2n+1 =



0 |0 0 · · · 0 1

0 0 0 0 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0
...

...
... 0 | 0

0 0 0 0 0 0


我们得到

[a,b] = ∑
n
1(aibi+n −ai+nbi)e2n+1.

看起来研究最多的情况是 3维的 Heisenberg李代数 h1，其基元素为 {e1,e2,e3}。我们也知道
了它的伴随上同调空间的维度，依据 Ma。设 hp 是 H p(hn,hn)的维度。那么

hp =



1 if p = 0,

(2n+1)
(2n+1

p

)
−
(2n+1

p+1

)
−2n

(2n+1
p−1

)
if 1 ≤ p ≤ n,

(2n+1)[
(2n

n

)
−
( 2n

n−2

)
]−

( 2n
n−1

)
+
( 2n

n−3

)
if p = n+1,

2n[
( 2n

p−1

)
−
( 2n

p+1

)
]−

(2n
p

)
+
( 2n

p+2

)
if n+2 ≤ p ≤ 2n+1.

在低维上同调空间中，我们也有一些显式的上闭链，参见 FP1。对于形变，我们需要考虑第二
个上同调空间 H2(h1,h1)，其维度为 5（参见 n = 1的第三个公式）。我们有 5个显式的非等价 2-上
循环，如下所示：

1. φ1(e2,e3) = e3;

2. φ2(e1,e2) = e2,φ2(e1,e3) =−e3;

3. φ3(e1,e2) = e3;
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4. φ4(e1,e3) = e1;

5. φ5(e1,e3) = e2.

这些上循环定义了 5个非等价的无穷小形变，[−,−]h1 + tφi对于 i = 1, · · · ,5。它们在为 [−,−]h1 + tφi

写出的雅可比恒等式中没有 t2 项。所有都可以扩展，因此它们是真正的变形，参见 FM。

关于高秩海森伯格李代数的变形一无所知。问题是计算具有伴随系数的第二上同调空间并提
供所有代表上闭链。在这篇笔记中，我们完全描述了在R或C上的 5维海森伯格李代数 h2的变形。

II. 预备知识

在本节中，我们简要总结了李代数的上同调和变形。详情见 NR,F。

一个李代数是在域 K上的向量空间 g，配备了一个称为李括号 [−,−] : g×g −→ g的 K-双线
性运算，满足

• 斜对称性：对于所有的 a,b ∈ g，[a,b] =−[b,a]

• 雅可比恒等式：[a, [b,c]]+ [b, [c,a]]+ [c, [a,b]] = 0对所有 a,b,c ∈ g成立。

一个李代数 g 或者一个在 g 上的模是一个向量空间 V，带有李代数同态，比如说 ρ : g −→
E nd(V )，其中 E nd(V )是V 的自同态的李代数，并采用换位子李括号操作。任何李代数 g都是一个
自身的模，它被称为 g的伴随表示。在这里我们考虑模V 作为底向量空间，并定义 ρ : g−→ E nd(g)

为 ρ(x)(y) = [x,y]对于 x,y ∈ g。让我们回顾一下具有模系数的李代数上同调。

定义 II.1 假设 g是一个李代数，并且 A是 g上的一个模。然后一个以 A为系数的 Lie代数 g的 q

维上链是定义在 g上取值于 A的斜对称 q线性映射；所有这样的上链的空间记作Cq(g;A)。因此，
Cq(g;A) = HomK(Λ

qg,A)。微分

d = dq : Cq(g;A)−→Cq+1(g;A)

是由公式给出的 K-线性映射

dc(g1, · · · ,gq+1) = ∑
1≤s<t≤q+1

(−1)s+t−1c([gs,gt ],g1, · · · , ĝs, · · · , ĝt , · · · ,gq+1)

+ ∑
1≤s≤q+1

(−1)s[gs,c(g1, · · · , ĝs, · · · ,gq+1)],

其中 c ∈Cq(g;A)和 g1, · · · ,gq+1 ∈ g。

然后，(C∗(g;A), d)是一个称为 Lie代数 g的 Chevally-Eilenberg复形的上链复形，而相应的上
同调则被称为 Lie代数 g在系数 A中的上同调，并用 Hq(g;A)表示。对于 A = g，在如前所述的伴
随作用下，上同调表示为 H∗(g;g).

定义 II.2 一个形式上的 1-参数形变或简称变形的 (g,[-,-])是在 K[[t]]-模 g[[t]]上的一个李代数结构
[−,−]t，使得

[x,y]t = [x,y]+ ∑
n≥1

tn
µn(x,y)

for all x,y ∈ g. 这里 µn : g⊗g−→ g是 n ≥ 1的斜对称线性映射，进而 µn 是 2-链在C2(g,g)中。
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李代数结构 [−,−]t 是 (g, [−,−])的一个变形，前提是以下等式成立。

[a,b]t =−[b,a]t for all a,b ∈ g;

[a, [b,c]t ]t +[b, [c,a]t ]t +[c, [a,b]t ]t = 0 for all a,b,c ∈ g.
(1)

现在将上述方程（1）两边展开并收集 tn 的系数，我们看到（1）等价于如下方程组

∑
i+ j=n

{µi(x,µ j(y,z))+µi(y, µ j(z,x))+µi(z, µ j(x,y))}= 0 for x,y,z ∈ g. (2)

一个变形是阶 n，如果它满足 Jacobi恒等式直到 tn项。一个变形 [−,−]t 被称为真实变形，如果它
满足任何 tn 项的雅可比恒等式。

备注 1 对于 n = 0，条件等价于 g中李括号的雅可比恒等式。对于 n = 1，它等价于 dµ1 = 0，换句
话说，µ1是 2-上同态在C2(g,g)中的一个。一般来说，对于 n ≥ 2，µn只是C2(g,g)中的一个 2-链。

定义 II.3 2-上同调 µ1 被称为形变 [−,−]t = [−,−]+ tµ1 的无穷小部分，我们说 gt = g+ tµ1 是李代
数 g的无穷小变形。换句话说，一个无穷小变形是阶数为 1的变形，由 K[t]/(t2)参数化。

定义 II.4 假设 [−,−]t 和 [−,−]′t 是给定李代数 g的两种形变。一个形式同构由 Φt = ∑i≥0 φit i 给出，
满足对于所有 x,y ∈ g有 Φt [x,y]′t=[Φt(x),Φt(y)]t；其中 φi : g −→ g是线性映射且具有 φ0 = Idg。在
这种情况下，我们说这两个变形是等价的。

定义 II.5 任何与变形 µ0 = [−,−]等价的李代数的变形称为平凡变形。

命题 II.6 一个无穷小变形（g,[-,-]）由 µt = [−,−]+ tµ1给出，使得 µt 是 g模 t2的变形，也就是说，
µt 满足 2对于 n = 0,1。

下一个结果表明无穷小变形由李代数的第二上同调空间所刻画。

命题 II.7 等价变形的无穷小部分 µ1 和 µ2 只在一个余边界上有所不同，因此变形的无穷小部分的
上同调类由 H2(g,g)的一个上同调类唯一确定，并且不同的上同调类决定了不等价的变形。

证明 1 令 [−,−]t和 [−,−]′t是给定李代数 g的两个形变，其中 [x,y]t = [x,y]+∑n≥1 tnµn(x,y)和 [x,y]′t =

[x,y]+∑n≥1 tnµ ′
n(x,y) for all x,y∈ g。假设Φt : (g[[t]], [−,−]t)−→ (g[[t]], [−,−]′t)是一个等价关系。然后

Φt [x,y]t = [Φt(x),Φt(y)]′t

对所有 x,y ∈ g成立。展开这个恒等式并比较 t 的系数，我们得到 µ1 −µ ′
1 = δφ1。

定义 II.8 一个李代数被称为刚性的如果每个形变都是平凡的。

推论 II.9 如果 H2(g,g) = 0，则 g是一个刚性李代数。

III. 可能的非等价变形 h2

李代数 g的无穷小变形与第二上同调空间 H2(g,g)的元素一一对应。在 FP2 中，描述了 5维
复李代数的模空间（另见 SW）。存在单个李代数，以及参数族 2、3和 4。为了检查海森堡李代数
h2 的可能形变，我们发现了一些关于以 {e1, · · · ,e5} 为基的 h2 形变的可能性。Ma,FP2 中的结果是
dimH2(h2,h2) = 20。

回忆一下，h2 中的非平凡括号由以下给出
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[e1,e3] = e5, [e2,e4] = e5.

5维实李代数的分类已知于 M1,M2(1963)，也可参见 P(1976)。复 5维李代数较少，因为其中一
些具有两个非同构的实形式。它们的模空间可以在 FP2 中找到。我们的方法如下。
我们从复 Heisenberg李代数 h2 开始，其基为 {e1, · · · ,e5}。注意，h2 的特定性质是非零括号

对不同的元素，并且两个括号的结果元素都是第五个元素。所以我们寻找这样的情况。通过置换
改变基，从 FP2 表 3 中的非等价 5 维李代数列表中，我们得到以下由 di 表示的 8 候选者，用于
i = 1, · · · ,8，用于可能的 h2 变形（那些包含一些海森堡非零括号的元素的置换）。我们知道无穷
小变形与 H2(h2,h2) 的上同调类一一对应。因此我们有 di = [−,−]h2 + tφi 对于 i = 1, · · · ,8。在每
种情况下，都需要检查额外的非零括号，这些括号定义了 h2 的 2-上链 φi 是否是上闭链（我们需
要 dφi = 0对于 i = 1, · · · ,8）。首先我们考虑 Lie代数 h2 的 2-上循环 φi，它们是通过不涉及参数获

得的：

A.

代数 d1 的 2-链 φ1 由 [−,−]h2
+φ1 给出（表示为 d7 在 FP2 中）

φ1(e1,e3) = 2e2 −2e3;

φ1(e1,e4) = e3;

φ1(e2,e4) = e2;

φ1(e3,e4) = 2e3 − e2.

B.

代数 d2 的 2-链 φ2（表示为 d10 在 FP2 中）

φ2(e1,e3) = e1;

φ2(e1,e4) =−e2;

φ2(e2,e3) = 2e2;

φ2(e3,e4) =−e4

φ2(e3,e5) =−3e5.

C.

代数 d3 的 2-链 φ3（表示为 d17 在 FP2 中）

φ3(e1,e4) = e1;

φ3(e2,e4) = e2;

φ3(e3,e4) = e3;

φ3(e4,e5) =−2e5.

请注意，φ1,φ2,φ3 都是 2-上循环。

现在我们考虑李代数 h2 的两个参数的 2-上同调族。
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D.

2-链 φ4(p : q)对于代数族 d4(p : q)（表示为 d9(p : q)在 FP2 中）

φ4(e1,e4) = (p+q)e1;

φ4(e2,e3) =−e1;

φ4(e2,e4) = qe2;

φ4(e3,e4) = e2 + pe3;

φ4(e4,e5) =−(2p+q)e5.

映射 φ 是任意 p和 q的 2-上闭链。

E.

2-上链 φ5(p : q)对于代数族 d5(p : q)（在 FP2 中表示为 d14(p : q)）

φ5(e1,e3) = pe1;

φ5(e2,e3) = e1 +qe2 + e4;

φ5(e3,e4) =−pe4;

φ5(e3,e5) =−(p+q)e5.

映射 φ5 是一个对于任意 p和 q的 2-上闭链。

F.

2-上链 φ6(p : q)对于代数族{d6(p : q)（在 FP2 中记为 d15(p : q)）}

φ6(e1,e3) = pe1;

φ6(e2,e3) = e1 +qe2;

φ6(e3,e4) =−qe4;

φ6(e3,e5) =−2q e5.

映射 φ6 是任意 p和 q的 2-上闭链。

接下来我们考虑 Lie代数 h2 的三个参数的 2-上同调：

G.

其中，对于代数族 d7(p : q : r)（记为 d12(p : q : r)在 FP2 中）的 2-链 φ7(p : q : r)

φ7(e1,e3) = pe1;

φ7(e2,e3) = e1 +qe2;

φ7(e3,e4) =−e2 − re4;

φ7(e3,e5) =−(q+ r)e5.
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映射 φ7 是一个对于任意 p,q和 r的 2-上同调。

H.

2-上链 φ8(p : q : r)对于代数族 d8(p : q : r)（记为 d5(p : q : r))在 FP2 中）

φ8(e1,e3) = pe1;

φ8(e1,e4) = (r−q)e5;

φ8(e2,e3) = e1 +qe2;

φ8(e2,e4) = re1 − r(p−q)e2;

φ8(e4,e5) = p(r−q)e5.

映射 φ8 是一个 2-上闭链当且仅当 q = r或 p = 0。

我们注意到所有这些李代数（族）都是可解的。

IV. 非同构的复/实形变 h2

在本节中，我们决定这些 8 上同调是否给出 h2 的非等价无穷小形变，并且在其中哪些是可
以延拓的（雅可比恒等式中没有出现更高阶的 t 项）。为此，需要检查修改后的李括号 µt(di) =

[−,−]h2 + tφi 对于 i = 1, · · · ,8满足雅可比恒等式。如果它满足雅可比恒等式，则此结果无穷小形
变是可以延拓的，并给出一个真实的形变。如果有更高阶的 t 项，则形变仅仅是无穷小的，不能
被延拓到二阶形变。

a)单个变形

这里 µt(d1),µt(d2)和 µt(d3)是 h2的非等价实形变，因为在雅可比恒等式中没有出现任何 t2项
或更高阶的项。

定理 IV.1 上同调 φ1 给出以下无穷小和实形变

µt(d1) =



[e1,e3]t = e5 + t(2e2 −2e3)

[e1,e4]t = te3

[e2,e4]t = e5 + te2

[e3,e4]t = t(2e3 − e2)

上同调 φ2 给出以下无穷小和实形变

µt(d2) =



[e1,e3]t = e5 + te1

[e1,e4]t =−te2

[e2,e3]t = 2te2

[e2,e4]t = e5

[e3,e4]t =−te4

[e3,e5]t =−3te5
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上同调 φ3 给出以下无穷小和实形变

µt(d3) =



[e1,e3]t = e5

[e1,e4]t = te1

[e2,e4]t = e5 + te2

[e3,e4]t = te3

[e4,e5]t =−2te5

显然，这三种变形是不等价的。

b)两参数变形

定理 IV.2 余子族 φ4(p,q)给出了以下无穷小和实形变族

µt(d4)(p : q) =



[e1,e3]t = e5

[e1,e4]t = (p+q)te1

[e2,e3]t =−te1

[e2,e4]t = e5 +qte2

[e3,e4]t = te2 + pte3

[e4,e5]t =−(2p+q)te5

(3)

因此，余子族 φ4(p,q)形成了 H2(h2,h2)中的 3维子空间。

证明 2 我们必须检查这些两参数变形中哪些是不等价的。我们得到以下结果：

族 (3)有三个非等价的无穷小形变，即代数 µt(d4)(p : 0),µt(d4)(0 : q)和 µt(d4)(0 : 0)是具有非
等价 2-上闭链的非同构李代数。我们得到任意一个 µt(d4)(p : q)李代数可以通过上述三个上闭链
的线性组合获得。反过来，在对 (ei,e j)进行评估时，以下恒等式对于 1 ≤ i, j ≤ 5成立：

µt(d4)(p : q) = µt(d4)(p : 0)+µt(d4)(0 : q)−µt(d4)(0 : 0)

请注意，该族中的“一般元素”µt(d4)(0 : 0)是幂零的，其余的是可解的。这种情况在李代数
的可解族中经常发生（见 FP2）。

族 µt(d4)(p : 0)和 µt(d4)(0 : q)以及单独的代数 µt(d4)(0 : 0)都是可扩展的，因此它们是实变
形。总共我们得到了 3个不等价的实变形与这个 2-上同调族。

定理 IV.3 φ5(p : q)家族的上同调给出了以下无穷小形变

µt(d5)(p : q) =



[e1,e3]t = e5 + pte1

[e2,e3]t = te1 +qte2 + te4

[e2,e4]t = e5

[e3,e4]t =−pte4

[e3,e5]t =−(p+q)te5

上同调家族构成了 H2(h2,h2)中的一个 3维子空间。
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证明 3 我们得到同调 φ5(p : 0),φ5(0 : q)和 φ5(0 : 0)是不等价的同调，而任意的 p和 q的 φ5(p : q)

可以用这些同调的线性组合来表示：

φ5(p : q) = φ5(p : 0)+φ5(0 : q)−φ5(0 : 0)

这里，单元素 µt(d5)(0 : 0)是幂零的，其他的代数仅是可解的。所有这些 3变形都是可以延拓
的，因此我们得到了 3个新的不等价实变形。

定理 IV.4 φ6(p : q)上同调族给出了以下无穷小变形

µt(d6)(p : q) =



[e1,e3]t = e5 + pte1

[e2,e3]t = te1 +qte2

[e2,e4]t = e5

[e3,e4]t =−qte4

[e3,e5]t =−2qte5

上同调族形成了一个 3维子空间在 H2(h2,h2)中。

证明 4 我们得到余子 φ6(p : 0),φ6(0, p)和 φ6(0 : 0)是非等价的余子，而 φ6(p : q)对于任意的 p和 q

是那些余子的线性组合：

φ6(p : q) = φ6(p : 0)+φ6(0 : q)−φ6(0 : 0)

这里，奇元素 µt(d6)(0 : 0)是幂零的，其他的形变只是可解的。所有这些 3形变都可以扩展，
所以我们得到了 3个新的不等价实形变。

c)三参数变形

定理 IV.5 φ7(p : q : r)族上同调给出了以下无穷小形变

µt(d7)(p : q : r) =



[e1,e3]t = e5 + t pe1

[e2,e3]t = te1 + rte2

[e2,e4]t = e5;

[e3,e4]t =−te2 − tre4

[e3,e5]t =−(r+q)te5

上同调族形成了 4维的子空间在 H2(h2,h2)中。

证明 5 我们得到余子 φ7(0 : 0 : 0),φ7(p : 0 : 0),φ7(0 : q : 0)和 φ7(0 : 0 : r)是非等价的余子，并且它们
都给出了实形变。对于任意 p,q和 r，族 φ7(p : q : r)是那些的线性组合：

φ7(p : q : r) = φ7(p : 0 : 0)+φ7(0 : q : 0)+φ7(0 : 0 : r)−2φ7(0 : 0 : 0)

这给出了 4个更多的非等价实形变。
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定理 IV.6 φ8(p : q : r)族上同调（带有限制 p = 0或 q = r）给出以下无穷小形变

µt(d8)(p : q : r) =


[e1,e3]t = e5 + t pe1

[e2,e3]t = te1 + rte2

[e2,e4]t = e5 + rte1 − r(p− r)te2

该上同调族在 H2(h2,h2)中形成一个 4维子空间。

证明 6 我们得到上同调 φ8(0 : 0 : 0) 与 φ6(0 : 0) 相同，因此定义了相同的实/复形变。另一方面，
φ8(p : 0 : 0) 和 φ8(0 : q : q) 是非等价的上同调，给出了可扩展的实形变，而存在非等价的上同调
φ8(0 : q : 0)和 φ8(0 : 0 : q)，它们仅给出不可扩展的无穷小形变，因为在写雅可比恒等式时，在相
应的情况下出现了 t2 项。
这给出了另外 2个不同的实形变，我们得到 2无穷小变形，它们在高阶上是不可扩展。

总结，我们得到 20个非等价的无穷小变形 h2，其中 2不是真实的变形。

A. 实海森伯代数 h2(R)

现在让我们看看是否存在更多的实 Heisenberg代数 h2的形变。M1,M2,P的分类表明存在 6个非
同构的 5维实 Lie代数。在列出的那些中，确切地有 2个可以作为 h2 的形变获得。（注意他们的
A5,5代数是我们的 d6(0 : 0)，而他们的 A5,6代数（也是他们族 A5,26中的通用元素对于 p = 0,ε = 1）
是我们的 d7(0 : 0 : 0)）。对于可解形变，我们有 3个单形代数，从 2参数族中我们得到了 3×3 = 9

个非等价形变，而从 3参数族中我们获得了 8个新的形变。这给出了所有的 20上闭链。对于实数
情况，我们检查了分类列表，并未找到任何可能的实数 h2 的无穷小形变的新候选者。

V. 总结

从二次上同调空间维数的计算中，我们知道有 20个非等价的幂零 Heisenberg李代数 h2 的无
穷小形变。这里给出了那些可能的非等价上闭链的具体形式。结果表明，在得到的无穷小形变中，
18可以扩展到实形变，因为在 t 中没有出现高阶项，而 2只是无穷小的。非等价形变的数量确实
是 20。此外，所有变形的李代数都是可解的，在这些可解族中有一类是“一般”幂零的，在其中有
两个不等价的：µt(d4)(0 : 0)∼= µt(d7)(0 : 0)，以及（通过基向量的变化 e′1 = e1 + e4）µt(d5)(0 : 0)∼=
µt(d6)(0 : 0) = µt(d8)(0 : 0 : 0)。

这一最后的观察提出了 Fialowski和 Penkava的一个老问题：一个可解的多参数李代数族是否
总是有一个“通用”的幂零元素，且所有参数均为 0？我们的猜想是肯定的。
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